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      Podziękowania


      Autorzy pragną podziękować profesorowi Stephenowi Jablonsky’emu zCity College of New York (CUNY) za pomoc wzaprezentowaniu niebywałych zależności opisanych liczbami ciągu Fibonacciego, jakie pojawiają się wmuzyce – odteorii kompozycji po prawidła rządzące konstruowaniem instrumentów. Bez wszechstronnej wiedzy profesora Jablonsky’ego ta część książki nie mogłaby powstać.


      Profesor Ana Lucía B. Dias dała nam wgląd wmateriały poświęcone znaczeniu liczb Fibonacciego wteorii fraktali, za co jesteśmy jej niezmiernie wdzięczni.


      Nasz drogi przyjaciel drHerbert A. Hauptman, pierwszy matematyk uhonorowany Nagrodą Nobla (w1985 roku wdziedzinie chemii), napisał fascynujące posłowie. Niebagatelne zwieńczenie naszych rozważań zjednej strony stanowi wyzwanie dla czytelnika, zdrugiej przedstawia pewne fakty, które mimo wszystko mogą być dla niego zaskoczeniem.


      Wczasie jednej zrozmów James S. Tisch, inny znaszych przyjaciół, wprowadził nas wkwestię zastosowań liczb Fibonacciego na polu ekonomii. Przygotowane przez niego podwaliny wystarczyły, abyśmy zdołali pokonać samodzielnie dalszą drogę, dzięki czemu na kartach tej książki znajdziesz także wywody dotyczące właśnie tej dziedziny. Pragniemy mu za to serdecznie podziękować.


      DrLehmann pragnie też wspomnieć okonsultacjach zTristanem Vincentem, który pomagał mu wyrazić myśli wjęzyku angielskim.


      Wspólnie pragniemy podziękować profesorowi Andreasowi Fillerowi zPädagogische Hochschule wHeidelbergu (Niemcy), Heino Hellwigowi zUniwersytetu Humboldta wBerlinie oraz Hansowi-Peterowi Lüdtkemu zHeinrich-Hertz Gymnasium wBerlinie za cenne uwagi, którymi dzielili się znami wczasie prac nad książką.


      Popularność tytułu zależy zazwyczaj oddwóch rodzajów działań: starannego przewodnictwa iopieki nad rozwojem projektu, za które pragniemy podziękować Lindzie Greenspan Regan, gdyż bez jej nieustannych rad książka ta nie byłaby tak przystępna dla ogólnego odbiorcy, oraz uważnej redakcji tekstu, za którą odpowiedzialna była Peggy Deemer – jak zawsze wywiązała się zpostawionego przed nią zadania wyśmienicie, co biorąc pod uwagę złożoność tematu, stanowiło nie lada wyczyn.


      Oczywiście pragniemy podziękować też Barbarze iSabine za zachętę, cierpliwość iwsparcie wczasie pracy nad książką.

    

  


  
    
      


      Wprowadzenie


      NIEZWYKŁE LICZBY FIBONACCIEGO


      Woddalonym odzgiełku świata zakątku austriackich Alp znajduje się porzucona wieki temu kopalnia soli. Przy wejściu do niej umieszczono kamień węgielny znapisem „anno 1180”. Widniejące na nim liczby oznaczają datę założenia kopalni. Ale coś jest nie wporządku. Uczeni ustalili bowiem, że cyfry arabskie (które stosujemy na co dzień) zostały opublikowane po raz pierwszy dopiero w1202 roku. Wtedy właśnie Leonardo zPizy (Leonardo Pisano), znany jako Fibonacci, wydał nowatorską pracę Liber abaci, czyli „Księgę obliczeń”. Pierwszy jej rozdział rozpoczął następująco:


      


      Dziewięć indyjskich1 cyfr to: 987654321.


      Za ich pomocą, oraz przy użyciu znaku 0, zwanego przez Arabów zephirum2, można zapisać każdą, dowolnie wybraną liczbę.


      


      To pierwsza wkrajach Zachodu oficjalna definicja stosowanego powszechnie do dziś dziesiątkowego systemu liczbowego. Wydaje się jednak, że system ten znany był już wpołowie X wieku wHiszpanii, gdzie miał się pojawić zArabami izostał przez nich wprowadzony na tamtych ziemiach.


      Wodróżnieniu odwielu innych wybitnych twórców, którzy wsławili się jednym dziełem – tu można by wymienić Georges’a Bizeta (1838–1875), kompozytora opery Carmen, Engelberta Humperdincka (1854–1921), zjego operą Jaś iMałgosia, czy J.D. Salingera (1919–2010), autora powieści Buszujący wzbożu – Fibonacci zapisał się na kartach historii matematyki nie tylko jako odkrywca ciągu liczbowego, który dziś nazywamy jego imieniem. Nie sposób przecenić wpływ, jaki wywarł na rozwój matematyki świata zachodniego, niewątpliwie był też jednym znajwybitniejszych uczonych swoich czasów. Amimo to nieśmiertelność zapewnił sobie, opisując problem rozmnażania się królików, który doprowadził go do znanego dziś na całym świecie ciągu liczbowego.


      Fibonacci był poważnym matematykiem, który szkolił się wtej trudnej dziedzinie wiedzy odczasów młodości – najpierw wBugii, mieście położonym na śródziemnomorskim wybrzeżu Afryki, założonym przez kupców zPizy. Wczasie licznych podróży po Bliskim Wschodzie spotkał wielu matematyków, zktórymi chętnie wchodził wdysputy. Wten sposób poznał metody matematyczne Euklidesa (IVw. p.n.e.), anastępnie wykorzystał je, by przedstawić matematykę wkrajach europejskich. Rozbudował je owygodny system liczbowy, algorytmy obliczeniowe oraz metody algebraiczne, atakże okilka własnych koncepcji, wtym między innymi ułamki. Wszkołach Toskanii bardzo szybko zaczęto wykładać arytmetykę zgodnie zsugestiami Fibonacciego. Uczeni toskańscy porzucili liczydła – urządzenia pozwalające wykonywać obliczenia na zestawie koralików naciągniętych na sznurki – iprzestali zapisywać wyniki rachunków za pomocą liczb rzymskich. Tym samym matematyka mogła wreszcie wypłynąć na szerokie wody, bowiem zapis rzymski nie pozwalał stosować bardziej złożonych metod obliczeniowych. Pierwsza, rewolucyjna praca Fibonacciego oraz następne jego dzieła zmieniły na zawsze matematykę wkrajach Europy Zachodniej.


      Niestety, dziś już nikt nie pamięta owielu ważnych dokonaniach Fibonacciego. Wdwunastym rozdziale Liber abaci, wktórym przedstawił szereg problemów matematycznych, znalazło się zadanie poświęcone zagadnieniu rozmnażania się królików. Choć zostało ono sformułowane niezbyt zręcznie, wnioski wynikające zprzedstawionego rozwiązania doprowadziły do rozwinięcia wielu wiekopomnych idei. To właśnie zaważyło na losach dzieła Fibonacciego iprzesądziło osławie autora. Zdanych dotyczących rozmnażania się królików, przedstawionych na stronie 27 (rysunek 1.2), wynika, że zliczana co miesiąc liczebność populacji królików jest opisana ciągiem liczb: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377,… Układ ten nazywamy dziś ciągiem Fibonacciego. Być może zastanawiasz się, dlaczego akurat ten układ liczb miałby być wyjątkowy, wystarczy jednak przyjrzeć się im nieco uważniej, by zauważyć, że można ciągnąć go wnieskończoność. Każdy kolejny wyraz jest bowiem sumą dwóch poprzednich (tj. 1+1= 2, 1+2= 3, 2+3= 5 itak dalej). Oczywiście, samo wsobie nie jest to może imponujące, ale przekonasz się niebawem, że żadne inne liczby znane matematyce nie występują tak powszechnie, jak liczby ciągu Fibonacciego. Pojawiają się wgeometrii, algebrze, teorii liczb iwielu innych dziedzinach matematyki. Ale, co bardziej zaskakujące iznaczące, liczby Fibonacciego odnajdujemy także wprzyrodzie, na przykład liczba spiral sporofili szyszki sosnowej jest zawsze liczbą ciągu Fibonacciego. Podobną zależność obserwujemy dla przylistków ananasa. Wydaje się, że ciąg Fibonacciego pojawia się wewszystkich aspektach przyrody – należące do niego liczby opisują rozmieszczenie gałęzi na drzewach niektórych gatunków, ale też podają liczbę przodków wkażdym pokoleniu trutni. Gdzie nie spojrzymy, tam znajdujemy liczby Fibonacciego.


      Wksiążce tej zbadamy dokładniej wiele zjawisk, wktórych udaje się odnaleźć ślad ciągu Fibonacciego, co – mamy nadzieję – zachęci cię do prowadzenia poszukiwań na własną rękę iwskazywania kolejnych obszarów, gdzie liczby Fibonacciego mogą znaleźć zastosowanie. Jednocześnie postaramy się pokazać – możliwie przystępnie, ale nie pobieżnie – jakie niezwykłe cechy charakteryzują ten ciąg. Jego związek zwieloma, często odległymi odsobie, dziedzinami matematyki pozwala szukać dziś zastosowań dla tych liczb wzagadnieniach tak pozornie niezwiązanych zmatematyką, jak reguły rządzące rynkiem papierów wartościowych.


      Chcielibyśmy, aby ta książka stała się dla ciebie wprowadzeniem wfascynujący świat liczb Fibonacciego. Najpierw przedstawimy ścieżkę rozwoju słynnego ciągu, można powiedzieć, że zapoznamy cię zjego historią, apotem dostarczymy dowodów jego pojawiania się wróżnych dziedzinach nauki, na przykład opowiemy onajpiękniejszej zzależności geometrycznych, tak zwanym złotym podziale odcinka. Okazuje się, że wyniki dzielenia przez siebie kolejnych wyrazów ciągu Fibonacciego zbliżają się do wartości nazywanej właśnie złotą liczbą (złotym stosunkiem)3:


      φ = 1,6180339887498948482045868343656…


      Im dalszymi wyrazami ciągu posłużymy się wtych obliczeniach, tym wynik będzie bliższy wartości złotej liczby.


      Spójrz na przykład obliczeń prowadzonych dla pary stosunkowo małych liczb Fibonacciego:


      [image: 0001.eps]


      Ateraz zobacz, jak zmieni się wynik, gdy weźmiemy dwa nieco większe sąsiadujące zesobą wyrazy ciągu:


      [image: 0002.eps]4


      apotem parę jeszcze dalej położonych sąsiadów:


      [image: 0003.eps]


      Zauważ, zecoraz większe współczynniki zdają się zbliżać do faktycznej wartości złotej liczby φ, na przykład:


      [image: 0004.eps]


      [image: 0005.eps]5


      Porównaj ostatni wynik zwartością złotej liczby:


      φ = 1,6180339887498948482045868343656…


      Osamym złotym podziale ijego niezwykłych właściwościach opowiemy osobno wodpowiednim czasie. To nie przypadek, że proporcja ta pojawia się warchitekturze isztuce. Gdyby wpisać fasadę ateńskiego Partenonu wprostokąt, otrzymalibyśmy wten sposób tak zwany złoty prostokąt, czyli figurę, której boki pozostają do siebie wstosunku równym właśnie złotej liczbie. Złoty prostokąt pojawia się zresztą wwielu dziełach sztuki. Na przykład na słynnym obrazie Adam iEwa średniowiecznego niemieckiego malarza Albrechta Dürera (1471–1528) postacie pierwszych ludzi zajmują właśnie powierzchnię wyznaczoną złotym prostokątem.


      Co ciekawe, liczby Fibonacciego nie budziły większego zainteresowania (nikt też nie myślał onadawaniu im specjalnej nazwy), dopóki badaniem ich nie zajął się wpołowie XIX wieku francuski matematyk Édouard Lucas (1842–1891). Lucas zaczął zastanawiać się, jak zachowywałyby się liczby Fibonacciego, gdyby ich ciąg brał początek nie oddwóch jedynek, ale odjedynki itrójki. Stosując taką samą zasadę konstruowania ciągu jak Fibonacci (dodając do siebie dwa poprzednie wyrazy, by uzyskać następny), Lucas stworzył nowy zestaw liczb iporównał go zciągiem Fibonacciego. Tak zwane liczby Lucasa to 1, 3, 4, 7, 11, 18, 29, 47, 76, 123,… Wdalszych rozdziałach poznasz ich związek zliczbami Fibonacciego.


      Wzasadzie trudno wskazać dziedzinę, wktórej nie pojawiałyby się liczby tego niezwykłego ciągu, znamy mnóstwo zastosowań dla nich iim pochodnych. Postaramy się przedstawić tu nie tylko ciekawostki matematyczne, ale też bardziej poważne sposoby wykorzystania liczb Fibonacciego, które, jak wierzymy, zainteresują zarówno laików, jak iczytelników obytych już nieco zmatematyką. Jesteśmy przekonani, że te wspaniałe liczby wzbudzą zachwyt iwtobie. Wierzymy, że dostrzeżesz ich piękno izapragniesz samodzielnie szukać ich śladów wotaczającym cię świecie. Staraliśmy się zaprezentować zebrany materiał wtaki sposób, by zainteresować każdego, ale zawsze mieliśmy na względzie przede wszystkim przeciętnego odbiorcę (czytelników owiększym zacięciu matematycznym zachęcamy do zapoznania się zzawartością dodatkuB, wktórym zawarliśmy dowody twierdzeń przedstawionych wposzczególnych rozdziałach książki).


      Przede wszystkim zaś chcieliśmy zaprezentować czytelnikom potęgę ipiękno matematyki.


      
        
          1Mianem cyfr indyjskich Fibonacci określał symbole wprowadzone przez uczonych hinduskich, zwane powszechnie cyframi arabskimi.

        


        
          2To łacińskie słowo pochodzi odarabskiego sifr oznaczającego pustkę, próżnię (przyp. tłum.).

        


        
          3Złoty podział przedstawimy odpowiednio starannie (dając przy tym dostatecznie dużo przykładów stosowania go wgeometrii isztuce), by czytelnik mógł bez trudu ocenić jego wagę iznaczenie, aco za tym idzie, znaleźć związek zciągiem Fibonacciego. Złotą liczbę zwykle oznacza się grecką literą φ (phi – wym. fi).

        


        
          4Nawiasy, wktóre ujęto ostatnich szesnaście cyfr wyniku, oznaczają, że cyfry te powtarzają się wnieskończoność wtakiej właśnie kolejności (jest to ułamek okresowy).

        


        
          5Czterdziesty wyraz ciągu Fibonacciego to 102334155, aczterdziesty pierwszy to 165580141.

        

      

    

  


  
    
      


      Rozdział 1


      Historia liczb Fibonacciego iich podstawowe właściwości


      Początek XIII wieku to przebudzenie Europy zdługiego snu wieków średnich. Wtedy właśnie zaczęły pojawiać się pierwsze, nieśmiałe zapowiedzi nadchodzącego odrodzenia. Następujące powoli zmiany zmuszały uczonych, krzyżowców, artystów ikupców do szukania nowych dróg prowadzących wprzyszłość – mgła spowijająca Europę zaczynała się rozwiewać. Ogólne poruszenie dawało się odczuć szczególnie wyraźnie wwielkich miastach Włoch żyjących zhandlu. Pod koniec XIII wieku Marco Polo (1254–1324) ruszył jedwabnym szlakiem do Chin, Giotto di Bondone(1266–1337) zrewolucjonizował malarstwo, odchodząc odkonwencji bizantyjskiej, amatematyk Leonardo Pisano, znany jako Fibonacci, na zawsze zmienił metody prowadzenia rachunków, co pozwoliło znacznie usprawnić wymianę walut iprowadzenie transakcji handlowych. Jednocześnie sformułował kilka problemów matematycznych, których do dziś nie udało się nam rozwiązać. Założone w1963 Towarzystwo Fibonacciego (The Fibonacci Association) stara się kontynuować dzieło swojego patrona.


      Leonardo Pisano, czyli Leonardo zPizy, lecz także Fibonacci6 (co zgodnie zwykładnią historyczną wywodzi się odłacińskiego filius Bonacci – syn Bonacciego, choć niektórzy skłaniają się kutezie, że należy rozumieć to jako de filiis Bonacci – zrodu Bonaccich) – pod tymi mianami zapisał się na kartach historii nauki wielki matematyk. Był synem pochodzącego zPizy Guglielma (Wilhelma) Bonacciego; urodził się około 1175 roku, niedługo po tym jak wjego rodzinnym mieście rozpoczęto budowę słynnej dzwonnicy, zwanej dziś Krzywą Wieżą. To były niespokojne czasy. Krucjaty trwały wnajlepsze, aŚwięte Cesarstwo Rzymskie pozostawało wotwartym konflikcie zwładzą papieską. Piza, Genua, Wenecja iAmalfi – nadmorskie republiki leżące na terytorium dzisiejszych Włoch – choć często wstanie wojny między sobą, utrzymywały ciągły nadzór nad morskimi szlakami handlowymi do krajów basenu Morza Śródziemnego oraz jeszcze dalszych zakątków świata. Piza już wczasach Imperium Rzymskiego miała niebagatelne znaczenie jako port handlowy, ajeszcze wcześniej stanowiła bardzo ważny port pośredni dla greckich kupców. Niemal odpoczątku istnienia dysponowała placówkami handlowymi wewszystkich swoich koloniach iwzdłuż utrzymywanych szlaków handlowych.


      [image: fig1-1.tif]


      Rysunek 1.1. Leonardo zPizy (Fibonacci).


      W1192 Guglielmo Bonacci objął posadę urzędnika wkomorze celnej Republiki Pizy wBugii (później Bougie, adziś Bidżaja wAlgierii), zamorskiej kolonii Pizy – mieście położonym na śródziemnomorskim wybrzeżu Afryki. Wkrótce dołączył do niego syn, Leonardo, który zgodnie zwolą ojca miał uczyć się rachunków irozpocząć karierę kupca. Arytmetyka była niezbędnym narzędziem fachu kupieckiego, ponieważ każda zrepublik operowała własną walutą, kupcy musieli więc przeliczać fundusze, którymi dysponowali, na odpowiednie jednostki. Obliczenia te należało prowadzić codziennie, zgodnie zpodawanym kursem danej waluty. To właśnie wBugii Fibonacci zetknął się po raz pierwszy z„dziewięcioma indyjskimi cyframi”, jak nazywał cyfry arabskie, i„znakiem 0, zwanym przez Arabów zephirum”. Fascynację Leonarda zPizy metodami prowadzenia obliczeń za pomocą tych symboli znamy wyłącznie zjednej relacji – jedynej historii jego życia, jaka zachowała się do naszych czasów – napisanego przez niego wstępu do jego najbardziej znanego dzieła, Liber abaci. Wczasie, który spędził zdala oddomu wPizie, pobierał nauki umuzułmańskiego nauczyciela. Odniego właśnie dowiedział się oistnieniu księgi poświęconej algebrze, Kitāb al-jabr wa’l-muqābala7, napisanej przez perskiego matematyka al-Chwarizmiego (ok. 780–ok. 850). Zgodnie zjego własnymi słowami, lektura ta wywarła na niego ogromny wpływ.


      Fibonacci wiele podróżował – odwiedził Egipt, Syrię, Grecję, trafił na Sycylię ido Prowansji. Wszędzie tam, poza prowadzeniem interesów, spotykał się zmatematykami, by uczyć się odnich nowych metod prowadzenia obliczeń. Sam osobie pisał często „Bigollo”, co można rozumieć dwojako: jako łobuza lub bardziej pozytywnie – podróżnika. Niewykluczone, że wprowadził tę dwuznaczność celowo. Do Pizy wrócił na przełomie wieków, wtedy też zaczął spisywać wszystko, czego dowiedział się na temat prowadzenia obliczeń na cyfrach arabskich. Wten sposób powstała Liber abaci8, księga poświęcona praktycznym zastosowaniom metod rachunkowych. Jej zawartość stanowią przede wszystkim zadania algebraiczne oraz problemy „zżycia wzięte”, których rozwiązanie wymaga przeprowadzenia bardziej abstrakcyjnych obliczeń. Fibonacci pragnął swoim krajanom przekazać wszystko, czego się dowiedział.


      Trzeba pamiętać, że wtamtych czasach wEuropie nie znano druku, awszystkie książki spisywali skrybowie. Wykonanie kopii książki oznaczało oczywiście przepisanie jej odpoczątku do końca ręcznie. Dlatego powinniśmy mówić odużym szczęściu, że kopie Liber abaci zachowały się do naszych czasów. Księga ta została spisana w1202 roku ipoprawiona nieco w12289. Fibonacci jest także autorem Practica geometriae (1220), dzieła poświęconego praktycznym zastosowaniom geometrii. Przygotowana zdbałością dorównującą pracy Euklidesa, zawiera wiadomości zgeometrii itrygonometrii. Zebrane wniej prawa izasady zostały przedstawione wpostaci dowodów zapisanych za pomocą wprowadzonych wewcześniejszym dziele wygodnych symboli. Wtej książce Fibonacci zaprezentował algebraiczne metody rozwiązywania problemów geometrycznych oraz zagadnienia odwrotne – rozwiązywanie problemów algebraicznych sposobami geometrycznymi. W1225 roku powstały Flos (książka poświęcona kwiatom ikwitnieniu) iLiber quadratorum (czyli „Księga kwadratów”) – książka, której zawartość stanowi ostateczny dowód talentów matematycznych Fibonacciego ipozwala nam zaliczyć go do najwybitniejszych teoretyków tej gałęzi wiedzy. Wymienione tytuły nie wyczerpują listy dzieł Fibonacciego; niestety, tylko te zachowały się do naszych czasów. Zinnych źródeł wiemy, że napisał także Di minor guisa, książkę poświęconą arytmetyce whandlu, lecz żaden jej egzemplarz nie przetrwał do dziś. Zniszczeniu uległy także komentarze do X księgi Elementów Euklidesa, zawierające algebraiczny opis liczb niewymiernych10 – zagadnienia przedstawianego przez Euklidesa wyłącznie geometrycznie.


      Związki łączące wtamtych czasach politykę znauką doprowadziły Fibonacciego przed oblicze cesarza Fryderyka II (1194–1250). Miało to miejsce wlatach trzydziestych XIII wieku. Fryderyk II w1198 roku koronowany został na króla Sycylii, w1212 na króla Niemiec, aw1220 został wBazylice św. Piotra wRzymie namaszczony przez papieża na cesarza Świętego Cesarstwa Rzymskiego. Do 1227 roku umacniał swoją władzę weWłoszech. Wczasie wojen, jakie Piza prowadziła na morzu zGenuą ina lądzie zLukką oraz Florencją, wspomógł Pizę posiłkami dziesięciu tysięcy ludzi. Ponadto sprawował mecenat nad wieloma uczonymi iartystami. Właśnie za ich sprawą dzieła Fibonacciego trafiły do rąk cesarza. Przebywający na cesarskim dworze uczeni utrzymywali korespondencję zFibonaccim odkoło 1200 roku, czyli momentu jego powrotu do Pizy. Byli wśród nich Michał Szkot (ok. 1175– ok. 1236), nadworny astrolog, któremu Fibonacci zadedykował Liber abaci, Teodor Fizyk, cesarski filozof, iDominik Hiszpan, za którego radą Fryderyk II spotkał się zFibonaccim, gdy dwór cesarski zawitał do Pizy około roku 1225. Do spotkania doszło wciągu tego samego roku.


      Jan zPalermo, inny zdworzan Fryderyka II, przedstawił cieszącemu się już wtedy sławą wielkiego matematyka Fibonacciemu kilka problemów. Ich rozwiązania trafiły do Flos przesłanej następnie FryderykowiII. Jeden znich pochodził zksięgi poświęconej algebrze, napisanej przez Omara Chajjama (1048–1122). Polegał na podaniu rozwiązania równania x3+2x2+10x = 20. Fibonacci wiedział, że takiego zadania nie da się rozwiązać za pomocą stosowanego wtedy powszechnie rzymskiego systemu zapisu liczb. Sam podał jedynie odpowiedź przybliżoną, gdyż, jak stwierdził, wynik nie był ani liczbą całkowitą, ani ułamkiem, ani pierwiastkiem kwadratowym ułamka. Bez dalszych wyjaśnień Fibonacci podaje przybliżone rozwiązanie zapisane wukładzie sześćdziesiątkowym11: 1.22.7.42.33.4.40, co należy rozumieć jako:


      [image: 0006.eps]


      Dziś, wczasach programów komputerowych podających analityczne rozwiązania układów algebraicznych, potrafimy podać dokładne rozwiązanie (rzeczywiste), którego żadną miarą nie można nazwać trywialnym! Jest nim wartość:


      [image: 0007.eps]


      Wśród przedstawionych Fibonacciemu problemów znalazł się także taki, który możemy tu zaprezentować, gdyż do zrozumienia go wystarczy podstawowa znajomość matematyki. Pamiętaj też, że choć nam przedstawiane tu metody wydają się banalnie proste, wczasach Fibonacciego mało kto onich słyszał, dlatego też rozwiązywanie tego rodzaju problemów stanowiło niemałe wyzwanie. Ten polegał na znalezieniu liczby będącej zupełnym kwadratem12, która zachowa swoje właściwości (pozostanie zupełnym kwadratem), gdy zwiększy się ją lub zmniejszy o5.


      Fibonacci znalazł odpowiedź: liczbę [image: 0008.eps]. Aby sprawdzić, czy nie popełnił błędu, musimy dodać do niej 5isprawdzić, czy wynik nadal będzie zupełnym kwadratem, anastępnie przeprowadzić analogiczne obliczenia dla odejmowania.


      [image: 0009.eps]


      [image: 0010.eps]


      Wykazaliśmy właśnie, że liczba [image: 0011.eps] spełnia warunki postawione wzadaniu. Szczęśliwie Jan zPalermo zażądał odFibonacciego podania wielkości, która pozostałaby zupełnym kwadratem po dodaniu do niej iodjęciu odniej liczby 5. Gdyby matematyk zPizy miał dodać iodjąć odpierwszej wartości 1, 2, 3lub 4zamiast 5, problem nie miałby rozwiązania. Jeśli interesują cię ogólne rozważania na ten temat, zapraszamy do zapoznania się ztreścią dodatku B.


      Trzecie zadanie, również rozwiązane weFlos, zostało sformułowane następująco:


      Trzech ludzi ma udziały wpewnej puli pieniędzy: odpowiednio [image: 0012.eps], [image: 0013.eps] i[image: 0014.eps]. Czerpią ztego źródła tak długo, aż ostatecznie nie pozostaje wnim nic. Wtedy pierwszy znich zwraca [image: 0015.eps] tego, co zabrał, drugi oddaje [image: 0016.eps] pobranej wcześniej kwoty, atrzeci przynosi [image: 0017.eps] wyciągniętych zkasy pieniędzy. Całość zostaje podzielona równo między trzech mężczyzn. Okazuje się wtedy, że każdemu znich przypadła dokładnie taka kwota, jaka mu przysługiwała: [image: 0018.eps], [image: 0019.eps] i[image: 0020.eps] całości. Ile pieniędzy znajdowało się pierwotnie wpuli iile zniej otrzymał każdy zudziałowców.


      Żadnemu zrywalizujących zFibonaccim matematyków nie udało się rozwiązać tych problemów, natomiast Leonardo zPizy wyszedł zpróby obronną ręką – podał nawet odpowiedź na ostatnie pytanie: najmniejszą kwotą spełniającą zadane warunki było 47 monet, przy czym zaznaczył, że tak sformułowane zadanie nie ma jednoznacznego rozwiązania.


      Ostatnią wzmianką na temat Fibonacciego, jaką znajdujemy wźródłach historycznych, jest zapis z1240 roku informujący onagrodzeniu matematyka przez Republikę Pizy dożywotnią pensją za pomoc wsprawach prowadzenia rachunków, świadczoną, często nieodpłatnie, obywatelom miasta.


      LIBER ABACI


      Fibonacci był autorem kilku ksiąg, my jednak skupimy się na zawartości jednej znich: Liber abaci. To obszerne dzieło obfituje winteresujące zadania matematyczne. Zewzględu na zebrane wnim prawa rządzące arytmetyką ialgebrą, które poznał Fibonacci wczasie trwających wiele lat podróży, było ono chętnie kopiowane, czasem wręcz podrabiane, stanowiąc jednocześnie narzędzie propagowania wEuropie cyfr arabskich ipozycyjnego systemu zapisu liczb. Przez kolejne dwa stulecia książka cieszyła się niesłabnącym powodzeniem – awansowała do rangi prawdziwego bestsellera!


      Liber abaci rozpoczyna się następującymi słowy:


      Dziewięć indyjskich cyfr to: 98765432113.


      Za ich pomocą, oraz przy użyciu znaku 0, zwanego przez Arabów zephirum, można zapisać każdą, dowolnie wybraną liczbę, co zostało pokazane poniżej. Liczbę buduje się zmiejsc, adodawanie kolejnych pozwala zwiększać ją krokowo wnieskończoność. Pierwsze miejsce oznacza liczby odjednego do dziesięciu. Na drugim zdziesiątek tworzy się liczby oddziesięciu do stu. Na trzecim zsetek składa się liczby odsetki do tysiąca […] iwten sposób, łącząc wnieskończonej liczbie kroków kolejne znaki, można zapisać dowolną liczbę. Pierwsze miejsce liczby znajduje się zprawej strony. Drugie umieszcza się zlewej strony pierwszego.


      Mimo względnej łatwości operowania na nich, cyfry arabskie nie zdobyły natychmiast uznania kupców, podejrzliwych wobec każdego, kto posługiwał się nowym systemem zapisu. Kupcy bali się paść ofiarą oszustwa. Potrzeba było aż trzystu lat – tyle samo czasu, ile zajęło dokończenie budowy słynnej Krzywej Wieży – żeby cyfry arabskie przyjęły się wEuropie na dobre.


      Co ciekawe, wLiber abaci znalazły się także układy równań liniowych. Wiele zproblemów przedstawionych wdziele Fibonacciego jest zbliżonych do zagadnień prezentowanych wksięgach arabskich; nie ujmuje to jednak niczym wartości książki, ponieważ Liber abaci to przede wszystkim zbiór rozwiązań wspomnianych problemów, ato samo wsobie stanowiło poważny wkład wrozwój matematyki. Prawdę mówiąc, wiele terminów wprowadzonych wLiber abaci przetrwało do dziś wjęzykach bazujących na łacinie. Fibonacci pisał ofactus ex multiplicatione14, co natychmiast przywodzi na myśl angielskie wyrażenia „factor of amultiplication” czy „factor of number”, czyli czynniki liczby. Innym przykładem są słowa numerator idenominator, oznaczające odpowiednio licznik imianownik, które zachowały się wjęzyku angielskim wniezmienionej formie.


      Druga część Liber abaci zawiera bogaty zbiór zadań przeznaczonych dla kupców. Problemy te obracają się wokół zagadnień związanych zcenami towarów, wyznaczaniem kursów walut stosowanych wtamtym okresie wkrajach Morza Śródziemnego, obliczaniem zysku ztransakcji oraz tematów, które prawdopodobnie trafiły do Europy zChin.


      Fibonacci wiedział doskonale, że kupcy potrzebowali narzędzia, które pozwoliłoby ominąć wprowadzony przez Kościół zakaz udzielania pożyczek na procent, dlatego opracował metodę pozwalającą ukryć naliczanie odsetek. Zaproponował wprowadzenie wyższej niż rzeczywista kwoty pożyczki iobliczanie procentów zgodnie zewzorami odsetek składanych.


      Wtrzeciej części znalazły się zadania praktyczne, na przykład:


      Pies poruszający się zewzrastającą arytmetycznie prędkością goni zająca, którego prędkość również zwiększa się arytmetycznie. Jaką odległość pokonają zwierzęta, zanim pies dogoni zająca?


      Pająk wchodzi każdego dnia po ścianie określoną liczbę stóp, anocą zjeżdża okilka stóp wdół. Ile dni zajmie mu wejście pod sufit?


      Oblicz kwoty, jakimi będzie dysponować dwoje ludzi, po przekazaniu sobie części pieniędzy, gdy podano stosunek zysku jednego do straty, jaką poniósł drugi.


      Można wniej znaleźć także omówienie tematu liczb doskonałych15, chińskiego twierdzenia oresztach czy zagadnień związanych zobliczaniem sum szeregów arytmetycznych igeometrycznych. Oliczbach takich jak [image: 0021.eps] pisze Fibonacci wczwartej części książki, gdzie podaje ich wymierne16 przybliżenia oraz geometryczne metody wyznaczania ich wartości.


      Niektóre zklasycznych problemów, dziś uważanych za lekką iprzyjemną matematykę, zostały po raz pierwszy przedstawione światu zachodniemu właśnie na kartach Liber abaci. Należy jednak pamiętać, że przedstawianie zadania ma zawsze służyć zaprezentowaniu odpowiedniej metody rozwiązywania go. Dlatego Liber abaci interesuje nas nie tylko jako pierwsza zachodnioeuropejska księga, wktórej nieporęczny zapis rzymski zastąpiono cyframi arabskimi, nawet nie jako dzieło, wktórym po raz pierwszy pojawiła się kreska ułamkowa, ale zpowodu mimochodem wniej zamieszczonego – wrozdziale 12 – banalnego problemu matematycznego, za sprawą którego Fibonacci słynie wśród potomnych. To problem rozmnażania się populacji królików.


      KWESTIA KRÓLIKÓW


      Na rysunku 1.2przedstawiliśmy sposób, wjaki Fibonacci sformułował zagadnienie rozmnażania się populacji królików (łącznie zpoczynionymi na marginesie uwagami).


      


      
        
          
            	
              Początek 1

            

            	
              Pewien człowiek trzymał wzamkniętym kojcu parę królików. Chcemy wiedzieć, zilu par będzie składać się po roku jego hodowla, jeśli wiemy, że wnaturze tych zwierząt leży wydawanie na świat nowej pary wciągu miesiąca, apara ta stanie się płodna po upływie następnego miesiąca.

            
          


          
            	
              I 2

            

            	
              Ponieważ wspomniana na początku para królików doczekała się potomstwa wpierwszym miesiącu, hodowla podwaja się; po miesiącu właściciel królików będzie mieć ich już dwie pary.

            
          


          
            	
              II 3

            

            	
              Jedna znich, ta pierwsza, wyda wdrugim miesiącu na świat nową parę, zatem wdrugim miesiącu hodowla będzie składać się już ztrzech par.

            
          


          
            	
              III 5

            

            	
              Dwie znich wciągu miesiąca wydadzą na świat młode, więc wtrzecim miesiącu urodzą się dwie pary królików; łącznie wtym miesiącu hodowla będzie liczyć pięć par królików.

            
          


          
            	
              IV 8

            

            	
              Wtrzecim miesiącu wciążę zajdą trzy samice, zatem wczwartym miesiącu będzie już osiem par, zczego pięć urodzi kolejnych pięć.

            
          


          
            	
              V 13

            

            	
              Te pięć należy dodać do ośmiu już żyjących, co da trzynaście par wpiątym miesiącu.

            
          


          
            	
              VI 21

            

            	
              Nowo narodzone pięć par ztego miesiąca nie będzie się mnożyć, za to pozostałych osiem doczeka się potomstwa, co da wszóstym miesiącu dwadzieścia jeden par królików.

            
          


          
            	
              VII 34

            

            	
              Należy dodać je do trzynastu par zsiódmego miesiąca, co da łącznie wtym miesiącu trzydzieści cztery pary.

            
          


          
            	
              VIII 55

            

            	
              Do tej liczby dodaje się dwadzieścia jeden par urodzonych wósmym miesiącu, by uzyskać łączną liczbę pięćdziesięciu pięciu par wósmym miesiącu.

            
          


          
            	
              IX 89

            

            	
              Wdziewiątym miesiącu rodzą się trzydzieści cztery pary, zatem łącznie par jest już osiemdziesiąt dziewięć.

            
          


          
            	
              X 144

            

            	
              Wdziesiątym miesiącu wartość tę powiększa się opięćdziesiąt pięć nowych par, co sprawia, że hodowla liczy już sto czterdzieści cztery pary.

            
          


          
            	
              XI 233

            

            	
              Do nich dodaje się liczbę osiemdziesięciu dziewięciu par urodzonych wjedenastym miesiącu, uzyskując wnim łącznie dwieście trzydzieści trzy pary.

            
          


          
            	
              XII 377

            

            	
              Wartość tę zwiększa się wreszcie osto czterdzieści cztery pary urodzone wostatnim miesiącu. Ostatecznie hodowla będzie liczyć sobie trzysta siedemdziesiąt siedem par, ityle właśnie zwierząt przyjdzie na świat zjednej, wspomnianej na początku pary trzymanej wodosobnionym kojcu.

            
          

        
      


      


      W lewej kolumnie znajdziesz notatki ukazujące, wjaki sposób przeprowadziliśmy te obliczenia: do pierwszej liczby dodaliśmy drugą, czyli do jedynki dwójkę, następnie do drugiej dodaliśmy trzecią, do trzeciej czwartą, ado czwartej piątą itak dalej, aż do osiągnięcia wartości 144 i233, których suma dała ostateczną liczbę króliczych par – 377. Postępując zgodnie ztą zasadą, można obliczyć rozmiar hodowli dla dowolnie wybranej liczby miesięcy.


      Rysunek 1.2


      Jeśli chcesz sprawdzić, jak prezentują się poszczególne etapy rozwiązania tego problemu, spójrz na wykres zamieszczony na rysunku1.3. Jeśli założymy, że para młodych (M) dojrzewa wciągu miesiąca, przekształcając się tym samym wpłodne osobniki dorosłe (D), to schemat rozrodczy populacji królików będzie przedstawiać się następująco:
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      Rysunek 1.3


      Wrozwiązaniu problemu otrzymujemy zatem następujący ciąg liczb:


      1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377,…


      znany dziś jako ciąg Fibonacciego. Na pierwszy rzut oka liczby te wydają się nie mieć innych wyjątkowych właściwości, zwyjątkiem łączącej je zależności, dzięki której ztaką łatwością możemy generować kolejne wyrazy. Każda zliczb (zwyjątkiem dwóch pierwszych) jest sumą dwóch ją poprzedzających. Ciąg Fibonacciego można zapisać wsposób, który sprawi, że jego rekurencyjna definicja stanie jasna – każdy wyraz powstaje przez dodanie do siebie dwóch wcześniejszych.
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      Ciąg Fibonacciego jest jednym znajstarszych znanych nam ciągów rekurencyjnych. Nie wiemy, czy Fibonacci zdawał sobie sprawę zwystępowania tej zależności, ale wydaje się, że ktoś tak uzdolniony iobdarzony tak wybitnym intelektem powinien znać koncepcję zależności rekurencyjnej17. Jednak trzeba było kolejnych czterystu lat, by została ona ogłoszona drukiem.


      


      C.d. w pełnej wersji


      
        
          6Nie wiadomo, kto użył tego przydomku po raz pierwszy. Wydaje się, że albo Giovanni Gabriello Grimaldi (1757–1837) ok. 1790 roku, albo Pietro Cossali (1748–1815).

        


        
          7Odtytułu tej książki wywodzi się słowo „algebra”.

        


        
          8Tytuł ten tłumaczy się jako „księga obliczeń”; nie jest on związany ztak zwanym abakusem, czyli liczydłem.

        


        
          9Niedawno ukazało się angielskie tłumaczenie wersji Liber abaci z1228 roku, opracowane na podstawie łacińskiego tekstu z1857 przygotowanego przez Baldassarre Boncompagni. Autorem pierwszego przekładu na język nowożytny jest Laurence E. Sigler. Książka ukazała się nakładem Springer-Verlag w2002 roku.

        


        
          10Liczbą niewymierną nazywamy liczbę, której nie da się wyrazić jako stosunku dwóch liczb całkowitych.

        


        
          11Układ liczbowy, wktórym podstawą jest liczba 60.

        


        
          12Kwadrat zupełny to kwadrat liczby wymiernej.

        


        
          13Fibonacci zapisywał cyfry odstrony prawej do lewej, ponieważ metodę tę przejął odArabów, którzy właśnie tak piszą.

        


        
          14David Eugene Smith, History of Mathematics,t. 2, New York: Dover 1958, s.105.

        


        
          15Liczba doskonała to taka, która jest równa sumie swoich dzielników właściwych (tzn. mniejszych odniej). Przykładowo dzielnikami właściwymi liczby 6 są 1, 2i3. Ich suma: 1+2+3= 6, zatem 6jest liczbą doskonałą. Następną liczbą doskonałą jest 28.

        


        
          16Liczby wymierne to te, które można wyrazić za pomocą ułamków liczb całkowitych.

        


        
          17Wzależność rekurencyjnej wartość nowego wyrazu ciągu wyznaczana jest na podstawie wartości wyrazów poprzednich. Więcej na ten temat powiemy wdalszej części książki, wrozdziale 9.
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