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Przedmowa

Niniejszy podrecznik powstat na podstawie wyktadow i ¢wiczen z analizy
matematycznej i matematyki prowadzonych przez autorki na Wydziale Ekono-
miczno-Socjologicznym Uniwersytetu Lodzkiego.

Elementy analizy matematycznej wystgpuja w programach studidéw wszyst-
kich kierunkéw ekonomicznych, ale w ré6znym zakresie i na ogét w ramach
przedmiotu matematyka. Na niektorych kierunkach prowadzony jest przedmiot
0 nazwie analiza matematyczna.

W podreczniku tym podjeto probe opracowania takiego zakresu analizy ma-
tematycznej, aby mogli z niego korzysta¢ studenci z r6znych kierunkéw ekono-
micznych 1 o réznym stopniu zaawansowania wymagan matematycznych. Czy-
telnik sam powinien dokona¢ wyboru odpowiednich fragmentow tekstu zgodnie
ze swoimi oczekiwaniami.

Zagadnienia wstegpne zawieraja elementy logiki, teorii mnogosci i topologii.
Przedstawione sa tu takze zbiory liczb rzeczywistych i zespolonych oraz relacje.

W kolejnych rozdziatach zaprezentowane sa ciagi liczb rzeczywistych
i punktow z wielowymiarowych przestrzeni rzeczywistych, rzeczywiste funkcje
jednej i wielu zmiennych oraz rachunek rézniczkowy w tym zakresie, ciagi
funkcji rzeczywistych, szeregi liczb rzeczywistych 1 funkcji rzeczywistych oraz
rachunek catkowy rzeczywistych funkcji jednej i wielu zmiennych. W podrecz-
niku zaprezentowane sg rowniez rOwnania rozniczkowe zwyczajne i metody ich
rozwiazywania oraz elementy rownan réoznicowych.

Ksiazka zawiera rozwazania teoretyczne, przyktady o charakterze matema-
tycznym i ekonomicznym oraz zadania do samodzielnego rozwiazania przez
Czytelnika, do ktorych podane sa odpowiedzi.

Mamy nadzieje, ze podrgcznik ten spotka si¢ z zainteresowaniem $rodowisk
akademickich.

Autorki






1. Zagadnienia wstepne

1.1. Elementy logiki

Logika matematyczna jest dzialem matematyki, ktorego przedmiotem jest
analiza zasad rozumowania oraz poje¢ z nim zwigzanych z wykorzystaniem
metod 1 narzedzi matematycznych. Podstawowymi pojeciami sa: zdanie, forma
zdaniowa, funkcja zdaniowa i kwantyfikatory.

Definicja 1.1.1. Zdaniem nazywamy kazde wyrazenie, ktéremu mozna
przypisa¢ jedna z ocen: prawde lub falsz. Prawda i falsz to wartosci logiczne
zdania.

Zdania oznaczamy zwykle matymi literami, np. p, ¢, za§ warto$¢ logiczna
zdania — symbolem ,,1”, gdy jest ono prawdziwe oraz symbolem ,,0”, gdy jest
falszywe.

Wsrod zdan wyrézniamy zdania proste i ztozone. Zdania ztozone sktadaja sig ze
zdan prostych potaczonych funktorami zdaniotwdrczymi (spdjnikami zdaniowymi).
Do najczgsciej stosowanych funktorow zdaniotwoérczych naleza: negacja (~), alter-
natywa (Vv), koniunkcja (A), implikacja (=) i rtownowaznos$¢ (<).

Przyklady 1.1.1. Przyktadami zdan sa nastepujace wyrazenia:

e Liczba \/5 jest niewymierna.

e Romb jest kwadratem.

e Liczba 126 jest podzielna przez szes¢ i liczba 360 jest podzielna przez
szes$¢.

Pierwsze i drugie wyrazenie to zdania proste, przy czym pierwsze jest
prawdziwe, a drugie — falszywe. Trzecie wyrazenie jest przykladem zdania
ztozonego, prawdziwego.

Definicja 1.1.2. Zdanie zawsze prawdziwe nazywamy tautologia.
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Przyktadami tautologii sa zdania:

) peo~(~p) (prawo podwdjnego przeczenia),
2 ~prg)=(~pVv~q) (prawo de Morgana),

3 ~pvg)e(~par~q) (prawo de Morgana),

4) p=>9)<=(~q=> ~p) (prawo transpozycji),

5 p=>q9) = (~pvyg) (prawo implikacji),

6) [~p=9lepAr(~9)
) pegpelp=q9)r@=p)l

Istotnym zagadnieniem rachunku zdan jest sprawdzanie, czy dane zdanie
jest tautologia. W tym celu rozwaza sig rozne ukltady warto$ci logicznych zdan
prostych, wchodzacych w sktad rozpatrywanego zdania i wyznacza sig¢ warto$¢
logiczna tego zdania.

Podstawowe zasady okre§lania wartosci logicznej zdan ztozonych sa przed-
stawione w tabl. 1.1.1.

Tablica 1.1.1. Wartosci logiczne negacji, alternatywy, koniunkcji,

implikacji i rownowaznos$ci zdan p 1 ¢

p q ~p pvyq PAq P=9q Peq
1 1 0 1 1 1 1
1 0 0 1 0 0 0
0 1 1 1 0 1 0
0 0 1 0 0 1 1

Zrédto: opracowanie wlasne.

Przyklady 1.1.2.
e Zdanie p v ~ p jest tautologia. Sprawdzenie wartosci logicznej tego

zdania zwiazane jest z rozwazeniem mozliwych wariantoéw warto$ci logicznej
zdania p, co przedstawione jest w tabl. 1.1.2.

Tablica 1.1.2. Warto$ci logiczne zdania p v ~ p

p ~p pv~p
0 1 1
0 1

Zrodto: opracowanie wlasne.
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Zdanie p v ~ p jest prawdziwe bez wzgledu na warto$¢ logicznag zdania
p, czyli jest tautologia.

e Prawdziwos$¢ zdania [~ (p = q)]< [p A (~ ¢q)] sprawdzamy analogicz-
nie. Wyniki zaprezentowane sa w tabl. 1.1.3.

Tablica 1.1.3. Wartosci logiczne zdania [~ (p = ¢ )] < [p A~q)]

P q r=q | ~P=q) ~q P A~q [~p=9)le
[p A (~9)]

1 1 1 0 0 0 1

1 0 0 1 1 1 1

0 1 1 0 0 0 1

0 0 1 0 1 0 1

Zrodlo: opracowanie wilasne.

Ostatnia kolumna tabl. 1.1.3. §wiadczy o prawdziwosci rozwazanego zda-
nia bez wzgledu na wartosci logiczne zdan p i g, zatem jest ono tautologia.

Definicja 1.1.3. Wyrazenie, ktéremu nie mozna przypisa¢ wartosci logicz-
nej, nazywamy forma zdaniowa.

Definicja 1.1.4. Funkcja zdaniowa okreslona na zbiorze X nazywamy wyra-
Zenie zawierajace zmienne, ktore staje si¢ zdaniem, jesli za zmienne podstawimy
konkretne wielkosci. Zbior X nazywamy dziedzina funkcji zdaniowe;.

Funkcja zdaniowa jest forma zdaniowa.

Przyklady 1.1.3.

e Wyrazenie x* —1=3, gdzie xe R, jest funkcja zdaniowa, ktorej dzie-
dzina jest zbior liczb rzeczywistych R. Dla x e {— 2, 2} ma ono warto$¢ lo-
giczna 1,adla x ¢ {— 2,2 } — wartos$¢ logiczna 0.

e Wyrazenie x”—1=3, gdziexe N, jest funkcja zdaniowa, ktorej dzie-
dzing jest zbior liczb naturalnych N. Dla x =2 ma ono warto$¢ logiczna 1,
adla x e N\{2} — wartos¢ logiczna 0.
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e Wyrazenie x*+y? =0, gdzie x,yeR to funkcja zdaniowa okreslona
na zbiorze R. Dla (x,y)=(0,0) ma ono warto$¢ logiczna 1, natomiast dla
(x, y);é (0, 0) — warto$¢ logiczna 0.

W zapisie funkcji zdaniowych wykorzystuje si¢ symbole zwane kwantyfika-
torami.

Wyrézniamy:
e kwantyfikator ogdlny (duzy): V - ,, dla kazdego...”,
o kwantyfikator szczegoélowy (maly): 3 — ,istnieje...”.

Kwantyfikatory umozliwiaja skrocenie zapisu funkcji zdaniowych.

Przyklady 1.1.4.
e Funkcje zdaniowa ,,liczba naturalna x jest liczba parzysta” mozna zapisac
W postaci: EIN (x=2y).
ye

e Funkcj¢ zdaniowa ,liczba rzeczywista x jest liczba pierwsza” mozna za-
pisa¢ w postaci: VR (x#y-2).
y,zZ€

V#EX, Z#EX

Rachunek kwantyfikatoréw charakteryzuje si¢ nastgpujacymi wlasnosciami:

1) ~( 3 p(x)) 2N XEVX(~ p(x)) (prawo de Morgana),
2) ~ (XEVX p(x)) = XEEIX(~ p(x)) (prawo de Morgana),
3 3(px)velx))e 3 plx)vIgl),

4 3 (p)rglx)= 3 plx)a 3 glx),

7 (p)rgl)e ¥ p) A 7 glx),

6 (v rl0) v[v 4] = v (ple)val).

DY ()= gl)={ v pl) = ¥ g(v).

8) 3V ulx, v 3 ulx,y),

)= y
9) V YV ulxy)e VOV oulxy),

10
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10) 3 4 u(x,y)@ EIY EIXM(X,)/),

xeX ye¥
gdzie p i g sa funkcjami zdaniowymi zmiennej x o zakresie zmiennosci X # &
oraz u jest funkcja zdaniowa zmiennych x i y o wartosciach ze zbioru odpowied-
nio X #J 1Y #J.

Kwantyfikatory znajduja zastosowanie w wielu zapisach matematycznych.
Korzysta si¢ z nich przy formutowaniu definicji i twierdzen.

1.2. Elementy teorii mnogosci

Teoria mnogosci jest dzialem matematyki zajmujacym si¢ badaniem ogoél-
nych wlasnosci zbioréw, niezaleznie od elementow, z ktorych zbiory te sa utwo-
rzone.

Zbior jest pojeciem pierwotnym, niedefiniowanym. Zbiory oznaczamy du-
zymi literami (np. 4,B,C,...) lub przedstawiamy, wypisujac ich elementy
(np. {2, 4,6, 8}) albo podajac funkcj¢ zdaniowa, ktéra musza spetniaé ich ele-
menty np.({xeR: x?=1<0 }) Elementy nalezace do zbiorow zwykle ozna-
czamy matymi literami: a, b, ...

Na zbiorach mozna wykonywaé rdézne operacje matematyczne. Ponizej
przedstawione sg podstawowe definicje z nimi zwiazane, przy czym zaktadamy,
ze wszystkie rozpatrywane zbiory sa podzbiorami pewnego ustalonego zbioru
zwanego przestrzenia i oznaczonego symbolem X.

Definicja 1.2.1. Mowimy, ze zbidr A zawiera si¢ w zbiorze B, co zapisuje-
my A c B, jesli dla kazdego elementu x zachodzi warunek: x€ 4 = x € B.

Znak ,,C” nazywamy znakiem inkluzji (zawierania).

Definicja 1.2.2. Dopelnieniem zbioru 4 w przestrzeni X nazywamy zbior
A'={xeX:xed

Definicja 1.2.3. Suma zbiorbw A 1 B nazywamy zbiér postaci
AUB= {x eX:xedv xe B}, tzn. zbidr elementow nalezacych przynajmniej

do jednego ze zbiorow A4 i B.

11
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Definicja 1.2.4. Illoczynem (mnogos$ciowym) zbioréw A i B nazywamy
zbior postaci ANB={xe X:xe A A xe B}, tzn. zbior elementéw, ktore nale-

73 zarowno do zbioru 4, jak i do zbioru B.

Definicja 1.2.5. Roznica zbiorow 4 1 B nazywamy zbidr postaci
A\B={xe X:xe AAxgB}, tzn. zbiér elementéw nalezacych do zbioru 4

i nienalezacych do zbioru B.
Rozniceg zbiordow A4 1 B mozemy zapisywac rowniez jako 4 — B.

Definicja 1.2.6. Réznica symetryczna zbiorow 4 1 B nazywamy zbidr
postaci A+B=(A\B)U(B\ A4).

Przyklady 1.2.1.

e Niech dane beda zbiory 4=1{1,2,3,4,5,6,7,8} i B={2,4,6,10}. Wow-
czas ANB={2,4,6}, AUB={1,2,3,4,5,6,7,8,10}, 4\B={1,3,5,7,8},
B\A={10}, A+ B={1,3,5,7,8,10}.

e Niech beda dane zbiory 4={xe R: 2x-1<3} i B:{xeR: x’ —9>0},
czyli A={xeR: x<2}, B={xeR:x<-3vx>3}. Wowczas mamy
A'={xeR: x>2}, B'={xeR: -3<x<3}, AUB=R\{xeR:2<x<3},
AmBz{xeR: x<—3}, A+B={xeR: -3<x<2 vx>3}, (poniewaz
A\Bz{xeR: —3Sx£2} oraz B\Az{xeR: x>3}).

Niech 4, B, C, D beda zbiorami zawartymi w tej samej przestrzeni X .
Dziatania na zbiorach charakteryzuja si¢ nastgpujacymi whasnos$ciami:

1) AcAuB, BCc AUB,

2) AUB=BUA,

3) (AuB)uC=4u(BUC(C),

4) AnBc A, AnBcB,

5) ANnB=BnNA,

6) (ANB)NC=A4ANn(BN (),

7) An(BuC)=(ANnB)u(4nC),
8) AUuBNC)=(AuB)N(4AU(),
9) A\Bc A,

12
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10) (AcB)A(CcD)=(A\D)c(B\(O),
11) (AU B)'=ANB'

prawa de Morgana.
12) (AN B)'=AUB'

Definicja 1.2.7. Suma uogoélniong zbioréw 4,, teT, gdzie T jest pewna

rodzing (zbiorem) indeksow, nazywamy zbior postaci U 4, = {x: 1 xe4, }
teT tel

Definicja 1.2.8. Iloczynem uogdlnionym zbioréw 4,, teT, gdzie T jest
pewna rodzing  (zbiorem) indeksow, nazywamy  zbidr  postaci
ﬂAtz{x: 4 xeA,}.

teT

teT

Symbolem R bedziemy oznaczaé zbior liczb rzeczywistych, a symbolem
N — zbiér liczb naturalnych.

Przyklady 1.2.2.
e Niech An:{xeR: Lstl} dla neN, czyli
n+1 n
1
Alz{xeR: —Sxﬁl},
2
A, =<xeR: lﬁxﬁl ,
3 2
A, =1x€R lﬁxﬁl ,
4 3

Suma uogoélniong zbiorow  A4,, gdzie neN, jest zbior

U 4, ={xeR:0<x<1}, zas iloczynem uogélnionym jest zbior N 4, =@.
teN teN

e Niech Atz{xeR:

4, = {1},

A_1=A1={xeR:

SxSt2+1} dla e R tzn.
" +1
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Suma uogdlniona zbioréw 4,, gdzie ¢ € R, jest zbior U 4, = {x e R: x>0},
teR

za$ iloczynem uog6lnionym jest zbior N 4, = {1}.
teR

Poza iloczynem mnogos$ciowym zbiorow okreslony jest iloczyn (produkt)
kartezjanski zbiorow.

Definicja 1.2.9. Iloczynem kartezjanskim niepustych zbioréw A4 i B nazy-

wamy zbior postaci Ax B={(x,y): x€ A A yeB}.

Iloczyn kartezjanski nie jest dzialaniem przemiennym, tzn. Ax B # Bx A,
gdy A+ B.

Przyklady 1.2.3.
e Niech 4={1, 2, 3} i B={-1,1}. Tloczyny kartezjanskie Ax Bi Bx A sa

postaci:
AxB={(,-1),(1,1),2, =1 (2.1). 3,-1). 3. 1)}
BxA={(-1,1)(-1,2).(-1,3), (1,1). (1. 2). (1.3)}.
Interpretacja geometryczna tych zbioréw przedstawiona jest na rys. 1.2.1.
11.2.2.
Rysunek 1.2.1. Interpretacja geometryczna zbioru { 1, 2,3 }x {-1,1}

A
}.'
2 5
1 ) . .
-1 0 1 2 3 X
A1 [ ] ®

Zrédto: opracowanie wlasne.
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1. Zagadnienia wstgpne

Rysunek 1.2.2. Interpretacja geometryczna zbioru {—1, 1} X {1, 2, 3}

A
J!
. 3 .
. 21 .
. 1 .
2 -1 0 1 2 x
-1

Zrddto: opracowanie wlasne.

e Niech A={xeR: 1<x<4}i B={yeR:3<y<5}. lloczyny karte-
zjanskie Ax B 1 B x A maja postaci:

AxB={(x,y)eRxR: 1<x<4A3Zy<5},

BxA={(x,y)eRxR:3<x<5A1<y<4}.

Interpretacje geometryczne zbiorow Ax B i Bx A przedstawione sa od-

powiednio na rys. 1.2.3 oraz 1.2.4.

Rysunek 1.2.3. Interpretacja geometryczna zbioru
{xeR: 1<x<4}x{yeR: 3<y<5}

A
¥

Zrodto: opracowanie wlasne.
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Rysunek 1.2.4. Interpretacja geometryczna zbioru
{xeR: 3<x<5}x{yeR: 1<y<4}

A
Y

5

\

-1 0 1 2 3 4 5 «x

=1 1

Zrodto: opracowanie wlasne.

1.3. Relacje

Podzbioér A ustalonej przestrzeni X mozna utozsamia¢ z wilasnoscia, ktora
posiada kazdy element tego podzbioru i ktorej nie posiada zaden element prze-
strzeni X nienalezacy do zbioru 4. Wowczas zamiast pisaé xe€ A4, gdzie

Ac X, piszemy A(x) i méwimy, ze ,,x ma wlasno$¢ 4”.

Na przyktad, jesli X jest zbiorem liczb catkowitych, a symbol 4 oznacza
zbior liczb podzielnych przez pigé, to zamiast ,,x € A” mozemy powiedzie¢
,»X jest liczba podzielna przez pigé”.

Wiasnos¢, jaka posiada kazdy element wyroznionego zbioru, identyfikujemy
z tym zbiorem.

Definicja 1.3.1. Relacjami jednocztonowymi (jednoargumentowymi) w prze-
strzeni X nazywamy podzbiory tej przestrzeni.

16



1. Zagadnienia wstepne

Definicja 1.3.2. Relacjami dwucztonowymi (dwuargumentowymi) w ilo-
czynie kartezjanskim X xY, gdzie X1 Y sa pewnymi przestrzeniami, nazywamy

podzbiory tego iloczynu kartezjanskiego.

Niech p bedzie relacja dwucztonowa w iloczynie kartezjanskim X x Y. Jezeli
(x,y)e p, to zapisujemy to w postaci xpy 1 odczytujemy jako ,x jest
w relacji p z y”.

Definicja 1.3.3. Par¢ (x, y), gdzie xe 4, ye B, nazywamy parg uporzad-

kowana, jesli istotna jest kolejnos¢ jej elementow. Pierwszy element (x) nazy-
wamy poprzednikiem, a drugi element (y) nazywamy nast¢pnikiem.

Definicja 1.3.4. Zbior poprzednikéw par uporzadkowanych (x, y) naleza-
cych do relacji p nazywamy dziedzing tej relacji.

Definicja ta oznacza, ze dziedzina relacji p jest zbidr takich elementow
x zbioru X, dla ktérych istnieje y €Y taki, ze xpy.

Definicja 1.3.5. Przeciwdziedzing relacji p c X xY nazywamy zbiér na-
stgpnikow par uporzadkowanych nalezacych do p.

Oznacza to, ze element y € ¥ nalezy do przeciwdziedziny relacji pc X xY
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje x € X takie, ze xpy.

Przyklady 1.3.1.
e Relacja dwucztonowa w iloczynie kartezjanskim NxN jest zbior

p={(x,y)eN>< N: y=x3}, tzn. punkt x € N jest w relacji p z punktem x°.
e Relacja dwuczlonowa w iloczynie kartezjanskim R X (R+ ) { 0}),

gdzie R to zbior liczb rzeczywistych dodatnich, jest zbidr
p= {(x,y) eRxR*U{0}: y =x4}.

Uogolnienie pojecia relacji dwucztonowej prowadzi do definicji relacji wie-
locztonowej (wieloargumentowej).
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Definicja 1.3.6. Relacjami k-cztonowymi w iloczynie kartezjanskim
X, x..xX,, gdzie X,,...,X, sa dowolnymi niepustymi zbiorami, nazywamy
podzbiory tego iloczynu kartezjanskiego.

Definicja 1.3.7. Relacjami k-cztonowymi w X (k € N), gdzie X jest dowol-
nym niepustym zbiorem, nazywamy podzbiory iloczynu kartezjanskiego
X, x.xX,, gdzie X, =..= X, =X.

W przypadku relacji k-cztonowych w iloczynie kartezjanskim X, x..x X,

wprowadza si¢ pojecie i-tej dziedziny.

Definicja 1.3.8. Niech pc X, x...xX,. Zbior tych x, € X;, dla ktorych
istnieja x,€X;, gdzie j=i, i,j=1,..,k, takie ze (x,,...,x,)€ p, nazywamy

i-ta dziedzing relacji p.

Relacje mogg charakteryzowac si¢ réznymi wlasnosciami. Przedstawione sa
one w literaturze przedmiotu (np. Kasprowicz A., Romanski J. (1984)).

1.4. Liczby rzeczywiste

Wraz z rozwojem matematyki nastgpowato rozszerzenie pojecia liczby. Po-
czatkowo wykorzystywano liczby naturalne, czyli liczby postaci: 1, 2, 3, ...
Potem wprowadzone zostaly liczby wymierne, a nastgpnie niewymierne i zero
oraz liczby ujemne. Kolejne rozszerzenie stanowity liczby zespolone.

Liczby wymierne to ilorazy liczb catkowitych, przy czym dzielnik nie moze
by¢ zerem.

Definicja 1.4.1. Liczby wymierne to liczby majace rozwinigcie w utamek
dziesigtny skonczony lub nieskonczony okresowy, a liczby niewymierne

— w ulamek dziesi¢tny nieskonczony nieokresowy.

Definicja 1.4.2. Liczba rzeczywista to liczba wymierna albo liczba niewy-
mierna.
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1. Zagadnienia wstepne

Zbior liczb rzeczywistych (R), jest suma mnogosciowa zbioru liczb wymier-
nych (W) i zbioru liczb niewymiernych (NW).

W zbiorze liczb rzeczywistych R okreSlone sa dwa dzialania: dodawanie
(x+y dla x, ye R) oraz mnozenie (x-y lub xy dlax, y e R), ktore posiadaja

nastgpujace wlasnosci:

1) . ‘vaR X+y=y+x (przemiennos$¢ dodawania),
2) ;YER Xy =yx (przemienno$¢ mnozenia),
3) ;:y’VZ’ER (x+y)+z=x+(y+2) (tacznos$¢ dodawania),

4) . yVZER (xy)z = x(yz) (taczno$¢ mnozenia),

5) V x(y+z)=xy+xz (rozdzielno§¢ mnozenia wzgledem dodawania),
x,y,Z€R

6) istnieje modut (element neutralny) dodawania i jest nim liczba 0, czyli
3 V x+0=x,

0eR xeR
7) istnieje modul mnozenia (inny niz modut dodawania) i jest nim liczba 1,
czyli 3 V x-1=x,

leR xeR
8) dla kazdych dwoch elementow x,y € R istnieje element z e R, zwany

ichroznica y—x taki,ze y=x+z,czyli V 3 y=x+z,
x,yeR zeR

9) dla kazdych dwoch elementdw x,y e R, gdzie x =0, istnieje element
weR, zwany ich ilorazem y:x taki, ze y=x-w, czyli
vV 3 y=x-w,

x,yeR weR
x#0

10) dowolne dwa rozne elementy x,y € R znajduja si¢ w relacji mniejszo-

$ci,tzn. x<y albo y<ux,

11) jezeli zbior liczb rzeczywistych R podzielimy na dwa podzbiory 4 i B
tak, ze kazda liczba rzeczywista nalezy do jednego z tych podzbiorow
oraz kazda liczba nalezaca do zbioru 4 jest mniejsza od kazdej liczby
nalezacej do zbioru B, to wowczas albo w zbiorze A znajduje si¢ liczba
najwigksza, albo w zbiorze B znajduje si¢ liczba najmniejsza (aksjomat
ciagtosci Dedekinda).

W przypadku dodawania i mnozenia liczb rzeczywistych mozna stosowaé
symbole uogdlnionej sumy i iloczynu. Sa one zdefiniowane nastepujaco:
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n
Ya,=a,+a,+...+a,,
k=1

n
e =a1a,...q,,
k=1

gdzie a,, a,,...,a,€R.

Z whasno$ci dodawania i mnozenia liczb rzeczywistych wynika, ze dla

a,, ay,...,d,, a,c€ R oraz myne Ni1l<m<n zachodzi:

n’

m—1 n
ap = a+ D,
k=1 k=m

M=

=~
1l

1

=

a=na,
k=1
n n
ca, = cZak,
k=1 k=1
n
c=c",

>~

S

U n
. .h
ca,=c"||a,.
=1 k=1

>~

Definicje sumy i iloczynu uogdlnionego mozemy stosowaé na przyktad

do zapisow: 14+2+...+n=3k, 2-4-6-...-Cn)=][@0)=2"][*.
k=1 k=1

k=1
Kazdej liczbie rzeczywistej odpowiada wielkos¢ zwana modutem tej liczby.

Definicja 1.4.3. Niech a € R. Modut liczby a okreslony jest wzorem:

||_ a, gdy a>0,
“4= —a, gdy a<0.

Twierdzenie 1.4.1. Modut liczby rzeczywistej posiada nastgpujace wiasnosci:
D fa]=|-a

2) —|a| <a< |a|,

b

3) |a+b|£|a|+b

B
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1. Zagadnienia wstepne

4) |a|~|p|<|a|-|p] < |a - b] <|a| + |5}
5) |d|<b<-b<a<b,
6) |a|>b<:>(a>b v a<-b),
7) |ab| =|a||p
gdzie a,b e R.

b

W odniesieniu do interpretacji geometrycznej liczby rzeczywistej mozna
wykazac, ze kazdej liczbie rzeczywistej odpowiada doktadnie jeden punkt na osi
liczbowej, czyli na prostej, na ktorej obrano dwa punkty: punkt zerowy O
i punkt jednostkowy J. Odlegtos¢ punktu odpowiadajacego liczbie rzeczywistej
a od punktu O na osi jest rowna |a|, przy czym jednostka odleglosci jest dtugos¢

odcinka OJ.

W zbiorze liczb rzeczywistych wyrdznia si¢ rdzne podzbiory. Sa to wspo-
mniane juz zbiory: liczb naturalnych (N), wymiernych (#) i niewymiernych
(NW). Ponadto, wystepuje zbior liczb catkowitych (C) oraz zbidr liczb rzeczywi-

a

stych dodatnich (R+) 1 zbior liczb rzeczywistych ujemnych (Ri ) Rozpatrywane
sa takze przedziaty liczbowe.

Definicja 1.4.4. Niech a i b bgda dowolnymi liczbami rzeczywistymi taki-
mi, ze a<b.

a) Przedziatem otwartym (obustronnie) w zbiorze R nazywamy zbidr posta-
ci (a,b)={xeR: a<x<b} lub (~w,0)={xeR: —c0<x <o}

b) Przedziatem domknigtym (obustronnie) w zbiorze R nazywamy zbior
postaci <a,b> ={xeR: a<x<bh}

c) Przedziatem otwartym lewostronnie (domknigtym prawostronnie)
w zbiorze R nazywamy zbidr postaci (a,b> = {x eER:a<x< b} lub
(—oo,b>={xeR: —oo<x£b}.

d) Przedzialem otwartym prawostronnie (domknigtym lewostronnie)
w zbiorze R nazywamy zbidr postaci (a,b)z {x eR:a<sx< b} lub

(a,oo)z{xeR: an<oo}.

Podzbiory liczb rzeczywistych moga charakteryzowac si¢ réznymi wiasno-
Sciami.
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Definicja 1.4.5. Zbiér A — R jest

a) ograniczony z gory, jezeli YasiM,

3
MeR acA
b) ograniczony z dotu, jezeli 3 V a=>m,

meR acA

¢) ograniczony (z dotu i z gory), jezeli A;I[ . VA m<as<M.

Definicja 1.4.6. Kresem gérnym zbioru ograniczonego A4 < R nazywamy
najmniejsza z liczb ograniczajacych ten zbior z gory i stosujemy oznaczenie
sup(4), tzn. supremum (4).

Definicja 1.4.7. Kresem dolnym zbioru ograniczonego A — R nazywamy
najwigksza z liczb ograniczajacych ten zbidr z dotu i stosujemy oznaczenie
inf(4), tzn. infimum (A4).

Przyklady 1.4.1.
e 7Zbiodr liczb naturalnych N jest zbiorem ograniczonym z dotu. Kresem dol-
nym jest liczba 1.

e Przedziat 4= (O, 5> jest zbiorem ograniczonym, zatem posiada kresy dol-

ny i goérny: inf(4) = 0, sup(4) = 5.

1.5. Liczby zespolone

W zbiorze liczb rzeczywistych R réwnanie postaci x> =—1 nie posiada roz-
wigzania. Zdefiniowanie zbioru, w ktorym réwnanie to miatoby rozwiazanie,
prowadzi do okreslenia zbioru liczb zespolonych.

Definicja 1.5.1. Niech Z bedzie zbiorem postaci Z ={(a,b): a€R,be R}
i niech (a,, b,)=(a,, b,) < a, =a, Ab =b,, gdzie (a,,b,),(a,,b,)e Z. Zbior Z
z okreslonymi nastgpujaco dziataniami:

(ar, by)+(ay, b,)=(a, +ay, by +b,),

(@, by)-(ay, by)=(a,a, = bib,, a\b, +ash; ),
gdzie (al ,b, ), (a2 , b, )e Z, nazywamy zbiorem liczb zespolonych.
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1. Zagadnienia wstepne

Zbior Z i okreslone w nim dziatania posiadaja nastepujace wiasnosci dla
dowolnych z,,z,,z, € Z, gdzie z, = (al , b, ), zZ, = (az, b, ), Zy = (a3, b, ):

1) V  z4+z,=z,+z (przemiennos$¢ dodawania),
z),2,€Z

2) YV oziz,=2z,z (przemienno$¢ mnozenia),
21,20€Z

3) VYV (z,+z,)+2zy=2z+(2, +z;) (laczno$¢ dodawania),

21,25,23€Z

4) YV (z12))z3 =2/(2,25) (taczno$¢ mnozenia),

2),25,23€Z

5) V' zi(zy+z3) =2z, + 2124 (rozdzielno§¢ mnozenia wzglgdem

21,2y,23€Z
dodawania),
6) istnieje element neutralny dodawania i jest nim liczba 8= (0, 0), czyli

3 V z+60=z,

OcZ zeZ
7) istnieje element neutralny mnozenia i jest nim liczba v =(1,0), czyli

i V z.v=z,
veZ zeZ

8) dla kazdych dwoch elementoéw z, z, € Z istnieje element z € Z, zwany
ich roznica z, —z, taki, ze z, =z, + z,
9) dla kazdych dwoch elementéw z, z, € Z, gdzie z, #(0,0), istnieje ele-

ment z € Z, zwany ich ilorazem z, : z, taki, ze z,z =z,.

W zbiorze liczb zespolonych definiuje si¢ pojgcie liczby przeciwnej i od-
wrotne;j.

Definicja 1.5.2. Liczba przeciwna do liczby zespolonej z = (a, b) nazywa-
my liczbg (~a, —b).

Definicja 1.5.3. Liczba odwrotna do liczby zespolonej z = (a, b) # (0, 0) na-
zywamy liczbg z, taka, ze zz, = (1, 0).

Liczbg odwrotna do liczby zespolonej z # (0,0) wyznacza si¢, korzystajac
z powyzszej definicji lub nastgpujacego twierdzenia.
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Twierdzenie 1.5.1. Liczba odwrotna do liczby zespolonej z=(a, b)

a -b
1 z#(0,0) jest liczba , .
( )J (az+b2 a2+b2j

a -b a’+b> —ab+ab
Dowdd: (a, b)- , = , =(1,0). m
( )(a2+b2 a2+b2J (az+b2 a’ +b? j ( )

W zbiorze liczb zespolonych dziatanie odejmowania i dzielenia wykonuje-
my jako, odpowiednio, dodawanie liczby przeciwnej i mnozenie przez liczbg
odwrotna:

(‘119 bl)_(a29 b2):(a1’ bl)+(_a29 _bz)»

(al,bl):(az,bz):(al,bl)-( o b j

2,72° 2. 42
ay, +by a; +b;

Analogicznie jak w zbiorze liczb rzeczywistych przyjmujemy, ze

zZl=z.z-... 2z
Przyklady 1.5.1.
o (I,-2)(-1,2)+B, =5 =(-1+4, 2+2)+(3, -5 =3, 4 +(3, -5 =
=(6, —1).
-1 -2 1 4 2 2
. (1’_2)‘(_1’2)‘(1’_2)'(?’TJ‘(_§_§’_§+§J‘(_1’ 0).

Oznaczmy liczbe (0, 1) symbolem i. Liczba ta posiada wlasnos¢: i> =—1.
Zauwazmy, ze dla (a, b) € Z zachodzi:

(a, b)=(a, 0)+(0, b)=(a, 0)+ (b, 0)-(0, 1) =(a, 0)+ (b, 0)i.

Liczby zespolone postaci (a, 0), gdzie a <R, sa utozsamiane z liczbami
rzeczywistymi. Zamiast (a, 0) wygodniegj jest czasem pisa¢ a. Wowczas liczbe
zespolong z = (a, b) mozna przedstawi¢ w postaci z = a + bi, gdzie i =(0, 1) .

Definicja 1.5.4. Postacig kanoniczng liczby zespolonej z =(a, b) nazywa-

my wyrazenie: z = a + bi. Wielko$¢ a to czes$¢ rzeczywista, zas b - czg$¢ urojona
liczby zespolone;j z.
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1. Zagadnienia wstepne

Czg$¢ rzeczywista 1 ¢zg$¢ urojona liczby zespolonej z oznaczamy, odpo-
wiednio, rez oraz imz.

Posta¢ kanoniczna liczby zespolonej utatwia przeprowadzanie dziatan. Wy-
konujemy je tak, jak w zbiorze wielomianéw. Przypadek mnozenia liczb zespo-
lonych przedstawiony jest ponizej:

(a,,b,)-(a,,b,)=(a, +ib,)-(a, +ib,) = a,a, +ia,b, +ib,a, +i’bb, =

=a,a, +ia,b, +ib,a, —bb, =(a,a, —bb,)+i(a,b, +ba,)=

=(a,a, =b,b,, a,b, +a,b,).

Twierdzenie 1.5.2. W zbiorze liczb zespolonych réwnanie z* = -1 ma dwa
rozwigzania z; =i, z, =—i.

Liczbe zespolona z=(a, b) interpretujemy graficznie jako punkt (a, b)
w kartezjanskim uktadzie wspotrzednych, w ktorym o§ OX nazywana jest osia

rzeczywista, zas OY osia urojona.

Definicja 1.5.5. Wartoscia bezwzgledna (modutem) liczby zespolonej
z =a + bi nazywamy wielkos¢ |z| =va’ +b*.

Wartos¢ bezwzgledna liczby zespolonej z =(a, b) interpretuje si¢ jako od-
legto$¢ punktu (a, b) od poczatku uktadu wspotrzednych.

Definicja 1.5.6. Liczba sprzgzona do liczby zespolonej z =a + bi nazywa-
my liczbg postaci z =a — bi.

Zwiazek migdzy wartos$cia bezwzgledna a sprzgzeniem liczby zespolonej z
okresla ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 1.5.3. Dla dowolnej liczby zespolonej z prawdziwa jest row-

Iy — 2
nosc: Z'Z=|Z| .

D o w 6 d. Dla dowolnej liczby zespolonej z = a + bi zachodzi:

o 7=(a+bi)-(abi)=a — b7 =a? +b <[ m
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Twierdzenie to mozemy wykorzystaé przy dzieleniu liczby zespolonych:

Zy  Z1-Z,
Z sl
Przyklady 1.5.2.

26

e Narys. 1.5.1. w kartezjanskim uktadzie wspotrzednych przedstawiona jest

liczba z=(2,~-3), liczba do niej sprzezona z =(2,3) i modut |z| = V13, czyli
dhugos¢ odcinka taczacego punkty (0, 0) i (2, —3).

Rysunek 1.5.1. Graficzna prezentacja liczby zespolonej z = (2, —-3) oraz z i| z|

bA

7 *(2,3)

-3 -2 -1 0 1 2 3 a
1+
2+

(2,-3)

34

Zrbdto: opracowanie wlasne.

e Zbidr liczb zespolonych {z eZ: imz20n |z| < 2} mozna przedstawié

graficznie w kartezjanskim uktadzie wspolrzgdnych. Rozwiazujac uktad nie-
b>0

rownosci: , gdzie a, b oznaczaja odpowiednio cze$¢ rzeczywi-
Va? +b? <2

sta 1 czes$¢ urojona liczby zespolonej z otrzymujemy nastgpujaca postac zbio-
ru: {z eZ: z= (a,b)e R*> Ab20 A a’+b>< 4}. Graficzna ilustracja tego

zbioru przedstawiona jest na rys. 1.5.2.



1. Zagadnienia wstgpne

Rysunek 1.5.2. Graficzna prezentacja zbioru {z eZ:imz>20A |z| < 2} .

Zrodto: opracowanie wlasne.

Kolejne wtasnosci liczb zespolonych przedstawione sa ponizej.

Twierdzenie 1.5.4. Jezeli z,, z, sa dowolnymi liczbami zespolonymi to:

a) z,+z,=2z+2z,,

b) z,-z,=z -1z,

C) Zz;°Z, =22,

d |2

Z3

J=i, gdy z, #0,

Zy

9 |a-zl=lal |

b

n - _H, gdy z, #0,

z, B |22
g) |zl+zz|S|Zl|+|zz,
h) ||Z1| —|22|| < |Z1 - 22|.

D owo6d. Przeprowadzony zostanie dowdd whasnosci a) i f).

Niech z, =a, +bi oraz z, =a, +b,i, gdzie a,, a,, b, b, € R.
Zauwazmy, 7e

2 +2,=(a,+a,)+ (b +b,)i,
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z+2z,=(a,+a,)+ (b +b,)i=(a,+a,)— (b, +b,)i=
Z(‘ll _bl)i+(a2 —bzi)=Z_1+Z

oraz

ﬂ_( +bi). aQ b . _a1a2+b1b2+a2b —ab,
=4 12 2 bZ 2 b2 L= 2 b2 b2 L
z, a, +by,  a;+b; ay +b; a; +

z, _|a1a2+blb2 a,b, —a,b,
__| 2 p2 + 2, 2
z a, +b, a, +b,

i = (@,a, +bb,)° 4 (a,b —a,b,)’
(a; +5)" (a3 +b3)’

B a’al +2a,a,bb, +b’b; +a;b’ —2a,a,bb, + a; b2
(a; +b)°

=\/a3(a§+b§>+bf(b§+a§> =\/(a3+b3>(a§+b§> _

(a; +5;)’ (a; +b7)°

3 a12 + bl2 B m
a3 +b; |z
Dowody pozostatych punktow przeprowadza si¢ analogicznie. m

Twierdzenie 1.5.5. Dla dowolnej liczby zespolonej z prawdziwe sa nierow-
nosci:
rez <

z, imzs|z| oraz |z|£|rez|+|imz|.

Liczbe zespolonaL z=a+ bi # 0 mozna przedstawi¢ w postaci:

Z—|Z| —1 —|Z| b 1l
EN IZI +b2 e

2
Poniewaz { } { } =1, wigc istnieje kat ¢, spetniajacy
\/ a’*+b* \/ a’>+b*

warunki: cos¢@

ising= . Zatem, kazda liczbg zespolona
\/a +b? va* +b

mozna zapisa¢ w postaci z = |z|(cos @ +isin (p) .
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Definicja 1.5.7. Postacia trygonometryczna liczby z =a + bi # 0 nazywamy

a b
wyrazenie: z=|z|(cosgo+isin(p), gdzie cosq)zﬁ, SinQ = ——.
a’+b’ va® +b?

@ nosi nazwe argumentu liczby zespolonej z i oznaczany jest przez argz. Jesli

Kat

goe(O, 271), to argument ten nazywamy argumentem gltéwnym i oznaczamy

Argz.

Liczbg z= (O, 0) takze mozna przedstawi¢ w postaci trygonometryczne;j. Jej
argumentem moze by¢ dowolny kat ¢.

Twierdzenie 1.5.6. Dla dowolnych liczb zespolonych z,, z, zachodzi:

arg(z, -z,)=argz, +argz,
oraz

arg[iJ =argz, —argz,, gdy |Zz| #=0.

Z
Dowodd. a) Niech z = |Zl|(COS(01 +ising,), z,= |22|(cosrp2 +ising, ).

Oznacza to, ze argz, = ¢, oraz argz, = ¢,. Wyznaczmy iloczyn liczb z, i z,,
wykorzystujac ich posta¢ trygonometryczna:

Z,:2Zy = |zl|(cosrp1 Jrisin(pl)-|zz|(005(p2 + isingaz)z

= |zlz2 | (cos g, cos @, +icos g, sin @, +isin g, cosp, +i” sin g, sinp,) =

= |zlzz| ((cos @, cos @, —sin @, sin @, ) +i(cos g, sin @, +sin@, cos @, )) =

= |lez|(005((”1 + ¢, )+ iSin((Pl + ¢, ))

Wynika stad, ze arg(z, -z,)= @, + @, =argz, +argz,.
Analogicznie przeprowadzamy dowodd dla argumentu ilorazu liczb zespolo-
nych. m

Twierdzenie 1.5.7. Dla dowolnej liczby zespolonej z i ne N prawdziwy

jest wzor: arg(z" ) =nargz.
Twierdzenie to wynika z twierdzenia 1.5.6.

Twierdzenie 1.5.8. (Wzor de Moivre’a). Jezeli z jest liczba zespolona po-
staci z=cos@+ising, to (cosga+ising0)" =cosn@+isinng.
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Wzor de Moivre’a wlatwia potggowanie liczb zespolonych.

Przyklady 1.5.3.
o (34+2i)(2-31))=6-9i+4i—6i°=6-5i+6=12-5i.

o (2+4i)(3-2i)=(2+4)(3+2i)=6+4i+12i +8i> =6+16i—8 =2 +16i.

e W celu obliczenia (l +i)20 liczbe 1+ przedstawiamy w postaci trygono-
metrycznej i korzystamy z wzoru de Moivre’a:

20 20
1+i 20 — 2 COS£+iSin£ :210 COS£+iSin£ =
(1+i) {f ( 7 Tising 5 Ty

=2" (coszo—ﬁﬂ'sin z?Tﬂj = 2'%cos5z +isin57)=2""(cos 7 +isin 7)= 2",

Definicja 1.5.8. Pierwiastkiem n-tego stopnia, gdzie n e N, z liczby zespo-

lonej z nazywamy kazda liczbg zespolona w o tej whasnosci, ze w" = z.

Twierdzenie 1.5.9. Jezeli z = |z|(cosgo+isin go) oraz |z| # 0, to istnieje do-
ktadnie n réznych pierwiastkow n-tego stopnia z liczby z. Pierwiastki te wyraza-
ja si¢ wzorem:

w, =§/;|(cos(p+5k”+isin(p+nzk”j dlak=0,1,2,...,n—1.

Przyklady 1.5.4.

e W zbiorze liczb zespolonych réwnanie x”>+4=0 ma dwa rozwiazania,
gdyz istnieja dwa pierwiastki kwadratowe z liczby z=-4=4i>. Sa to
Wy =2i, w =-2i.

e Obliczenie pierwiastkow drugiego stopnia (kwadratowych) z liczby
z=1++/3i zwiazane jest z wyznaczeniem postaci trygonometrycznej tej licz-

by: |z| :1/14“\/5;2 =4 = 2, cosgo:%, singaz%. Wynika stad, Ze jej

argumentem jest ¢ = 3 a liczba z ma postaé: z =2 cosg +i smg .

Pierwiastki tej liczby maja postaci:
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1. Zagadnienia wstepne

w, =\E(cos%/3+isin%/3j =ﬁ(cos%+isin%) =
— 2(£+lj:£+£l’

i
2 2 2 2

W Z\/EKCOS z[3+27 +isin ”/3; 27[) Zﬁtcos%{ﬂ'sin%q =

1.6. Przestrzenie metryczne

Pomiar odlegtoéci migdzy dwoma punktami to zawsze aktualny problem.
W zaleznosci od cech charakteryzujacych przestrzen obiektow (punktow) wyko-
rzystywane sa rézne miary. Ponizej sformutowana jest definicja podajaca wa-
runki, ktore kazda z nich spenia.

Definicja 1.6.1. Niech X bedzie niepustym zbiorem. Jezeli kazdej parze
elementow x, y € X przyporzadkujemy doktadnie jedna nieujemna liczbg rze-

czywista d (x, y) spetniajaca warunki:

1) VX d (x, y) =0 < x=y (aksjomat tozsamosci),
2) VX d (x, y) =d ( V, x) (aksjomat symetrii),

X, V€
3) VX d(x,y)<d(x,z)+d(z,y) (aksjomat trojkata),

X, V€

to funkcj¢ d nazywamy metryka, warto§¢ d (x, y) — odlegtoscia elementow x
iy, aparg (X ,d ) przestrzenia metryczna.

Przestrzenia metryczna nazywany bywa tez zbior X, dla ktorego spetnione sa
warunki podane w definicji 1.6.1.

Wiele funkcji spetnia aksjomaty metryki. Pozwala to zdefiniowaé rézne
przestrzenie metryczne.
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Wykazemy, ze funkcja postaci:

d(x,y)= Z(x[—y[)z, gdzie x:(xl, xz,...,xn)e R" i y:(yl, y2,...,yn)eR”

i=1

(R" =R x R x...x R) spelia aksjomaty metryki, a wigc jest metryka.

n

Aksjomat tozsamosci jest spetniony, poniewaz dla dowolnych punktéw

x=(x,, xy,..,x,)eR" i y=(y,, 5,...,¥, )€ R" zachodzi:

x=y) < ((xl, Xppeos X, )=y, yz,...,yn)) <:>(1<iv<n X; :yl.j =

<:>[1’Z(xi _yi)2 ZOJ = (d(x,y)=0).

i=1

Aksjomat symetrii jest spelniony, poniewaz dla dowolnych punktéw
x=(x,, X,,...,x,)eR" i y=(y,, ¥5....¥, )€ R" zachodzi:

d(x,y) :\/Z(xi _yi)2 :\/Z(yi _xi)z =d(y,x).

i=l i=1

Przy wykazaniu, ze aksjomat trdjkata jest spetniony, korzystamy z nieréw-
nosci:

> ab, S{ /Za?} ( 1> b} } gdzie a,, b, eR dlai=1,....n.

i=1 i=1 i=1

Zauwazmy, ze dla dowolnych punktow x= (x1 s Xgseees X, )e R",
y= (y1 s Vasees Vi )e R" iz=(z, z,,...,2,) € R" zachodzi:
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(@ VP = 250 =X (2,2, - ) = 2 =2 +

+2Z('xi —z;)z; —y;) T Zn:(zi _yi)2 < i('xi _Zi)2 +
i=1 i=1 i=1

+2[\’;(Xi _Zi)zJ '[ﬁi(zi —y,«)zj"‘ g(zi _yi)2 =

2
:[\/Zn:(xf —Zl-)2 +\/Zn:(zi —yl-)zJ < (d(x, z)+d(z, y))z.
i=l i=1




1. Zagadnienia wstepne

Wynika stad, ze aksjomat trojkata jest spelniony.
Wszystkie trzy aksjomaty sa spelnione, czyli funkcja a’(x, y):

n

= Z(xi—yi)z, gdzie x=(x,, x,,..,x,)eR" i y=(y,, yps.r v, )€R", jest

i=1

metryka, a (R", d) jest przestrzenia metryczna.

Definicja 1.6.2. Przestrzen metryczna (R "d ), gdzie

n

d(x, Y) = Z(xi _yi)z

i=l1
oraz x = (xl y Xpseees X, )e R"iy= (yl, Vasees Vs )e R", nazywamy n-wymiarowa
przestrzenia euklidesowa lub arytmetyczna, a funkcj¢ d metryka euklidesowa.

Kolejno przedstawimy inne przestrzenie metryczne.

Definicja 1.6.3. Przestrzenig z metryka dyskretna nazywamy parg (X ,d ) ,
gdzie

0, gdy x=y
d =
() {c, gdy x=y

oraz ¢>0ix,yeX.

Szczegblnym przypadkiem przestrzeni z metryka dyskretng jest przestrzen
z metryka zero-jedynkowa, czyli metryka postaci:

0, gdy x=y,
d(x, y)=
I, gdy x=y,
gdzie x,y € X.

Definicja 1.6.4. Przestrzen (R”, d ), gdzie

n

d(x, y)= |~y

i=1

oraz X = (x1 s Xy seers X, )e R" i y= (yl, Vasers Vi )e R", nazywamy przestrzenia
z metryka ,,miejska” (,,taksowkowa”).
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Definicja 1.6.5. Przestrzen (Rz, d), odzie
d(x, y)= =]+ dla X =y
| |x2 _y2| dla X, =

oraz Xx= (xl , Xy ) eR*i y= (y1 , V) ) € R*, nazywamy przestrzenia z metryka
»kolejowa”.

Definicja 1.6.6. Niech przestrzen (R2 ,d ) bedzie przestrzenia metryczna.
Przestrzen (RZ, d *), gdzie

4(x )= 0, gdy x=y
’ d(x, L)+d(y, L), gdy x#y

oraz X, y,L € R* nazywamy przestrzenia metryczna z ,,mostem” (samolotowa).
Punkt L nazywamy mostem (lotniskiem).

Przyklady 1.6.1.
o W przestrzeni (Rz, d ), gdzie d jest metryka euklidesowa, odleglos¢ punk-

tow x=(1,1)1 y=(3,6) wynosi d(x, y)= V29.
o W przestrzeni (Rz, d), gdzie d jest metryka ,taksowkowa”, odleglosé
punktow x=(1,1)i y=(3,6) wynosi d(x,y)=7.

o W przestrzeni (R2 ,d ), gdzie d jest metryka ,,kolejowa”, odlegtos¢ punk-
tow x=(1,1)i y=(3,6) wynosi d(x, y)=9.

Jezeli wiemy, ze funkcja d jest metryka w przestrzeni X, to za pomoca od-
powiednich przeksztalcen tej funkcji mozemy otrzymac kolejna metryke, a wigc
1 przestrzen metryczna.

Twierdzenie 1.6.1. Jezeli (X ,d ) jest przestrzenia metryczna, to przestrze-

nia metryczna jest (X, d'), gdzie d*(x, y): a-d(x, y), a>0ix,yeX.

D o w 6 d. Zauwazmy, ze w przypadku funkcji d” dla dowolnych x,y,ze X
zachodzi:

1) x=yedxy)=0=a-d(x,y)=0=d"(x,y)=0,
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2) d’(x, y)=a-d(x, y)=a-d(y, x)=d"(y, x),
3) d'(x, y)za-d(x, y)S ald(x, z)+ d(z, y)]zd*(x, z)+d (z,y).

Funkcja d" jest nieujemna i spetnia w zbiorze X wszystkie trzy aksjomaty
metryki, zatem twierdzenie jest prawdziwe. m

Twierdzenie 1.6.2. Jezeli (X ,d ) jest przestrzenia metryczna, to przestrze-

nia metryczna jest (X, d), gdzie d”(x, y)=min{l,d((x, y))} i x, y € X.

Twierdzenie 1.6.3. Jezeli (X , dl) i (Y , d2) sa przestrzeniami metrycznymi,
to przestrzenia metryczna jest (X xY,d), gdzie d((x,,y,)(x,,y,))=

:\/dlz(xl’ X2)+d§(Y1aY2) oraz X;, X, € X, y;,y, €Y.

1.7. Wlasnosci zbiorow w euklidesowych przestrzeniach
metrycznych

Zgodnie z definicja 1.6.2. mozna rozpatrywa¢ jednowymiarowe i wielowy-
miarowe przestrzenie euklidesowe. Metryka w przestrzeniach euklidesowych
jedno-, dwu- 1 trojwymiarowych wyznacza odleglos¢ dwoch punktow jako dhu-
g0$¢ odcinka laczacego te punkty i jest bardzo czgsto wykorzystywana w prak-
tyce. Obecnie przedstawione zostana pewne podzbiory n-wymiarowej przestrze-
ni euklidesowej 1 ich wtasnosci (n =1, 2, 3, ...), przy czym symbol d bedzie
oznaczal metryke euklidesowa.

Definicja 1.7.1. Kula (otwarta) o $rodku w punkcie x, € R" i promieniu
r >0 nazywamy zbiér postaci K(x,, )= {x eR": d(x, x,)< r}.

Jezeli rozpatrujemy przestrzen R, to kula o $rodku w punkcie x, € R i pro-

mieniu 7 >0 jest przedziat (x, —r, x, + 7).
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Dalsza czesc ksigzki dostepna w wersji
petney.
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