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Przedmowa

Truizmem jest twierdzenie, ze znajomos¢ metod statystycznych jest wazna.
Ta powtarzana od dawna teza udowadniana jest empirycznie przez pokole-
nia mlodych i starszych badaczy, kt6érzy — niesieni na fali entuzjazmu zwia-
zanego z planowaniem nowego badania, nie zaprzataja sobie zwykle glowy
tak przyziemnymi sprawami jak pozniejsza analiza statystyczna zebranych
danych. Zdarza sig, ze badacze biorg po prostu kilka kwestionariuszy lub
ankiet mierzacych rézne wiasciwosci, ktére moga by¢ ze soba skorelowane.
Licza, ze skoro te skale pasuja do siebie i do ogélnego tematu, to potem cos
z tego wyjdzie. Jednak gdy przyjdzie moment liczenia wynikéw, okazuje
si¢, ze sprawa juz taka latwa nie jest. Brak jasnych hipotez i modelu teore-
tycznego skutkuje tym, Ze dane sa analizowane diugo i niestety bez wigk-
szego efektu, a badacz tonie w morzu wynikéw. Czgsto okazuje si¢ tez, ze
policzenie prostych korelacji nie wystarczy, by odpowiedzie¢ na pytania
badawcze. Rzeczywistos¢ jest niestety bardziej ztozona niz proste korelacje
i dopiero po skonczeniu badania przychodzi refleksja: ,o0jej, przeciez gdy-
bym inaczej zmierzyl t¢ zmienna, byloby tatwiej policzy¢ wyniki”.
Dodatkowo brak znajomosci metod statystycznych dedykowanych danym
ilosciowym skutkuje tym, ze badacze redukuja zmienne ilosciowe do zmien-
nych porzadkowych, kategoryzujac je wedtug rozmaitych kryteriow. Niestety,
zdarza si¢ weiaz, ze zamiast uwzgledni¢ dokladny wynik w skali ekstrawer-
sji, dokonuje si¢ podziatu medianowego na osoby ekstrawertywne i intrower-
tywne. Czy powszechnos¢ tej praktyki przemawia na jej korzys¢? Niestety
nie. Symulacje wykonane przez S.E. Maxwella i H.D. Delaneya, majace na
celu poréwnanie efektywnosci poszukiwania interakcji w regresji i w anali-
zie wariancji, wskazuja jednoznacznie, Ze dychotomizacja ciagtych predyk-
toréw i ich pézniejsza analiza za pomoca analizy wariancji powoduja trud-
nosci w ujawnieniu efektéw poszczegélnych zmiennych (Maxwell, Delaney;,
1993). Niestety, brak znajomosci sposobu przeprowadzania analizy interakcji
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w regresji powoduje, ze cze$¢ badaczy naduzywa dychotomizacji zmiennych cia-
gtych, by wykorzystac¢ prostsza analize wariancji. Takie rozwigzanie jest nie tylko
niekorzystne pod katem prawdy naukowej, ale takze utrudnia publikacje badan
w prestizowych czasopismach. Warto wigc zada¢ sobie pytanie o metode analizy
danych juz w momencie planowania badania, a nie po jego zakornczeniu. Warto
tez rozszerza¢ wlasny arsenal technik statystycznych, tak by méc stosowaé odpo-
wiednie narzedzia analityczne zgodne z natura postawionego pytania badawczego
zmiennych i struktury danych.

Konsultujac od lat rozmaite projekty badawcze postanowity$my zaproponowac
remedium na tego typu bolaczki—drugi tom prostego podrecznika statystycznego,
przyblizajacego kolejny zestaw metod statystycznych, tym razem stuzacych do
analizy danych korelacyjnych. Naszym celem byto rozszerzenie repertuaru technik
statystycznych dostepnych dla studentéw kierunkéw humanistycznych, doktoran-
tow oraz miodych badaczy, ktérzy dzieki temu beda mogli poradzic sobie bardziej
efektywnie i efektownie z analiza danych zebranych do prac magisterskich, dok-
torskich, czy wszelkich prac badawczych przygotowywanych w trakcie studiow.

W realizacji tego celu korzystamy z wczesniejszych doswiadczen zdobytych
podczas przygotowywania poprzedniej ksigzki pt. Statpstyczny drogowskaz. Praktyczny
poradnik analizy danych w naukach spolecznych na przyktadach z psychologii (Bedynska,
Brzezicka, 2007). Staramy si¢ wspiera¢ badacza w analizie danych z wykorzystaniem
najbardziej popularnego pakietu statystycznego IBM SPSS Statistics. Dorzucamy
informacje o tym, jak zapisa¢ wyniki, cho¢ nalezy pamigta¢, Ze standardy czesto
si¢ zmieniaja, a kazdy promotor ma troszke inne wymagania. To tylko propozycija,
a nie nieSmiertelny kanon. Najwazniejsze terminy znalazly si¢ na marginesach,
by utatwi¢ nawigowanie po ksigzce. Nie zaktadamy bowiem, ze ksigzka bedzie
czytana od deski do deski jednym tchem po nocach. Wiemy, Ze niekiedy czytelnik
bedzie po nia siggal, by znalez¢ bardzo konkretne informacje, a nie rozkoszowac sig
narracjg. Kolejnym elementem graficznym sa ramki podsumowujace najwazniejsze
tre$ci. Wydaje sie, ze sprawdzily si¢ znakomicie w poprzedniej ksigzce, wigc
wykorzystujemy je ponownie.

W tym tomie sieggamy po zagadnienia nieco bardziej zlozone i poswigcamy go
w calosci metodom poszukiwania zwigzku miedzy zmiennymi. Podejmujemy wigc
temat analiz w tym miejscu, w ktorym zostat on przerwany w pierwszym Statystycz-
nym drogowskazie... Ponownie omawiamy zatem regresje prostg z jednym predykto-
rem oraz wielokrotna z wieloma zmiennymi wyjasnianymi. I poszerzamy znacznie
zakres stosowania regresji o mozliwo$¢ wprowadzania jakosciowych predyktoréw,
zaréowno dychotomicznych, jak i tych o wigkszej liczbie kategorii. Wreszcie, poka-
zujemy jak testowac efekty interakcyjne w regresji oraz poszukiwac zmiennych be-
dacych mediatorami (zmiennymi posredniczacymi). Ta ostatnia kwestia jest bar-
dzo wazna pod katem budowania teorii naukowych. Dzigki informacji o tej klasie
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zmiennych mozemy powiedzie¢, jak dany efekt dziata, dlaczego istnieje zaleznos¢
mi¢dzy pewnymi zmiennymi.

Najciekawsza czescia ksiazki sa naszym zdaniem rozdzialy wprowadzajace
zagadnienia modelowania strukturalnego. Ta nowoczesna metoda staje si¢ obec-
nie standardem, wigc jej wprowadzenie wydato nam si¢ bardzo interesujace. By
ulatwic jej zrozumienie, w trzech rozdzialach przedstawiamy analizy, ktore sa
odpowiednikami wczesniej opisanych technik regresyjnych: regresji wielokrotnej,
regresji z kowariancja i mediacji. Uznaly$my, Ze taki ukltad utatwi zapoznanie si¢
z t3 nieco bardziej ztozong metoda. Ze wzgledu na zmiane¢ narzedzia analitycz-
nego z pakietu IBM SPSS Statistics na program AMOS dodatySmy w ostatnim
rozdziale takze krétki przewodnik po tym programie. Niestety, nie wyczerpujemy
mozliwosci wykorzystania modelowania rownan strukturalnych, poniewaz metoda
ta pozwala testowac niezwykte bogactwo uktadéw zaleznosci miedzy zmiennymi
ilo§ciowymi i jako$ciowymi. Sadzimy jednak, ze po takim wprowadzeniu, jakie
proponujemy, dalsza eksploracja tej problematyki bedzie znacznie ulatwiona.

Aby czytelnik mégt samodzielnie powtérzy¢ analizy pliki z danymi zostaty
umieszczone na dwoch stronach internetowych: www.wydawnictwosedno.pl oraz
www.bedynska.com.pl. Prosz¢ tez pamigta¢ podczas czytania ksiazki, ze warto-
Sci liczbowe zostaly zaokraglone do drugiego miejsca po przecinku, wigc moga
nie by¢ identyczne jak w prezentowanych tabelach.

Na koniec najprzyjemniejsza rzecz. Chcemy podzigkowaé osobom, bez kto-
rych ta ksigzka by nie powstala. Po pierwsze wigc dzigkujemy studentom za zada-
wanie tzw. gtupich pytan, bez ktérych nie znalaztybySmy ciekawych odpowie-
dzi. Ich pytania zmusity nas do zastanowienia, jak wyjasni¢ przystepnie pozornie
oczywiste zagadnienia. Chcemy takze podzigkowac recenzentom ksigzki — prof.
Grzegorzowi Sedkowi i prof. Magdalenie Marszal-Wisniewskiej, ktérzy czuwali,
by nasza tendencja do upraszczania nie stala si¢ karykaturalna. Ich wskazéwki
byly bardzo cenne w naszej pracy nad ksiazka. Podzigkowania nalezg si¢ takze
naszym ,krolikom do§wiadczalnym” — pierwszym czytelnikom ksigzki — Mar-
cie Ko¢-Januchcie, Rafalowi Albinskiemu, Magdzie Swirkuli. Dzieki nim szanse,
ze ksiagzka bedzie zrozumiala, znacznie wzrosty. Nad strong graficzng czuwali
Tomasz Grzelka, Janusz Fajto i Wojciech Stukonis wraz z Pracownikami Wydaw-
nictwa Akademickiego Sedno.

Sylwia Bedynska

Szkota Wyzsza Psychologii Spotecznej w Warszawie
Monika Ksiagzek

Szkota Gtéwna Handlowa w Warszawie
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MODELE REGRESIJI

ROZDZIAL

Regresja prosta

W tym rozdziale dowiemy sie o tym:

o jaki jest wzor linii prostej — modelu regresji

o jak dopasowywana jest linia regresji oraz jakie jest znaczenie
jej poszczegblnych parametréw, w tym wspétczynnika beta

o jak przeprowadzi¢ analize regresji w programie IBM SPSS
Statistics i zinterpretowac oraz opisa¢ uzyskane wyniki.




ZMIENNA NIEZALEZNA
(OBJASNIAJACA)
ZMIENNA ZALEZNA
(OBJASNIANA)

WPROWADZENIE

Poszukiwanie zaleznosci migdzy zmiennymi jest niezwykle waznym elementem
postepowania naukowego. Cho¢ analiza korelacji nie ma takiej mocy jak poszuki-
wanie przyczyny i skutku w badaniach eksperymentalnych, to jednak pozwalajac
przesledzi¢ wzajemne zaleznodci duzej liczby zmiennych, przygotowuje podstawy
do projektowania eksperymentéw. Dzigki tej technice mozliwe jest bowiem zna-
czace zawezenie zmiennych uwzglednianych potem w badaniach eksperymental-
nych. Schemat korelacyjny moze wigc stanowic¢ wazne Zrédlo inspiracji dla ekspe-
rymentéw, gdzie niemozliwe staje si¢ uwzglednienie zbyt duzej liczby zmiennych
jednoczesnie. Oczywiscie relacje badan eksperymentalnych i korelacyjnych sa
wzajemne — zidentyfikowane w eksperymencie kluczowe dla danej sfery zmienne
moga zostac nastepnie uwzglednione w badaniu korelacyjnym, ktére pozwala prze-
$ledzi¢ bardziej skomplikowane relacje migdzy konstruktami, a w konsekwenciji
— budowanie zlozonych teorii naukowych.

Skoro relacje sa takie wazne, to analiza regresji stanowi istotne narzedzie odpo-
wiadania na pytania badawcze o zaleznosci zmiennych. W swej klasycznej postaci
wymaga, by zaréwno predyktory (zmienne niezalezne czy objasniajace), jak i zmienna
zalezna (czy objasniana) byly ilosciowe, ale jak pokazemy w jednym z rozdzialow,
mozliwe jest takze uwzglednienie dychotomicznych predyktoréw. Mozemy je wpro-
wadzac do regresji, dlatego ze metoda ta jest bardziej ogolng technika analityczng
nalezaca do rodziny metod kryjacych sie pod nazwa Ogolnego Modelu Liniowego.
Do tej samej grupy technik naleza takze testy ¢-Studenta i analiza warianciji, ale
nie sg one tak wszechstronne jak regresja. Ograniczenie dla regresji stanowi jednak
liczba zmiennych zaleznych — nie moze ona przekroczy¢ jedne;.

W tym rozdziale przedstawimy szczegotowo najprostsza analize z wykorzysta-
niem jednej zmiennej niezaleznej i jednej zmiennej zaleznej. Dzigki temu, Ze model
bedzie tak prosty, mozliwy si¢ stanie bardzo szczegélowy i precyzyjny opis podstaw
logicznych analizy regresji i sposobu interpretacji jej wynikéw. Zaczniemy jednak
od statystyk opisowych, ktére pozwalaja podsumowaé wspotzmiennosé dwoch
zmiennych: kowariancji i korelacji r Pearsona. Nastgpnie pokazemy na wykresach
rozrzutu, jak wygladaja dane o okreslonych wartosciach wspotczynnika korelacji
r Pearsona. Opiszemy takze metode dopasowania linii regresji oraz interpretacje
parametréw opisujacych te linig. W ostatniej czg¢dci rozdziatu zaprezentujemy
spos6b wykonania obliczenr w programie IBM SPSS Statistics i zapis wynikéw
W raporcie empirycznym.



Regresja prosta

KOWARIANCJA | KORELACJA
JAKO MIARY WSPOtZMIENNOSCI

By zaprezentowac logike analizy regresji, cofniemy si¢ na chwile do dwoch statys-
tyk opisowych: kowariancji i korelacji. Ta pierwsza nie jest zbyt popularna, ale
zrozumienie sensu jej obliczania jest niezbedne, by swobodnie korzystac¢ z niej
w znajdujacym si¢ w dalszej czesci ksiazki modelowaniu strukturalnym. Kowa-
riancje mozna uznac za prekursorke korelacji, wigc to, co teraz bedziemy robic, to
po trosze archeologiczne wykopaliska.

Kowariancja wykorzystuje wariancj¢ wynikéw, czyli odleglosci wynikow od
$redniej arytmetycznej. Opiera si¢ na obserwacji, ze jesli dwie zmienne maja jakis
specyficzny uklad wartosci wzgledem siebie, to przyktadowo u danej osoby wynik
powyzej Sredniej powinien wspotwystepowac z wynikiem powyzej Sredniej w dru-
giej zmiennej. Mozliwy jest tez taki uktad, ze wynik poniZzej sredniej w obrebie
jednej zmiennej wspotwystepuje u danej osoby z wynikiem powyzej Sredniej w obre-
bie drugiej zmiennej. A zatem kowariancja to inaczej wsp6izmiennos¢ wynikow
dwoch zmiennych, ktéra szacujemy, sprawdzajac, w jakim kierunku odchylaja sie
wyniki obu zmiennych od odpowiednich $rednich. Przyklad obliczania kowariancji
dla czterech wynikéw mozna znalez¢ w tabeli 1.1.

Kroki obliczania kowariancji:

© Obliczamy $rednie dla obu zmiennych.

@® Odejmujemy wynik osoby w danej zmiennej od sSredniej dla tej zmienne;j.
Obliczamy wiec odlegtosci wynikéw w danej zmiennej od jej sredniej.

© Dla kazdej osoby mnozymy obie odlegtosci wynikow zmiennych od ich
srednich.

® Dodajemy do siebie iloczyny odlegtosci - to jest licznik kowariangji.

© By uzyska¢ wartos¢ kowariangji, dzielimy obliczong w kroku 4 sume przez
liczbe obserwacji pomniejszong o 1.

Jak w niej wida¢, obliczamy ja w kilku krokach. Najpierw musimy znalez¢ $red-
nie dla obu podsumowywanych zmiennych, nastepnie odnies¢ kazdy wynik do tej
$redniej, odejmujac wynik od $redniej. Mnozymy tak uzyskane odlegtosci dla kaz-
dej pary wynikéw i sumujemy je, uzyskujac licznik kowariancji. Teraz juz wystar-
czy tylko podzieli¢ rezultat obliczen przez liczbe wynikéw minus 1 i uzyskamy
warto$¢ kowariancji. W tym przykladzie bedzie to wartos¢ —2,5.

No dobrze, policzylismy kowariancjg, ale jak ja teraz zinterpretowac? Niestety,
powaznym ograniczeniem tej statystyki jest to, Ze mozemy jedynie okresli¢ kie-
runek zaleznos$ci. Ujemna warto$¢ $wiadczy o tym, ze niskie wartosci jednej

KOWARIANCJA

INTERPRETACJA
KOWARIANC)I
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Tabela 1.1. Kolejne kroki obliczania wielkosci kowariancji dla zmiennych X oraz Y

Wartosci Wartosci Odllegioslc‘ Odl,egms.c. lloczyn
zmiennej X | zmiennej Y od er:ti(mq od ZE?{"'EJ odlegtosci
1 5 -2 2 -4
2 4 -1 1 -1
3 3 0 0 0
4 2 1 -1 -1
5 1 2 -2 -4
$rednia = 3 | $rednia = 3 suma: -10

zmiennej wspolwystepuja z wysokimi drugiej zmiennej i odwrotnie, a dodatnie, ze
niskie wartosci wspotwystepuja z niskimi, a wysokie z wysokimi. Nie jestesmy jed-
nak w stanie okresli¢, czy zalezno$¢ migdzy zmiennymi jest silna czy staba. Dzieje
si¢ tak, dlatego ze wielkos¢ kowariancji zalezy silnie od jednostek pomiarowych
—bedzie wigksza, gdy podamy wartos¢ wzrostu w centymetrach, niz gdy bedziemy
ja oblicza¢ na podstawie tych samych wartosci, ale zapisanych w metrach. By poko-
nac t¢ trudnos¢, Robert Pearson zaproponowal wspotczynnik korelacji nazwany
pdzniej wspoélczynnikiem r Pearsona, ktéry ze wzgledu na to, ze liczony jest dla
wystandaryzowanych wynikéw, pozwala okresli¢ dwa aspelkty relaciji: sile i kierunek.
Przyjrzyjmy si¢ zatem wspolczynnikowi korelacji r Pearsona. Dla powyz-
szych danych bedzie on obliczany nastepujaco: pierwszy krok jest kluczowy,
bo zamiast odnosi¢ wyniki obu zmiennych do ich $rednich, standaryzujemy je,
a wiec podajemy odlegtos¢ od Sredniej, ale w jednostkach odchylenia standardo-
wego. Nastepnie postepujemy identycznie jak w przypadku obliczania kowarian-
cji: mnozymy przez siebie pary wartosci dla danej osoby, dodajemy te iloczyny do
siebie i dzielimy przez liczbe 0s6b badanych pomniejszong o 1. Efektem tego jest
warto$¢ wspolczynnika r Pearsona wynoszaca dokladnie —1. Kolejne kroki obli-
czania korelacji dla przyktadowych danych przedstawia tabela 1.2.
Wspoélczynnik korelacji r Pearsona moze przyjmowac wartoéci od -1 do 1. Znak
wspolczynnika oznacza kierunek zaleznodci — tak jak w przypadku kowariancji.

Kroki obliczania wspétczynnika korelacji r Pearsona:

@ Obliczamy srednie i odchylenia standardowe dla obu zmiennych.

® Standaryzujemy wyniki kazdej zmiennej, odejmujac od kazdego wyniku
Srednig i dzielac te réznice przez odchylenie standardowe.

© Dla kazdej osoby mnozymy wystandaryzowane wyniki dla obu zmiennych.

O Dodajemy do siebie iloczyny wystandaryzowanych wynikéw — to jest licznik
wspotczynnika korelacji r Pearsona.

© By uzyskac wartos¢ korelacji, dzielimy obliczong w kroku 4. sume przez liczbe
obserwacji pomniejszong o 1.
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Tabela 1.2. Kolejne kroki obliczania wielkosci korelacji dla zmiennych X oraz Y

waros | worair | rsedayione | fsnteionne | tocon
zmiennej X | zmiennej Y dlaX (Xi — M)/SD dlaX (Xi — M)/SD odlegtosci
1 5 -1,26 1,26 -1,6
2 4 -0,63 0,63 -04
3 3 0,00 0,00 0,0
4 2 0,63 -0,63 -0,4
5 1 1,26 -1,26 -1,6
$rednia = 3 | $rednia = 3 suma: -4
SD=16 SD=16

Dodatkowo jednak mozemy okresli¢ sile zaleznosci: im wartos¢ wspolczynnika
blizsza wartosciom maksymalnym -1 oraz 1, tym silniejsza zaleznos¢. Gdy wartos¢
wspolczynnika znajduje sie blisko 0, wowczas méwimy, Ze nie ma wspotzaleznosci,
przy czym musimy pamigtac, ze myslimy wtedy o zaleznos¢ prostoliniowej — mono-
tonicznej i proporcjonalnej (a wigc o zmianie o identyczng liczbe jednostke jednej
zmiennej wraz ze zmiang drugiej zmiennej o jedng jednostke). Tutaj mamy wigc
do czynienia z idealng korelacja ujemna, poniewaz wspotczynnik korelacji r = —1.

¢ Kowariancja pozwala okresli¢ jedynie kierunek zaleznosci, ale nie site relacji.
Wielkos¢ kowariancji zalezy silnie od jednostek pomiarowych.

¢ Korelacja umozliwia okreslenie zaréwno kierunku, jak i sity zaleznosci. Wiel-
kos¢ korelacji nie zalezy od jednostek pomiarowych, bo przed policzeniem
korelacji zmienne sg standaryzowane.

Operacje w programie IBM SPSS Statistics (ANALIZA-KORELACJE-
-PARAMI), gdy wpiszemy te dane do edytora danych, potwierdzaja poprawnos¢
wezesniejszych obliczen (zob. tab. 1.3).

Zerknijmy teraz, jak taka zalezno$¢ wyglada na wykresie rozrzutu, na ktorym
na osiach X oraz Y umieszczone sa wartosci obu zmiennych. Aby wykonac¢ wykres,
wchodzimy do gérnego menu programu IBM SPSS Statistics i wybieramy opcje¢
WYKRESY-WYKRESY TRADYCYJNE-ROZRZUTU/PUNKTOWY. Domyslnie
w oknie tym zaznaczony jest wykres PROSTY, a taki wlasnie chcemy wykona¢, wiec
Idikamy przycisk DEFINIUJ, by okregli¢, ktére zmienne przedstawimy na wykresie.
Zmienna X umieszczamy na osi X, a zmienng Y na osi Y. Zwykle zmienna, ktéra
traktujemy jako wyjasniana, umieszczamy na osi Y, a wyjasniajaca na osi X. Potwier-
dzamy che¢ wykonania operacji przyciskiem OK i uzyskujemy wykres (zob. rys. 1.1).

Jak wida¢ na rysunku 1.1, punkty ukladaja si¢ dokiadnie na linii prostej,
poniewaz mamy do czynienia z idealna korelacja ujemna. Biegna od lewego
gornego rogu do dolnego prawego, bo korelacja jest ujemna. Dla dodatniej korelacji
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Tabela 1.3. Macierz korelacji dla zmiennych X oraz Y

Korelacje
X Y
X Korelacja Pearsona 1| -1.000" |
Istotnoéé (dwustronna) .000
N 5 5
Y Korelacja Pearsona -1.000™ 1
Istotnoéé (dwustronna) .000
N 5 5
** Korelacja jest istotna na poziomie 0.01

(dwustronnie).

r = 1 punkty przebiegatyby po skosie od lewego dolnego do prawego gérnego
rogu. Jesliby natomiast korelacja bytaby stabsza, punkty lezatyby coraz dalej
od linii i przypominalyby raczej smuge niz idealny liniowy uklad. Im wartos¢
r Pearsona jest blizsza O, tym bardziej punkty sa bezladnie porozrzucane po
obszarze wykresu. Pamigtajmy tylko o jednym waznym zaleceniu: najpierw
obejrzyjmy wykres rozrzutu, a potem liczmy wspoélczynnik r Pearsona. Liczenie
tej statystyki (a takze, jak si¢ zaraz okaze, analizy regresji) wymaga spelnienia
zalozenia o liniowosci relacji migdzy zmiennymi. Musza si¢ wiec one ukiadac
w lini¢ prostg lub co najmniej smuge, nie moga natomiast przypomina¢ banana,
litery ,,s” ani przyjmowac innych zaokraglonych ksztattow.

s5004 @
4.007 L]
3,00 [ ]
2,007 [ ]
1,00 L
1 1 I
1.00 200 300 4.00 5.00

Rysunek 1.1. Wykres rozrzutu dla zmiennych X oraz Y
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JEDNOZMIENNOWA ANALIZA REGRESJI

Analiza regresji pozwala przeanalizowa¢ zalezno$¢ migdzy zmiennymi iloscio-
wymi. W tym rozdziale przedstawimy wariant analizy regresji z jednym pre-
dyktorem i jedng zmienng zalezng, by opisac szczegétowo kolejne kroki analizy
i znaczenie parametrow (statystyk regresji). Nalezy jednak pamigtac, ze taki
wariant obliczen jest obecnie rzadkoscia, poniewaz w wigkszosci przypadkéw
badacz dysponuje wigksza liczbg predyktoréw, ktorych znaczenie dla zmien-
nej zaleznej chce uwzglednia¢. Regresje jednozmiennowa i wielkozmiennowa
maja wiele wspélnych elementéow. W kazdej z nich do danych dopasowywany
jest model, ale w regresji jednozmiennowej jest to linia prosta, dwuzmiennowej
- plaszczyzna, a tréjzmiennowej — przestrzen tréjwymiarowa. Przy wiekszej licz-
bie predyktoréw nie sposéb juz sobie nawet wyobrazi¢ modelu (cho¢ oczywiscie
zlosliwi twierdza, ze zaden matematyk nie ma problemu z wyobrazeniem sobie
przestrzeni n-wymiarowej).

Kroki analizy regresji:

© Dopasowanie modelu (tu: linii) metoda najmniejszych kwadratow.

@® Oszacowanie parametrow linii dla danych surowych (parametry niestandary-
zowane: wspotczynnik nachylenia i stafa) i standaryzowanych (wspo6tczynnik
beta).

©® Okreslenie dobroci dopasowania modelu.

Zacznijmy wiec od najprostszego wariantu, w ktérym do danych dopasowu-
jemy lini¢ prosta za pomoca metody najmniejszych kwadratéw. Nastepnie
podajemy parametry tej linii prostej w dwéch wariantach: dla danych surowych
i dla danych wystandaryzowanych. Ta ostatnia statystyka, nazywana wsp6tczyn-
nikiem beta, pozwala na interpretacje zaleznosci w kategoriach sity i kierunku,
podobnie jak wspétczynnik r Pearsona. Ostatni krolk pozwala na okreslenie, ile
procent wariancji zmiennej zaleznej wyjasnia caly model. Dzigki tej informaciji
mozliwe jest poréwnywanie réznych modeli migdzy sobg, bez wzgledu na liczeb-
nos¢ proby, na ktorej zostaty obliczone.

DOPASOWANIE LINII REGRESIJI )
METODA NAJMNIEJSZYCH KWADRATOW

Pierwszym krokiem analizy regresji jest dopasowanie takiej linii prostej, ktéra
bedzie spelniala jeden wazny warunek: odleglosci wynikow od tej linii beda mini-
malne. Taka linia prosta moze zosta¢ nazwana linia najlepszego dopasowania.

LINIA NAJLEPSZEGO
DOPASOWANIA
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Jak jednak statystycznie sprawdzi¢, czy linia jest dobrze dopasowana? Jesli jeste-
$my zainteresowani odlegto$ciami wynikéw od linii, to w sukurs przychodzi nam
analiza wariancji, za pomoca ktérej mozemy okreslac¢ wielkos¢ facznych odlegto-
$ci wynikéw od linii regresji. Przyjrzyjmy si¢ jednak bardziej szczegélowo proce-
sowi okreslania, czy linia jest dobrze dopasowana.

Punktem wyj$cia analizy wariancji, ktéra sprawdza poziom dopasowania linii,
jest stwierdzenie, ze jesli nie mamy zadnego predyktora, to préobujemy przewi-
dywac¢ wyniki, postugujac si¢ srednia arytmetyczng dla zmiennej zaleznej. Ten
najprostszy model jest wiec punktem odniesienia dla modelu bardziej ztozonego
— linii prostej. Zerknijmy na wykres rozrzutu na rysunku 1.2.

Bedziemy przewidywac poczucie szczgscia na podstawie liczby przyjaciot. Dane
do wykonania tego wykresu znajduja si¢ w pliku przpjaciele.sav. Zobaczmy, ze punkty
sa nieco oddalone od linii regresji. Te odlegtosci od linii to r6znica miedzy wynikiem
rzeczywistym a wynikiem przewidywanym przez model liniowy. Gdyby zaleznos¢
byla idealna i punkty y lezaly dokladnie na linii, wtedy wynik przewidywany
réwnalby si¢ wynikowi rzeczywistemu. Tutaj jednak mamy pewng rozbieznosc,

Rearesia liniowa = 0.72
7.001 L ]

6.007 Wariancja niewyjasniona

za pomocg modelu regresji

5,00 BT
Wariancja wyjasniona

za pomocg modelu regresji

szczescie

L]

4,00

3.00 L] [ ]

2004 @ L]

T T T T
200 400 6.00 8.00

przyjaciele
* Gwiazdka oznaczono wynik przewidywany.

Rysunek 1.2. Wykres rozrzutu dla zmiennej zaleznej poczucie szczescia (szczescie)
i predyktora liczba przyjaciét (przyjaciele) z dopasowanag linig regresji (linia ciggta) i linig
poziomg okreslajgcg wartos¢ sredniego poczucia szczescia (linia przerywana)
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bo przewidywanie nie jest stuprocentowo precyzyjne. Rozbieznos¢ ta, czyli r6z-
nica migdzy wynikiem rzeczywistym a przewidywanym przez model, nazywana
jest reszta regresji. Reszty regresji okreslaja wielkos$¢ btedu przewidywania, a ich
wariancja moze by¢ traktowana jako skladnik biedu. Czy jednak regresja pozwala
lepiej przewidywac niz prostszy model bazujacy na $redniej arytmetycznej? By to
sprawdzi¢, musimy policzy¢, na ile poprawia si¢ przewidywanie, gdy postugujemy
si¢ regresja, a wigc odniesiemy wynik przewidywany przez regresj¢ do sredniej
arytmetycznej w postaci wariancji wynikow przewidywanych wobec §redniej. Jesli
model regresji jest dobrym modelem, to wéwczas wynik przewidywany stanowi
lepsze przyblizenie rzeczywistego wyniku osoby badanej niz §rednia arytmetyczna.
Analiza wariancji odnosi do siebie te dwa skladniki: wielkos¢ wariancji wyjasnionej
za pomoca modelu regresji do wielkosci wariancji niewyjasnionej przez regresje,
czyli wielkoSci reszt regresji.

Analiza wariancji w regresji testuje, czy model jest dobrze dopasowany do danych.
Poréwnuje wielkos¢ wariancji wyjasnianej przez regresje z prostszym modelem,
jakim jest srednia arytmetyczna. Istotna analiza wariancji wskazuje, ze model
regresji lepiej wyjasnia dane niz srednia arytmetyczna. Metoda ta nazywana jest
metodg najmniejszych kwadratéw, bo wariancja to nicinnego jak sredni kwadrat
odlegtosci wynikow od sredniej (zob. Bedynska, Brzezicka, 2007: rozdz. 7).

Proporcja tych dwoch wariancji podawana jest w postaci statystyki F wraz ze
stopniami swobody dla regresji (liczba wszystkich zmiennych, zaleznych i nieza-
leznych, minus 1) i stopniami swobody dla reszt (liczba wszystkich os6b badanych
pomniejszona o 1) oraz poziomem istotnosci, ktory pozwala stwierdzi¢, czy model
regresji jest istotnie statystycznie lepszym sposobem przewidywania wynikow
niz $rednia arytmetyczna. Analiza wariancji podaje takze skiadniki niezb¢dne
do oszacowania, ile procent wariancji (zmiennosci) zmiennej zaleznej udaje si¢
wyjasni¢ za pomoca wprowadzonych predyktorow. Mozliwe jest to dzigki okresle-
niu proporcji sumy kwadratow dla regresji (oszacowania wariancji wyjasnionej za
pomoca regresji) do sumy kwadratow ogotem (oszacowania catkowitej wariancji).
Statystyka, ktéra podaje te wartos¢, to statystyka R*obliczana poprzez podniesienie
do kwadratu wspoétczynnika korelacji wielokrotnej R — miary korelacji wszystkich
predyktoréw traktowanych tacznie ze zmienna zalezna.

Wspotczynnik R? pomnozony przez 100% wskazuje, ile procent wariancji zmiennej
zaleznej (jej zmiennosci) wyjasnia predyktor. Okresla wiec bardziej precyzyjnie
dobro¢ dopasowania b niz istotnos¢ analizy wariangji.
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PARAMETR B,
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ROWNANIE LINII PROSTEJ - PARAMETRY MODELU

Skoro na podstawie wynikow analizy wariancji zamieszczonych w regresji juz
wiemy, ze udalo si¢ dopasowa¢ dobry model regresji do danych, to mozemy
przystapi¢ do okreslania doktadnego réwnania opisujacego te relacje. Gdy mamy
tylko jeden predyktor, modelem jest linia prosta z jednym X, ktéra mozna zapi-
sa¢ w postaci réwnania matematycznego Y = B, + B, « X. Taki zapis jest nieco
odmienny od tego uczonego w szkole podstawowej, ale celowo podajemy taka
wlasnie posta¢ linii regresji, poniewaz program IBM SPSS Statistics oznacza
kolejne parametry linii prostej kolejno numerowanymi literami B. Opiszmy
znaczenie symboli w tym réwnaniu. Symbol Y oznacza przewidywany wynik
dla zmiennej zaleznej, a X — wynik uzyskany dla predyktora. Bardzo wazne jest
takze, by pamigtac znaczenie obu parametréw rownania. Parametr B, zwany jest
inaczej stala i wyznacza punkt przecigcia przez linig regresji osi Y. Jesli parametr
ten wynosi 1, oznacza to, ze linia regresji jest nieco powyzej poczatku ukladu
wspotrzednych; gdy wynosi -1 —to nieco ponizej poczatku uktadu wspotrzednych
(zob. rys. 1.3, wykres z lewej). Parametr B, — wsp6tczynnik kierunkowy, defi-
niuje natomiast stopieft nachylenia linii regresji wzgledem osi X. Gdy przyjmuje
wysoka wartos¢, to linia przebiega bardziej stromo, gdy niska — bardziej plasko.
W sytuacji gdy wspotczynnik B, wynosi doktadnie 0, linia regresji jest réownolegta
do osi X, poniewaz w réwnaniu pozostaje jedynie stafa i tylko ona determinuje
przebieg linii (zob. rys. 1.3 z prawej).

=3x
y=tx+1, Y 1x+0 y y=1x

y=1x-1

N
N

Rysunek 1.3. Znaczenie parametréw linii: z lewej strony linie réznig sie wartoscig statej,
z prawej wartoscig wspotczynnika nachylenia
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Parametr B, nazywany statq, okresla punkt przeciecia linii z osig Y, a parametr
B,, nazywany wspétczynnikiem nachylenia, okresla stopien nachylenia linii
wzgledem osi X.

Jak pewnie niekt6rzy zauwazyli, zapisane powyzej rownanie regresji obliczane
jest na podstawie danych surowych, a wigc w konsekwencji wielko$¢ obu parame-
trow tego réwnania (staltej i wspéiczynnika nachylenia) zalezy od jednostek pomia-
rowych. Pojawia si¢ wiec tutaj ten sam problem jak w przypadku wspotczynnika
kowariancji. Zat6zmy, ze chcemy przyktadowo przewidywac wzrost mezezyzny na
podstawie wzrostu jego ojca (to taki stary problem badawczy, ktéry interesowat
migdzy innymi Galtona w XIX wieku i przyczynit si¢ od odkrycia regresji do $red-
niej wskazujacej, ze synowie niskich ojcéw sg wyzsi, a wysokich — nizsi) i poda-
jemy wzrost za pomocg centymetrow, a drugim przypadku — w metrach. Parametry
modelu beda miaty wtedy wyzsze wartosci, gdy wzrost bedzie mierzony w centy-
metrach. To powoduje, Ze nie mozemy poréwnywac mi¢dzy soba réznych modeli,
postugujac si¢ parametrami dla danych surowych. Aby sie¢ pozby¢ tej niedogodno-
$ci, potrzebujemy uniwersalnej jednostki i takiej postaci linii regresji, w ktorej bedzie
podany parametr podobnie uniwersalny co wspotczynniki r Pearsona. By poradzic¢
sobie z tym problemem, musimy wigc — podobnie jak podczas obliczania wsp6i-
czynnika r Pearsona, wystandaryzowac wyniki, a nastepnie poda¢ wzor linii regresji
dla tak przeksztalconych danych. Konsekwencja tego przeksztalcenia jest redukcja
stalej do O i zmiana wartosci wspéiczynnika B, ktory w tej postaci jest nazywany
wspoltczynnikiem standaryzowanym beta. Beta, tak jak wspéiczynnik r Pear-
sona, moze przyjmowac wartosci od —1 do 1; jego interpretacja jest identyczna jak
wspolczynnika r Pearsona. Dzigki podanemu na wydruku poziomowi istotnosci uzy-
skujemy takze informacje, czy wspélczynnik ten jest rowny 0, czy tez odbiega istot-
nie od 0. Jesli odbiega, oznacza to istotna relacj¢ mi¢dzy predyktorem a zmienng
wyjasniang, ktérg mozemy interpretowac w kategoriach sity i kierunku zaleznosci.

Podsumujmy wiec kolejne sktadowe analizy regresji. W analizie regresji jedno-
zmiennowej modelem jest linia prosta, ktéra moze zostac opisana za pomoca row-
nania linii regresji. Réwnanie to ma posta¢ Y = B, + B, « X, gdzie wspétczynnik

Parametry B, oraz B, sg obliczane dla danych surowych, wiecich wartosci zaleza
od jednostek pomiaru. Pozwalajg obliczy¢ wynik przewidywany dla danej osoby,
ale nie nadajg sie do poréwnywania réznych modeli. By poréwnywac¢ modele,
postugujemy sie bardziej uniwersalnym parametrem beta, ktéry zostat obli-
czony dla danych standaryzowanych. Interpretujemy jego wartos¢ tak jak war-
tos¢ wspotczynnika r Pearsona.
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