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Przedmowa

Niniejszy zbior zadan planowany jest jako pierwsza czeS¢ z serii trzech obej-
mujacych cato$¢ zagadnien z analizy matematycznej, z jakimi studenci nauk
Scistych spotykaja sie w ramach poczatkowych dwéch lub trzech semestrow
zaje¢. Powstal on na podstawie moich doswiadczen z okresu kilkunastu lat
prowadzenia zaje¢ dydaktycznych z tego nietatwego przedmiotu na Wydziale
Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego. Dla niektorych zadan inspiracje stano-
wity materialy dydaktyczne, jakimi od dawna postuguja sie pracownicy Ka-
tedry Metod Matematycznych Fizyki. W zamysle zbiér ten ma by¢ odmienny
od innych dostepnych na rynku i powinien stanowié¢ dla nich uzupelnienie.
Podstawowym jego zalozeniem jest, aby wszystkie zamieszczone problemy
(poza tymi, ktdre sa przeznaczone do pracy wlasnej) byly w pelni oraz szcze-
gblowo — nawet na kilku stronach — rozwiagzane, aby zadne zagadnienie nie
pozostato niewyjasnione, a zadne pytanie, jakie mogloby nasunaé sie Czy-
telnikowi podczas analizowania rozwiazania, nie pozostalo bez odpowiedzi.
Zdaje sobie sprawe, ze zamiar ten powiddl sie co najwyzej w czedci. Sprawi-
toby mi jednak duzg satysfakcje, gdyby student po uwaznym przesledzeniu
konkretnego zadania uznatl, ze rozumie dane zagadnienie w stopniu zblizonym
do tego, jaki wynidstby z ¢wiczen rachunkowych na uczelni. Z tego wzgledu
sporo miejsca zostalo w ksiazce poswiecone na drobiazgowe przedstawienie
kazdego rozumowania czy szczegdétowe — dla niektérych zapewne nawet zbyt
elementarne — przeksztalcenia wzordw.

Taki profil ksigzki pociaga jednak za soba pewne ograniczenia. Przede
wszystkim nie mozna w niej umieéci¢ zbyt wielu zadan, aby nadmiernie sie
nie rozrosta. Z tego samego powodu nie ma tez w niej miejsca na teoretyczne



wprowadzenia, jakie zwyczajowo znajduja sie na poczatku kazdego rozdziatu
typowego zbioru zadan. Zmuszony bytem przyjac¢, ze student zna teoretyczna
strone zagadnien ze swojego wyktadu badz dysponuje dobrym podrecznikiem
do analizy matematycznej, jakich jest wiele na rynku. Ze wzgledu na ogra-
niczone rozmiary tej ksiazki zamieszczanie teoretycznych podrozdziatéw mu-
sialoby skutkowaé ograniczeniami w tych jej cze$ciach, ktére, moim zdaniem,
sa w niej najwazniejsze i ktére stanowity gtéwny cel jej opracowania. Zatem
niektére definicje czy twierdzenia, i to tylko wtedy, gdy ich przypomnienie
jest naprawde niezbedne, wlaczone zostaty do rozwigzan konkretnych zadan,
w ktérych sa bezposrednio stosowane. Moja praktyka dydaktyczna wskazuje,
ze taki uktad jest przez studentéw chetniej akceptowany, gdyz, zamiast stu-
diowa¢ kilka stron teoretycznych i abstrakcyjnych rozwazan, otrzymuja na-
tychmiast zastosowanie danego twierdzenia czy definicji.

Z tym wiaze si¢ tez kwestia jezyka uzywanego w niniejszej ksiazce. Sta-
ralem sie go maksymalnie uproéci¢ i — w miejsce terminéw abstrakcyjnych
— uzywaé pojeé intuicyjnie jasnych (a nawet potocznych!), choé kto§ moze,
i stusznie, sformutowaé¢ zarzut, iz nie sa one wystarczajaco precyzyjne. Jed-
nakze celem moim bylo takie przedstawianie zagadnien, aby student bez wigk-
szego wysitku umial przetozyé trudne pojecia na konkrety, ktore sa o wiele
latwiej zrozumiale i przyswajalne. To takze obserwacja z wielu lat pracy
na uczelni. Zrozumienie tematu przez odbiorcéow zalezy w duzej mierze od do-
boru odpowiednio prostego jezyka, zwlaszcza na pierwszych latach studiéw.
Na podniesienie poziomu abstrakcji na pewno znajdzie sie czas w dalszym
toku ksztalcenia. Na poczatku studiéw dobrze jest uzmystowié¢ stuchaczom,
ze wiele nowych poje¢ czy twierdzen moze by¢ przez nich opanowanych juz
na gruncie dotychczasowej ich wiedzy i wyrobionej intuicji.

Liczac, ze niniejsza pozycja przyczyni sie cho¢ w niewielkim stopniu do lep-
szego zrozumienia (od strony praktycznej) niektérych zagadnief analizy, za-
checam jednoczednie do korzystania z innych zbioréow zadan, ktére dostarcza
materialu do wlasnej pracy, a ktérych ta ksiazka na pewno nie zastapi.

Na koniec chcialbym podkredlié, ze wszelkie uwagi, ktore pomoglyby
w ulepszeniu tego zbioru, w usunieciu zauwazonych bledéw, w rozszerze-
niu objasnien, ktére zdaniem Czytelnika okazaly sie jednak zbyt skape badz
niejasne, czy wlaczeniu do rozwiazan zagadnien pominietych, a wiazacych sie

bezposrednio z rozwazanymi problemami, beda dla mnie bardzo cenne!.

Tomasz Radozycki

'BE-mail: ksiazkimf@gmail.com



Oznaczenia

Ponizej zamieszczamy uzywane w zbiorze oznaczenia i konwencje, aby unik-
naé ich powtarzania w kazdym rozdziale, w ktérym beda one stosowane.

e Liczby caltkowite dodatnie (bez zera) oznaczamy symbolem N:
N={1,2,3,...},

i nazywaé¢ bedziemy ,naturalnymi”. Jesli zaleze¢ nam bedzie na wla-
czeniu zera do tego zbioru, to napiszemy po prostu NU {0}, a liczby te
nazwiemy ,naturalnymi z zerem”.

e 7Zbior liczb rzeczywistych dodatnich, wymiernych dodatnich czy catko-
witych dodatnich oznaczaé¢ bedziemy odpowiednio symbolami Ry, Q4
oraz Zy. Zachodzi naturalnie Z4 = N. Analogicznie symbole R_, Q_
i Z_ odnosi¢ sie beda do liczb ujemnych.

e Jesli w konkretnym zadaniu nie sa wprowadzone inne oznaczenia, to
symbolem X oznacza¢ bedziemy caly przestrzein.

o We wszystkich zadaniach, poza tymi zawartymi w rozdziale 3 oraz ostat-
nim z podrozdziatu 6.1, uzywamy jako domyslnej metryki euklidesowej
opartej na twierdzeniu Pitagorasa, ktora szczegélowo oméwiona jest
w zadaniu 1 podrozdziatu 3.1. W przypadku zbioru R redukuje sie¢ ona
do ,metryki naturalnej”, a wiec takiej, w ktorej odlegtoéé¢ dwdéch liczb
x iy dana jest wzorem d(z,y) = |z — y|.

e Przyjmujemy, ze kula jest otwarta. Przyktadowo kula o srodku w pew-
nym punkcie xg i promieniu r to zbiér punktéw x spetniajacych waru-
nek: d(xzg,x) < r. Jedli w jakim$ zadaniu potrzebna nam bedzie kula
domknieta, to napiszemy to w sposéb jawny.
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e Funkcja f jako odwzorowanie zbioru X w zbiér Y wymaga, formalnie

rzecz biorac, oprocz przepisu przyporzadkowania (np. wzoru na f(z))
podania takze samych zbioréow X i Y. Przyjmujemy zasade, ze jesli
w tekécie zadania nie sg one ustalone, to przez dziedzine funkcji rozu-
miemy maksymalnie obszerny zbidr, dla ktérego wzér funkcji ma sens.
7Z kontekstu omawianych zagadnien wynika zawsze, co rozumiemy przez
to sformutowanie. Przykladowo w podreczniku, w ktérym mowa jest
wylacznie o funkcjach rzeczywistych, na pewno nie bedziemy rozsze-
rzaé¢ dziedziny funkcji logarytm na plaszczyzne zespolona. Podobnie,
jesli nie jest podany zbiér Y, to domyslnie uwazaé¢ go bedziemy za toz-
samy ze zbiorem wartosci funkcji f.

Dziedzine funkcji oznaczaé¢ bedziemy na ogét symbolem D.

Poziomice (warstwy) funkcji f zdefiniowane jako zbiory

{xe D] f(x)=h},

gdzie h € Y, oznacza¢ bedziemy symbolem Dj. Réwnowaznie mozna
takze napisaé: Dy, = f~1({h}).
Przez pojecie ,funkcja rosnaca” rozumieé¢ bedziemy funkcje liczbowa
spelniajaca

V'MJQED T < T2 = f(xl) < f(xQ) .
Podobnie z ,funkcjg malejaca” bedziemy mie¢ do czynienia, gdy

Varmep 1 <x2 = f(z1) > f(z2) .
Jedli spelnione sa jedynie warunki f(x1) < f(z2) lub f(x1) > f(z2), to
bedziemy méwié¢ o ,funkcji niemalejacej” lub ,nierosngcej”.
Symbol log oznaczaé¢ bedzie logarytm naturalny: logx = log, x.
Symboli := lub =: uzywaé bedziemy wszedzie tam, gdzie dana réwnosé
ma charakter definicji badZz wprowadzenia nowego oznaczenia i pra-
gniemy to szczegélnie podkreslic.
Klasy réwnowaznosci (abstrakcji) elementu x w relacji R oznaczymy
symbolem [z].
Symbolu ~ uzywaé bedziemy jako skrétowego zapisu oznaczajacego

wzachowuje sie jak”. Jesli na przykltad napiszemy, ze dla bardzo duzych
x a(x) ~ b(x), to bedziemy przez to rozumied, iz

a(z) _
a00 b(z) L.



Badamy zbiory i relacje

1.1 Wykazujemy proste tozsamosci

Problem 1

Wykazemy, ze
A\C C(A\B)U(B\C), (1.1.1)
gdzie A, B, C' sa zbiorami.

Rozwigzanie

Rozwiazywanie zadan z rachunku zbioréw, podobnych do rozpatrywanego
ponizej, warto rozpoczaé¢ od wykonania rysunku, ktéry pozwoli nam ltatwiej
wyobrazi¢ sobie, czego chcemy dowiesé. Czasami tez rysunek taki moze nawet
uchroni¢ nas przed bezskutecznym dowodzeniem nieprawdziwej tezy. Na ry-
sunku 1.1 przedstawiliémy w postaci két trzy zbiory A, B oraz C' w pewnej
szczegblnej konfiguracji. Po lewej stronie zaznaczony zostal szarym kolorem
zbiér A\ C, a po prawej (A\ B) U (B \ C). Z rysunku wynika, ze w istocie
zachodzi inkluzja podana w tresci zadania.

Przedstawiony rysunek jest jedynie przyktadowy. Nalezaloby wykonaé od-
powiednio zmodyfikowane szkice takze dla kilku innych konfiguracji zbioréw
(np. gdy ktéres z nich lub wszystkie sa rozlaczne). Jednakze nawet ten je-
den juz pozwala nam wyrobi¢ sobie pewna intuicje. Rysunki tego typu nosza
nazwe diagraméw Venna.
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AL @

A\lC (A\B)u(B\C)

Rysunek 1.1: Lewa i prawa strona zwiazku (1.1.1).

Przypomnijmy teraz prawa rachunku zbioréw, ktére moga sie przydaé:

AN(BUC) = (ANB)U(ANCQO), (1.1.2)
rozdzielnos¢ przeciecia wzgledem sumy,
Au(BNC) = (AuB)N(AuUCQ), (1.1.3)

rozdzielnosé sumy wzgledem przeciecia.

Jedli wyobrazimy sobie, ze wszystkie rozwazane zbiory sa podzbiorami
pewnej przestrzeni, ktora oznaczymy X, to mozemy zdefiniowaé dopelnienie
zbioru. Dla danego zbioru S dopelnieniem tym bedzie zbiér wszystkich ele-
mentéw przestrzeni X, ktére do S nie nalezg. Oznaczymy je symbolem S’.
Zgodnie z definicja mamy S’ = X \ S. Wéwczas réznice zbioréw wystepu-
jace w tresci zadania mozna, przy uzyciu dopelnienia, zapisa¢ w nastepujacy
sposéb:

A\B=ANnBAB".
Wykorzystamy ten zapis w naszym dowodzie.

Aby wykazaé¢ prawdziwos¢ (1.1.1), wyjdziemy od jego prawej strony i be-
dziemy ja przeksztalca¢. Musimy przy tym mie¢ w pamieci cel, do ktorego
zmierzamy. Otéz cheemy wykazaé, ze A\ C jest podzbiorem zbioru (A\ B) U
(B\ C) lub tez — i to bedzie dla nas wazniejsze — zbiér (A\ B) U (B \ C)
jest nadzbiorem zbioru A\ C. Céz to znaczy, ze dany zbiér S jest nadzbio-
rem pewnego zbioru 17 Ot6z oznacza to, ze jest on suma zbioru 7T i ,,czego$
jeszcze”:

S=TU[--], (1.1.4)
przy czym zupelnie nieistotne jest, jaki zbiér kryje sie pod symbolem [---].
W naszym dowodzie pdjdziemy wtadnie ta droga: postaramy sie, wykorzy-
stujac (1.1.2) i (1.1.3), tak przeksztalcaé¢ prawa strone (1.1.1), aby uzyskaé
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wyrazenie (A\ C)U[---]:

(A\B)U(B\C) = (AnBYu(BnC)=[Au(BnCHN[B U(BNC")]
=[(AuB)N(AuC)|Nn[(B'uB)n(B'uC],
(1.1.5)

gdzie dwukrotnie zostalo wykorzystane prawo (1.1.3). Jak wiadomo, operacja
polegajaca na wzieciu czeéci wspdélnej zbioréw jest taczna:

(RNS)NT=RN(SNT). (1.1.6)

Oznacza to, ze w otrzymanym powyzej wyrazeniu mozna pominaé¢ wszystkie
nawiasy prostokatne, bo jakbyémy ich nie wstawili, otrzymamy zawsze ten
sam wynik. Zauwazmy ponadto, ze pojawilo sie powyzej wyrazenie (B’ U B),
czyli suma zbioru i jego dopelnienia. Taka suma to, naturalnie, cala prze-
strzen X, bo kazdy element przestrzeni nalezy albo do B, albo do B’. Mozna
wiec zamiast prawej strony (1.1.5) napisaé:

(AuUB)N(AuC)nXnB'ul, (1.1.7)

po czym w ogdle opusci¢ X, bowiem dla kazdego zbioru S mamy SNX = S.
W efekcie otrzymujemy:

(A\B)U(B\C)=(AuB)n(AuC)n(B'uc). (1.1.8)

ChcieliSmy po prawej stronie otrzymaé¢ wyrazenie A \ C, czyli AN C’,
ale niczego takiego na razie nie ma. Mamy co prawda A U C’, ale to zupel-
nie co innego. Otéz bardzo czesto przy przeksztalceniach réznych wyrazen,
gdy wiemy, co na konicu chcemy uzyskaé, oczekiwane wyrazenie ,wstawiamy
recznie”, oczywiscie w taki sposéb, aby nie naruszy¢ réwnosci (np. dodajac
i odejmujac to samo). W naszym przypadku wykorzystamy po prostu naste-
pujaca tozsamosc:

A=ANX=ANn(C'UC)=(AnCHU(ANC), (1.1.9)
w ktérej podkreslone zostalo interesujace nas wyrazenie. Wstawimy ja w miej-

sce A do pierwszego nawiasu w (1.1.8), po prawej stronie. Otrzymujemy zwia-
zek:

(A\B)U(B\O) = [(ANC)U{(ANC)UBYN{(AUC)N(B'UC)} . (1.1.10)

Suma teoriomnogosciowa oraz przeciecie sa taczne, wiec mieliSmy prawo bez-
karnie dopisa¢ nawiasy klamrowe, ktérych nie bylo w (1.1.8). Zastosujemy
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teraz prawo (1.1.3) w odniesieniu do sumy i cze$ci wspdlnej zaznaczonych
w ostatnim wzorze strzatkami. W wyniku tego uzyskamy:

(A\B)U(B\C) =[(AnC)Yn(AuC) N (B uC")] (1.1.11)
U {(AnC)uB}n(AuC)n(B'uC],

po opuszczeniu nawiaséw klamrowych tam, gdzie nie byly juz potrzebne.
Otrzymane wyrazenie ma posta¢ sumy dwoch zbioréw, z ktorych kazdy ujety
jest w prostokatne nawiasy. Pokazemy ponizej, ze pierwszy z nich réwny jest
po prostu ANC’, a drugi wéwczas jest nieistotny (czyli jest tym, co we wzorze
(1.1.4) oznaczyliSmy [---]).

Zbiér AN C’ jest oczywiScie podzbiorem zbioru AU C’, wiec
(AnCHYN(AuCHN(B'ulC)=AnCYNnB'UC). (1.1.12)
Zachodzi takze ANC’' c C' Cc B'U(’, zatem
(ANCHYN(B'UC)=ANnC' =A\C . (1.1.13)
W efekcie réwnaniu (1.1.11) mozna wiec nadaé¢ postac:
(A\B)U(B\C)=[A\CJU[--]DA\C.

Jak widzimy, teza zostata wykazana.

Na koniec warto dodaé, ze tego typu dowody mozna tatwo i wzglednie
prosto przeprowadzaé, postugujac sie prawami logiki. W tym celu wypiszemy
tabelke wartosci logicznych, uwzgledniajac wszystkie mozliwe wartosci dla
trzech zdan: x € A, xz € B oraz z € C (w biezacym zadaniu mamy 8 mozliwo-
$ci, ale tatwo sobie wyobrazié, ze przy bardziej rozbudowanych wyrazeniach,
z wieksza liczba zbioréw, tabelka bardzo sie rozrosnie). Aby wykazaé¢ (1.1.1),
musimy w niej takze zawrzeé zdania: x € A\ C, x € A\ B,z € B\ C oraz
x € A\ BUB\ C, a ich wartosci logiczne wynikaja juz z wartosci trzech
pierwszych zdan oraz z definicji operacji teoriomnogos$ciowych ,,\” oraz ,U".
Jak zwykle symbol 1”7 oznacza ,prawda”’, a symbol ,0” —  falsz”.
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reAzeBxeC e A\C z€A\B z€B\C € A\BUB\C

0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 1 1
0 1 1 0 0 0 0
1 0 0 1 1 0 1
1 0 1 0 1 0 1
1 1 0 1 0 1 1
1 1 1 0 0 0 0

Teraz wystarczy poréwnacé¢ kolumny czwartg i ostatnia, aby przekonacé sie, ze
prawdziwa jest implikacja:

re A\C = z€A\BUB\C, (1.1.14)

ktéra w jezyku zdan logicznych oznacza to samo co (1.1.1) w jezyku teorii
mnogoéci. Zatozylidmy tutaj, ze Czytelnik zna podstawowe prawa rachunku
zdan i wie, ze prawdziwe sa implikacje: 0 — 0,0 = 1,1 = 1,
a falszywa 1 = 0.

Problem 2

Niech A, B i C beda zbiorami, a symbol + oznacza ,réznice syme-
tryczng” zbiorow:

A+B:=(A\B)U(B\A). (1.1.15)
Wykazemy tozsamosci:
a) +~(B+C)=(A+B)+C, (1.1.16)
b) N(B+C)= (AﬂB) (ANnC), (1.1.17)
c) A+B: (AUB)\ (AN B). (1.1.18)

Rozwigzanie

Pierwsze réwnanie, od ktérego zaczniemy, mozna nazwacé¢ wlasnoscia tacz-
nosci dla réznicy symetrycznej. Drugie to po prostu rozdzielnosé¢ czesci wspol-
nej wzgledem réznicy symetryczne;j.
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Tozsamo$é a)

Wyjdziemy od lewej strony réwnania (1.1.16) i bedziemy ja przeksztalcaé,
wykorzystujac (1.1.2) oraz (1.1.3). Przydadza nam sie takze wlasnosci tacz-
nosci i przemiennosci dla sumy i przeciecia:

RU(SUT) = (RUS)UT, RUS=SUR, (1.1.19)
RN(SNT)=(RNS)NT, RNS=5SNR, (1.1.20)

oraz prawa de Morgana:
(SNR) =S UR, (1.1.21)
(SUR) =S8nNnR". (1.1.22)

Jak pamietamy z poprzedniego przykladu, symbol S’ oznacza dopelnienie
zbioru S do przestrzeni X: 8" = X \ S. Wiemy tez, ze wyrazenie S \ R
zapisa¢ mozna jako S N R'. Mamy wigc:
A=+ (B+C) = {AN[(BNC"U(B'NnC)"YU{A'n[(BNCYU(B'NC)]} . (1.1.23)
Idea dowodu polegaé bedzie na rozwinieciu prawej strony powyzszej row-
nosci i odpowiednim pogrupowaniu wyrazéw. Najpierw przeksztalcimy pierw-
sze wyrazenie w nawiasach klamrowych, wykorzystujac kilkakrotnie prawa
de Morgana:
AN[(BNC)Y U (B'NnO) =An[(BNnC"Yn(B'NnC)] (1.1.24)
= An[(BuC)n(BulH=An(B'uC)n(BuUC).
Nawiasy prostokatne mozna bylo opuscié¢ ze wzgledu na wlasnoéé tacznosci
dla czesci wspolnej. Rozwijajac to wyrazenie dalej, tym razem przy uzy-
ciu (1.1.2), otrzymujemy:

ANB uO)N(BUC)=[(AnBYU(ANnC)n(BUC) (1.1.25)
= (ANB'NB)UANB'NC"YU(ANCNB)U(ANCNC").
3 3

Jak widzimy, pojawily si¢ powyzej dwa zbiory puste jako wynik przeciecia
danego zbioru z jego dopelnieniem: BN B’ = C N C’ = (). Oczywiste jest,
ze czeS¢ wspolna zbioru pustego z jakimkolwiek innym zbiorem takze jest
zbiorem pustym, a zbiér () w teoriomnogo$ciowej sumie mozna w ogdle po-
minaé (bo ,dodawanie zera” nic nie zmienia). W efekcie mamy:

AN[(BNnCHYUB' NC)) =(ANB' NCYU(ANCNB). (1.1.26)

Wréémy teraz do drugiego wyrazenia w nawiasach klamrowych w for-
mule (1.1.23). Rozwiniemy je, korzystajac najpierw z rozdzielnosci przeciecia
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wzgledem sumy, a nastepnie z tacznosci sumy:
ANn[(BNC)YU BNO=[ANnBNCHU[AN(B' NC)
= (ANBnNnCHUA'NB'NC). (1.1.27)
Wstawimy teraz po prawej stronie (1.1.23) otrzymane powyzej wzory:
A+ (B=+C)= (AnB' NnChYUANCNB)UANBNnCYUuA'NnB'NC).

(1.1.28)

Otrzymalismy wyrazenie, ktore jest suma czterech zbioréw. Dwa z nich
zostaly podkreslone i bedzie o nich mowa nizej. Nie jest to jeszcze koncowy
wynik, ale bardziej wprawne oko mogloby juz w tym miejscu uzna¢ dowodd
wlasdciwie za zakonczony. Dlaczego? Otdz dlatego, ze po prawej stronie mamy
pelna symetrie wzgledem dowolnej zamiany nazw zbioréw A, B i C'. Ponadto
z samej swojej definicji operacja + jest przemienna. Dlatego tez (po lewej
stronie) w miejsce A+ (B-+C') moglibySmy réwnie dobrze napisaé (B+C)+ A,
a nastepnie, postugujac sie wspomniang symetria, tatwo uzasadnilibysmy,
ze wyrazenie to musi byé¢ réwne takze (A + B) + C' i tym samym spelniona
jest réwnosé (1.1.16).

My jednak postapimy w zapowiedziany wczesniej sposob i tak pogrupu-
jemy wyrazy w (1.1.28), aby otrzymaé teze. Powstaje pytanie, jak nalezy to
zrobi¢. OdpowiedZ na nie jest prosta: ,nalezy to zrobié¢ tak, aby otrzymadé
teze”, co oznacza po prostu uzyskanie prawej strony réwnania (1.1.16), czyli
(A + B) + C. Czy mozemy dostrzec w (1.1.28) fragmenty tego wyrazenia?
Ot6z tak, jesli przypomnimy sobie, iz A+ B = (AN B)UA'NB). W podkre-
Slonych wyrazach wystepuja wlasnie te poszukiwane fragmenty, a C’ bedzie
mozna po prostu ,wylaczyé¢ przed nawias”. W pozostalych dwéch wyrazach
przed nawias wylaczy¢ bedzie mozna C. Otrzymujemy:

A+ (B=+C) (1.1.29)
= AnB'NnChYuA nNBNCHYU(ANCNB)U(A' NB' NC)
={[(AnBYuA'NB)NCYU{[(ANnB)U(A NnB)NC}
=[(A+-B)nCMU{[(AnB)U(A'NnB)NC}.

Widaé, ze jesteSmy juz prawie u celu i potrzebne nam jest jedynie uzasad-
nienie, ze podkreslone wyrazenie to (A + B)'. Jest tak rzeczywiscie, bowiem

(A+ B) (1.1.30)
=[(AnBYuANB) =AnNBYNANB) =(AUB)N(AUB)
= (ANAUANBYUBNAUBNB)=(ANB)YU(BNA).

T T



18 1 BADAMY ZBIORY I RELACJE

Otrzymujemy zatem tozsamosé¢, ktora pragneliSmy udowodnié:

A+-(B+C)=[(A+-B)nC'lU[(A+-B)nC]=(A=+B)=C.

Tozsamo$é b)
Dowdd (1.1.17) jest znacznie prostszy. Sklada sie na niego ponizszy ciag prze-
ksztalcen:

AN (B+C)=An[(BNnC)U (B NnC) (1.1.31)
=[AN(BNCHUANB NC)]=[(ANnB)NCTU[(ANC)N B']
=[(AnB)N (C’U/Tl’)] ulAnc)n (B’U/Tl’)] .

Przeksztalcenia te sa jasne. Wyjasnienia wymaga jedynie dopisanie zbioru
A" w miejscach oznaczonych strzatkami. Otéz zbiér (A N B) jest podzbiorem
zbioru A, wiec ma zerowe przeciecie z jego dopelnieniem: (AN B) N A" = 0.
Podobnie (AN C)N A" = (. Oznacza to, ze w zaznaczonych miejscach dopi-
saliSmy po prostu zbiory puste.

Aby zakonczyé dowdd, wystarczy wykorzystaé pierwsze prawo de Mor-
gana (1.1.21), po czym zwina¢ wyrazenie (1.1.31):

AN (B=+=C)=[(AnB)N(CNA)JU[(ANC)N (BN A)| (1.1.32)
= [(ANB)\ (CNAU[ANC)\(BNA)]=(ANB)+(ANC).

Tozsamos$é b) zostala w ten sposéb wykazana.

Tozsamo$é c)
W ostatnim przypadku przeksztalcimy wyrazenie po lewej stronie, najpierw
korzystajac z definicji (1.1.15):

A+B=(A\B)U(B\A) =(ANB)U(BNA), (1.1.33)

a nastepnie z rozdzielnosci sumy zbioréw wzgledem czesci wspolnej (1.1.3)
oraz z prawa de Morgana (1.1.21), otrzymujac

A+B=(AuB)Nn(AuA)n(B'UB)N(B'UA")=(AUB)N (B'UA4)
—_— Y

X X
= (AuB)N(BNA)Y =(AuB)\ (ANB), (1.1.34)

co konczy dowdd.

W tego typu przyktadach gléwna trudnosé polega na wyborze przeksztal-
cen, jakich zdecydujemy sie dokonywaé na teoriomnogosciowych wyrazeniach.
Na ogoét bowiem moga by¢ one wykonywane na bardzo wiele sposobow. Rada,
jakiej mozna tu udzielié¢, jest taka, aby zawsze mie¢ w pamieci cel, do ktorego



1.1 WYKAZUJEMY PROSTE TOZSAMOSCI 19

dazymy. Nie nalezy wiec ,mechanicznie” przeksztalca¢ wzoréw, lecz w taki
sposéb, aby uzyskiwaé¢ w nich pozadane struktury.

Problem 3

Niech A, B, C'i D beda zbiorami. Wykazemy, ze
(AUB)+-(CUD)Cc(A+-C)u(B=+D). (1.1.35)

Rozwigzanie

Na rysunku 1.2 przedstawilismy szarym kolorem zbiory, ktére wystepuja
po lewej i po prawej stronie (1.1.35). Przynajmniej dla tej przykladowej konfi-
guracji zbiorow A, B, C'i D widzimy, ze zbiér po lewej stronie faktycznie jest
podzbiorem tego po prawej. Warto bytoby, aby Czytelnik, w ramach ¢wiczen,
wykonal podobne rysunki takze dla odmiennych konfiguracji.

.‘ .‘
[ NOTA N N
‘ ‘

(AuB)+(CuD) (4+C)u(B=D)

Rysunek 1.2: Przykladowa konfiguracja zbioréw z réwnania (1.1.35).

Metoda dowodu, jaka zastosujemy w tym przypadku, bedzie polegata
na rozwinieciu obu stron (1.1.35) i poréwnaniu ich. Zacznijmy od lewej strony,
korzystajac kolejno:

(1) z definicji operacji + podanej w tresci poprzedniego zadania,

(2) z drugiego prawa de Morgana (1.1.22),

(3) z wlasnosci rozdzielnosci czesci wspdlnej wzgledem sumy (1.1.2),
(4) z wlasnosci tacznosci czesci wspoélnej (1.1.20) oraz sumy (1.1.19).
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Aby nie przerywaé toku przeksztalcen, pod kazda réwnoscia zaznaczymy,
z ktérej wlasnoéci w danym miejscu korzystamy.

(AUB)+(CUD) =[(AUB)N(CUD)|U[(AUuB) n(CuUD)]

)
5 [(AuB)N(C'NnDHuU[(ANnB)Yn(CuD) (1.1.36)
(3:) {[An(C'nDHuBn " nDH}yu{l(AnB)YnClu[(4 nB)n D]}
@(Amc’mD’)u(BmC’mD’)U(A’mB’mC)U(A’mB’mD)]

Zostawimy teraz na chwile otrzymane wyrazenie i w podobny sposéb prze-
ksztalcimy prawa strone (1.1.35):

C

(A+C) (B+D)(?) (ANCHUA'NnC)u[(BND)Yu (B NnD)

=(AnCcHhuA'nC)u(BNnD)U(B'NnD) (1.1.37)

—
s

(AnCHYu(BnDHYU(A'nC)u(B'NnD),

gdzie na koniec przestawiliémy sktadniki sumy, korzystajac z jej przemienno-
Sci (1.1.19).

Poréwnanie otrzymanych powyzej wyrazen (1.1.36) oraz (1.1.37) poka-
zuje, ze oba stanowig sumy czterech zbioréow. Co wiecej, kazdy ze sktadnikéw
teoriomnogosciowej sumy (1.1.36) jest podzbiorem odpowiedniego skladnika
sumy (1.1.37):

ANnC'nD c AncC’,
BnC'nD' c BND', (1.1.38)
AnNnBnCcAncC,
AnNnBnNnDcBnNnD,
(1.1.39)

skad wnosimy, ze zachodzi poszukiwana teza:

(AUB)+(CUD)C(A+=C)u(B+D).
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1.2 Znajdujemy zbiory na ptaszczyznie

Problem 1

Niech A; bedzie zbiorem punktéw na plaszczyznie zdefiniowanym na-
stepujaco:

Ay ={(z,y) eR?* | y>ta® N y< —ta®+1}, (1.2.1)
gdzie t € R. Znajdziemy zbiory
B:= |J A, oraz C:= () A. (1.2.2)
te[l,00] te[l,00]

Rozwigzanie

Rozwiazanie tego typu zadan sktada si¢ zazwyczaj z dwoch etapow. Naj-
pierw, wykorzystujac rysunek i postugujac sie wyobraznig, formutujemy wste-
pna teze (czyli w naszym przypadku konkretna postaé¢ wzoréw B i C'). Krok
drugi to Sciste wykazanie odgadnietej tezy.

W celu wykonania pierwszego kroku przedstawiliSmy na rysunku 1.3 kilka
zbioréw A; dla réznych wartosci parametru t. Im wieksza wartosé ¢, tym ciem-
niejszym kolorem narysowany jest odpowiedni zbiér. Rysunek wykonany zo-
stal dla t = 1,2,4 oraz 50 (startujemy naturalnie z ¢ = 1, co wynika z tresci
zadania i definicji szukanych zbioréw B i C'). Polozenie zbioréw Ap, As, Ay
oraz Asp daje nam pewne wyobrazenie o tym, jak bedzie wyglada¢ ich prze-
ciecie oraz suma. Przede wszystkim z rysunku tatwo mozna wywnioskowad,
ze dla 1l < t1 < t9 <tz < ... zachodzi:

Al D Ay DA, DAL D ..., (1.2.3)

czyli wszystkie kolejne zbiory zawieraja sie w pierwszym (A;). Oznacza to,
ze powinnismy mieé:
B= |J 4=4. (1.2.4)
te[l,00(

I to jest nasz pierwszy wniosek, ktory ponizej bedziemy sie starali udo-
wodnié. Drugi wniosek dotyczy czesci wspolnej zbioréw. Z zawierania (1.2.3)
wynika takze, iz

A1NAy, = Ay
AiNAy NA, = Ay NA, = Ay, (1.2.5)
AT N Ay NA, N A = Ay, N A = Ayy
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Rysunek 1.3: Kilka przyktadowych zbioréw A;.

i tak dalej. Mozna stad wnosi¢, ze zbior C' bedzie mial postaé¢ otwartego
odcinka )0, 1] lezacego na osi y, czyli
C= (] A ={0}x]0,1[. (1.2.6)
te[l,00]
Jakikolwiek punkt poza nim nie bedzie nalezal do pewnego Ay, a jedli tak, to
nie bedzie nalezal takze do czesci wspdlnej (1.2.2).

Przystapimy teraz do drugiej czesci zadania, czyli do Scistych dowoddéw
obu postulowanych tez. Wykazanie pierwszej z nich sprowadza si¢ do udo-
wodnienia zawierania (1.2.3), ktére odczytaliémy z rysunku. Wezmy zatem
dowolne parametry t; oraz to spelniajace to > t; > 1. Sprawdzimy, ze jesli
dany punkt na plaszczyznie, o wspétrzednych (z,y) nalezy do Ay,, to nalezy
rowniez do A;,. Mamy:

(z,9) € Ayy = y>tax? A y< —tox® +1. (1.2.7)
Poniewaz ty > t1, wiec takze tox® > t122, przy czym réwnosé zachodzi jedynie
dla z = 0. W konsekwencji

y>thr? = y>tiz?. (1.2.8)

Analogicznie dla ty > t zachodzi —tor? < —t12? oraz —tox?+1 < —t1x2+1.
Otrzymujemy zatem:
y< —tr?+1 = y<—tr*+1. (1.2.9)
Obie otrzymane nier6wnosci oznaczaja wspoélnie, ze (x,y) € A, . Wykazali-
$my zatem implikacje:
(x,y) € A&, = (x,y) € Ay, (1.2.10)
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dla dowolnych z i y. Implikacja ta oznacza dokladnie potrzebne nam zawie-
ranie: A, C Ay . Pierwsza z tez mamy zatem udowodniona. Skoro bowiem
Az, zawiera sie w Ay, , to wszystkie zbiory A; dla ¢ > 1 zawarte sa w A;, skad
wniosek (1.2.4).

Przejdziemy teraz do drugiej tezy. W ramach dowodu musimy wykazaé
dwie wlasnosci zbioru C"

1. Wszystkie elementy zbioru {0}x]0, 1[ naleza do C.
2. Jakikolwiek punkt nienalezacy do zbioru {0}x]0, 1], nie nalezy do C.

Wykazanie obu tych wlasnosci oznaczaé¢ bedzie réwnosé zbioréw {0}x]0, 1]
oraz C. Zacznijmy od pierwszej z nich. Jesli punkt o wspélrzednych (x,y)
nalezy do zbioru {0} x]0, 1[, oznacza to, ze wspdlrzedne te maja de facto
postaé (0,y), gdzie 0 < y < 1. Wstawmy wiec te wspo6lrzedne do nieréwnosci
definiujacych zbiér A;. Otrzymujemy:

y>t-0 AN y<—-t-04+1 = y>0 A y<1, (1.2.11)

ale to jest przeciez dokladnie naszym zatozeniem. Powyzszy ukltad nieréw-
nodci jest zatem prawdziwy, i to niezaleznie od wartosci t. W konsekwencji
punkt o wspétrzednych (0,y), gdzie 0 < y < 1, nalezy do wszystkich A,
a wiec takze do ich cze$ci wspdlnej. A skoro tak, to nalezy réwniez do zbioru
C, co chcieliSmy wykazad.

Teraz przystapimy do dowodzenia drugiej wlasnoéci. Wezmiemy jakikol-
wiek punkt lezacy poza zbiorem {0} x]0, 1[. Jego wspélrzedne x i y sa usta-
lone. Mozliwe sa tu nastepujace sytuacje (niekoniecznie wykluczajace sie):
z #01lub y > 1 lub y < 0. Rozpatrzymy je po kolei.

e Dla x # 0 nieréwno$é y > tz? mozna przepisaé¢ w postaci t < y/x2. Czy
jest mozliwe spelnienie tej nieréwnosci dla dowolnego ¢t > 17 Oczywiscie
nie, bo prawa strona jest ustalona (jest to konkretna liczba), a ¢ po
lewej mozna wybraé¢ dowolnie duze. Oznacza to, ze istnieje takie ¢ > 1,
iz (z,y) ¢ A;. W konsekwencji (z,y) nie moze tez naleze¢ do czesci
wspdlnej zbioréw, czyli do C.

e Dla y > 1 nie jestedmy w stanie spetnié nieréwnoéci y < —tz? +1, gdyz
liczba po prawej stronie jest co najwyzej réwna 1 (pamietamy, ze ¢ jest
dodatnie), a nieréwnos$¢ jest ostra. Taki punkt nie moze wiec nalezeé
do A; dla t > 1, a zatem nie moze naleze¢ do C.

e Dla y < 0 rozumowanie przebiega w analogiczny sposéb. Tym razem
nie mozemy spetni¢ nieréwnoéci y > tz?, gdyz liczba po prawej stronie
jest nieujemna.
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Whiosek: zaden punkt lezacy poza zbiorem {0}x]0, 1[ nie nalezy do C,
a kazdy punkt nalezacy do tego zbioru nalezy takze do C'. W ten sposéb
wykazali$émy réwnosé (1.2.6).

Problem 2

Zdefiniujmy na plaszczyznie zbior A; jako iloczyn kartezjanski:

Ay =[-t—1,t+1] x[t,2t+2] dlat>0. (1.2.12)
Zmajdziemy zbiory
B:= J A, oraz C:= ()] A (1.2.13)
tel0,1] t€[0,1]

Rozwigzanie

Podobnie jak w poprzednim przykladzie mamy tu do czynienia ze zbio-
rami na plaszczyznie, ktére mozna wzglednie latwo narysowaé. Dla kazdego
ustalonego t zbiér A; jest prostokatem (brzeg i wnetrze) o wierzchotkach
w punktach o wspotrzednych:

(—t—1,0), (t+1,t), (t+1,2t4+2), (—t—1,2t+2). (1.2.14)

Poniewaz zgodnie z (1.2.13) interesowac nas beda wartosci parametru ¢ z prze-
dziatu [0, 1], wykresliliémy na rysunku 1.4 kilka takich prostokatéw, poczaw-
szy od t = 0 (najciemniejszy prostokat), az do t = 1 (najjasniejszy prostokat).

Jak wynika z rysunku, suma wszystkich zbioréw (czyli zbiér B) powinna
byé szesciokatem o wierzchotkach:

(-1,0), (L,o), (2,1), (2,4, (-2,4), (-2,1). (1.2.15)
Z kolei czesé wspdlna (zbiér C') to prostokat o wierzchotkach:

Wykazemy ponizej, ze tak faktycznie jest. Zacznijmy od zbioru B. Dany
punkt na plaszczyznie nalezy do zbioru B, o ile nalezy do chociaz jednego
prostokata A; dla jakiego$ ¢t € [0, 1]. Stwierdzeniu temu mozna nadaé postaé
ponizszego zdania:

(,y) €B <= ey —t—-1<z<t+1 A t<y<2t+2. (1.2.17)
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-2 -1 o 1 2

Rysunek 1.4: Uklad kilku zbioréw A; dla 0 < ¢t < 1.

Oznacza to, ze dla danego (z,y) € B musi istnie¢ parametr ¢ spelniajacy
uktad sze$ciu nieréwnosci:

t>0, t<1, t>2—x—1, (1.2.18)
t>x—1, t<vy, t>y/2-1,
ktérym mozna nadaé bardziej zwarta postac:
max{0,—z — 1,z — 1,y/2 — 1} <t < min{l,y} . (1.2.19)

W tym miejscu musimy sobie u$wiadomié, ze niewazne jest, ile to t wy-
nosi. Wazne jest jedynie, aby takie t istniafo! Jedli odpowiednie t istnieje,
to (z,y) € B. Jedli nie istnieje, to (x,y) € B. Kiedy wiec jestesmy w sta-
nie znalez¢ jakiekolwiek ¢ spelniajace (1.2.19)? Odpowied? jest dosy¢ jasna:
wtedy, gdy spelniona jest nieréwnosé:
max{0,—z — 1,z —1,y/2 — 1} < min{1,y} . (1.2.20)
Jedli jednak najwieksza z liczb po lewej stronie musi by¢ mniejsza (badZ
réwna) od najmniejszej liczby po prawej, to jest to réwnowazne stwierdzeniu,
iz kaZda z liczb po lewej stronie musi by¢ mniejsza (badZ réwna) od kazdej
liczby po prawej. Mamy wiec nastepujacy uktad nieréwnosci, ktére musza
by¢ jednocze$nie spelnione:
0<1, —xr—1<1, r—1
0<y, —r—1<y, r—1

1, y/2—1<1,

Y, y/2—-1<y. (1.2.21)
Otrzymany uktad nieréwnoéci nie zawiera juz parametru t i definiuje szu-

kany zbiér B. Nieréwnosci tych jest dosy¢ duzo, ale czes¢ z nich mozna od-

rzucié¢, bo albo sa spelnione zawsze, albo wynikaja z tych, ktére pozostawimy.

<
<
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W ten sposéb otrzymujemy:
B:{(av,y)eR2 | —2<2<2 AN 0<y<4d ANyz2—-z—1 AN y>z—1}.
(1.2.22)
Znajdujac punkty przeciecia par prostych sposrod:
xr=-2, z=2, y=0, y=4, y=—z—-1, y=x—-1, (1.2.23)
tatwo sie przekonaé, ze zbidr ten jest wlasnie szesciokatem (1.2.15), co prze-
widzieliSmy na podstawie rysunku.

Przystapimy teraz do rozwiazania drugiej czesci zadania, czyli znajdowa-
nia zbioru C'. Gdybys$my chcieli napisaé¢ zdanie logiczne podobne do (1.2.17),
to jedna rzecz ulegnie zmianie. Teraz punkt (z,y) nalezal bedzie do C, o ile
nalezal bedzie nie do jednego, ale do wszystkich A;. Mamy zatem:

(z,y) €C = Ve —t-1<z<t+1 A t<y<2t+2. (1.2.24)
Wynika stad uktad czterech nieréwnosci, ktére rowniez musza byé spetnione
dla kazdego t € [0, 1]:

t>—x—1, tzx—1, t<y, t>y/2-1. (1.2.25)
Najbardziej rygorystyczne warunki otrzymamy, kltadac w nieréwnosciach typu
t > ... warto$¢ t réwna 0, a w nieréwnosciach typu t < ... warto$¢ ¢t réwna 1.
Dla tak wybranych wartosci uktad (1.2.25) musi by¢ spelniony, bo naleza one
do przedziatu [0, 1]. I wtedy bedzie juz spelniony automatycznie dla wszyst-
kich innych parametréw ¢ z tego przedzialu. Rozumowanie to prowadzi nas
do zbioru C' w postaci:

C={(z,y) eR? | —1<z<1 A 1<y<2}. (1.2.26)
Jak wida¢, zbidr ten jest faktycznie prostokatem o wierzchotkach (1.2.16).

1.3 Znajdujemy kresy zbioréw liczbowych

Problem 1

Wyznaczymy kresy gorny i dolny zbioru (o ile kresy te istnieja):
3yl —1
Slyl +1
Sprawdzimy takze, czy kresy te nalezg do zbioru X.

X::{xER|x: A yER}. (1.3.1)
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Rozwigzanie

W pierwszej kolejnosci zajmiemy sie kresem gérnym zbioru. Aby zbiér
liczbowy mégt mieé kresy (gérny czy dolny), to przede wszystkim musi byé
ograniczony (odpowiednio z géry badz z dotu). Powstaje zatem pytanie, czy
nasz zbiér jest ograniczony z gory. Aby to sprawdzié, przeksztalcimy wyra-
zenie na element x w nastepujacy sposéb:

:3\y]—1 :3]y\+3/5—8/5 :§_ 8 <§. (1.3.2)
5ly| +1 5ly| + 1 5 5(05lyl+1) 5

Ta ostatnia nieréwnosé jest oczywiscie ,jostra”, co pdzniej okaze si¢ wazne.
7 otrzymanego oszacowania wynika, ze zbiér X jest ograniczony z géry, bo
niezaleznie jakie wartosci podstawia¢ bedziemy pod ¥, otrzymane wyrazenie
zawsze bedzie mniejsze od 3/5.

Powstaje pytanie, czy liczba ta jest takze kresem tego zbioru, czy tez
wylacznie jednym z (nieskonczenie) wielu jego gérnych ograniczen. Wiemy,
ze kres gbérny jest najmniejsza z liczb ograniczajacych zbior z géry, o ile taka
istnieje. W przestrzeni liczb rzeczywistych bedzie ona istnie¢ na pewno, ale
w przestrzeni liczb wymiernych moze jej nie by¢. Za przyktad moze tu stuzyé
zbiér {qg € Q | ¢? < 2}, ktérego kresy (réwne ++/2) nie naleza do przestrzeni
Q (czyli de facto ich nie ma).

Wracajac do naszego zadania, trzeba stwierdzi¢, ze kluczowe jest teraz
zbadanie, czy gérnym ograniczeniem zbioru X moze by¢ jakas liczba mniejsza
od 3/5, np. 3/5 — €, dla pewnego malego dodatniego e. Jedli takiej liczby nie
ma, to kres réwny jest 3/5. Natomiast jesli jest, to musi zachodzié:

3yl—1 3
Sl s 1.3.3
Byl+1 5 (1.33)

Wykonujac przeksztalcenia analogiczne do (1.3.2), powyzszemu warunkowi
mozna nadaé postaé:

Vng x

\4 8 >

G+
Jasne jest, ze nie da sie spelni¢ tego wymogu. Prawa strona (czyli €) jest
ustalona, a lewa mozemy uczyni¢ dowolnie malta, wybierajac odpowiednio
duze y, wiec nieréwnosé¢ nie moze by¢ prawdziwa dla kazdego y € R. Nie
istnieje zatem e spelniajace (1.3.3). Wniosek: kresem gérnym zbioru X jest
liczba 3/5. Warto ustalié¢ jeszcze, czy kres ten nalezy do zbioru X, czy tez
pozostaje poza tym zbiorem. Odpowiedzi na to pytanie dostarcza (1.3.2).
ZwrociliSmy juz wyzej uwage, ze nierownosé ta jest ostra, co oznacza, ze
Vyer @ # 3/5. Liczba ta nie moze wiec naleze¢ do zbioru X.

(1.3.4)
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Poszukiwanie kresu dolnego takze musimy rozpoczaé¢ od ustalenia, czy
zbidr jest ograniczony z dotu. Tym razem przeksztalcimy wyrazenie na x
nastepujaco:

_3lyl =1 8ly[=5blyl -1 8yl
5ly| +1 5ly| +1 5ly| +1

> 1. (1.3.5)

Jak widac, zbidr jest ograniczony z dotu przez liczbe —1. OczywiScie ogra-
niczen jest nieskonczenie wiele. Aby ustali¢, jaki jest kres dolny zbioru X,
musimy znalezé najwieksza z tych liczb (naturalnie, o ile taka istnieje). Za-
danie to jest bardzo proste, co wynika z faktu, Ze nieréwnosé¢ (1.3.5) jest
yhieostra”. Wybierajac y = 0, znajdujemy x = —1. Mamy wiec od razu dwa
wnioski: kresem dolnym jest liczba —1 i kres ten nalezy do X . Podsumowujac,
znalezlismy:

sup X = g X, infX=-1eX. (1.3.6)

Pewna zagadke dla Czytelnika stanowi¢ moze to, skad wiedzieliSmy od ra-
zu, ze wyrazenia (1.3.2) oraz (1.3.5) nalezy przeksztalcaé akurat w taki spo-
s6b, aby wydzieli¢ z nich odpowiednio 3/5 oraz —1. Ot6z byto to podyktowane
postacia wzoru na x oraz intuicja: wida¢ bowiem bez zadnych rachunkéw,
ze z racji obecnoéci —1 w liczniku i +1 w mianowniku utamek mniejszy jest
od 3/5, a przybliza sie do tej wartosci dla bardzo duzych y. Jesli wiec wy-
dzielimy z niego warto$¢ 3/5, to pozostaje jedynie rozstrzygnaé, czy drugi
sktadnik jest dodatni czy ujemny. Okreslenie znaku jest na ogoét duzo prost-
sze niz znajdowanie konkretnej wartosci. Podobnie rzecz si¢ ma z kresem
dolnym, gdzie narzuca si¢ podstawienie y = 0, gdyz |y| przyjmuje wéwczas
najmniejsza wartosc.

Problem 2

Wyznaczymy kresy gérny i dolny zbioru:
Y ={yeR|y=(a+b)(1/a+1/b) N a>0Ab>0} (1.3.7)

oraz sprawdzimy, czy kresy te nalezg do zbioru Y.
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Rozwigzanie

Wyjdziemy od oczywistej nieréwnosci:

Vaper (a—0)2>0. (1.3.8)
Dzigki temu, ze a,b > 0, nieréwnosé¢ (1.3.8) przepisa¢ mozna w nastepujacy
sposéb:

21 p? b

a2 —2ab+b2 >0 < a>+b2>2ab a*; :%+—>2.u3m
a a

7 drugiej strony, patrzac na defincje zbioru Y, widzimy, ze liczbie y mozna

nadaé postaé:

1 1 a b
= bl—-+-|=-+—-4+2. 1.3.10
y m+)(a+b) ot ( )
Poréwnanie (1.3.9) oraz (1.3.10) prowadzi do wniosku, ze
a b
=—4+-+2>4. 1.3.11
y=4+o+ (1.3.11)

Zbiér Y jest ograniczony z dotu liczba 4. Jednocze$nie gdy po lewej stro-
nie (1.3.11) polozymy a = b, to nier6wno$¢ zmienia sie w réwnosé. Wynikaja
stad natychmiast dwa wnioski:

inffY =4, oraz infY €Y . (1.3.12)

Jedli chodzi o supremum zbioru Y, tatwo wykazaé, ze ono nie istnieje,
gdyz zbidr nie jest ograniczony z géry. Bardzo czesto, gdy badamy zachowa-
nie wyrazenia zaleznego od kilku zmiennych (w naszym przypadku od a i od
b), wygodnie jest na poczatku wszystkie, poza jedna, ustali¢, a badaé¢ zalez-
nos¢ od jedynej pozostawionej zmiennej. Potézmy wiec b = 1, co odpowiada
badaniu pewnego podzbioru zbioru Y. Jesli wykazemy, ze podzbiér ten jest
nieograniczony, to oczywiscie i sam zbiér Y jest nieograniczony. Mamy wiec:

a b
Y = {312 72)|

Co dzieje sie, gdy a zmierza do 07 Otéz wyrazenie to mozemy uczynié¢ dowol-
nie duzym, gdyz a+ 2 > 2, natomiast 1/a jest wigksze od dowolnej dodatniej
liczby M, o ile tylko wezmiemy a < 1/M. Podobnie, kladac a = M, znajdu-
jemy, ze

1
—a4+2+-. (1.3.13)
a

1
Yy =M +24 12> M. (1.3.14)

Podsumowujac, trzeba stwierdzié, ze nie istnieje liczba ograniczajaca zbidr
Y z gory.
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1.4 Sprawdzamy, czy R jest relacjg rownowaznosci,
szukamy klas abstrakcji i sporzadzamy wykres

Problem 1

Zbadamy, czy relacja zdefiniowana wzorem:
R={(x,y) €2 | (v—4y)/3 € L} (1.4.1)

jest relacja réwnowaznosci. Jedli tak, to znajdziemy klasy abstrakcji.
Sporzadzimy wykres relacji.

Rozwigzanie

Jak wiemy z wyktadu analizy, relacja R w zbiorze X jest po prostu pod-
zbiorem iloczynu kartezjanskiego X x X:

RCXxX.

Jedli wezmiemy pare elementéw tego zbioru, np. a i b, to méwimy, ze pozostaja
one w relacji, jesli (a,b) € R. Uzywa sie takze notacji aRb. Trzeba naturalnie
pamietaé, ze jesli para (a,b) nalezy do takiego podzbioru, to wcale jeszcze
nie oznacza, ze réwniez para (b,a) do niego nalezy. Relacje, dla ktérej ten
warunek jest jednak spelniony, nazywamy symetryczna. a’/Rb nie oznacza wiec
w ogdlnosci tego samego co bRa.

W matematyce, ale takze w fizyce, szczegdlnie wazna role odgrywaja tzw.
relacje rownowaznosci. Przypomnimy ponizej stosowna definicje. Relacje R
nazywamy relacjg réwnowaznoéci wtedy i tylko wtedy, gdy spelnia ona trzy
warunki:

1. Dla kazdego = € X zachodzi: (z,x) € R. Relacje o tej wlasnosci nazy-
wany 2wrotng.

2. Dla kazdych z,y € X prawdziwa jest implikacja:

(z,y) e R = (y,x)€eR. (1.4.2)
Jak wspominaliémy wyzej, w takim przypadku méwimy o relacji syme-
tryczne;.
3. Dla kazdych z,y,z € X mamy:

(x,y) eR A (y,2) €ER = (z,2) €R. (1.4.3)

Relacja taka jest przechodnia.
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Zbadamy teraz, czy relacja (1.4.1) spelnia te warunki.

e Zwrotnos$é. Sprawdzi¢ musimy, czy (z,x) € R, a wiec czy

T — 4x

3 €. (1.4.4)
Warunek ten jest w sposéb oczywisty spelniony, poniewaz
r—4r =3z
= == — 1.4.5
oo, (1.45)

a x z zalozenia jest liczba catkowita. Relacja jest zatem zwrotna.

o Symetryczno$é. Teraz musimy upewnié sie, czy jesli n := (x — 4y)/3
jest liczba caltkowita, to takze mozna to powiedzie¢ o m := (y — 4z)/3.
W tym celu obliczymy sume tych dwdch liczb:

:C—4y+y—4x _rx—4dyt+y—do
3 3 3
3 3
AWty ez (1.4.6)
3 T, YL

n+m =

Skoro n € Z oraz n+m € Z, to naturalnie musi takze zachodzi¢ m € Z.
Relacja jest wiec symetryczna.

o Przechodnio$é. Tym razem zakladamy, ze n := (x — 4y)/3 € Z oraz
m = (y — 4z)/3 € Z, a celem naszym jest wykazanie, iz takze liczba
[ := (z —4z)/3 € Z. Podobnie jak w poprzednim punkcie obliczymy:

ntm—1l=" 34y + Y 34Z 2 34Z :—%y = _yeZ (147

Stad natychmiast wyplywa wniosek, ze [ € Z, czyli (z,2) € R. Relacja
jest wiec przechodnia.

Podsumowujac, stwierdzamy, ze relacja zdefiniowana w tresci zadania
w istocie jest relacja rownowaznosci. Jak wiadomo z wyktadu, zbioér Z roz-
pada sie w takiej sytuacji na klasy elementéw réwnowaznych (w tej relacji),
czyli tzw. klasy abstrakeji (réownowaznosci). Znalezieniem tych klas zajmiemy
sie ponizej.

Jedli liczby catkowite x i y pozostaja ze sobe w relacji, to naturalnie
k:= (y — 4x)/3 jest calkowite. Przeksztalcajac to réwnanie, napiszemy:

y = 4x + 3k . (1.4.8)

Podstawiajac tutaj pewne ustalone x € Z oraz rézne liczby catkowite k,
otrzymujemy te elementy y zbioru Z, ktére sa dla z réwnowazne. W ten
sposéb, biorac k = 0,+£1,+£2, ..., znajdujemy najpierw klase elementu = = O:

0] = {0,3,-3,6,—6,...} . (1.4.9)
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Podobnie:

1]z = {1,4,-2,7,-5,...},
2 = {2,5,—1,8,—4,...} . (1.4.10)
Zauwazmy, ze wiecej klas rownowaznosci nie ma. Np. x = 3 nalezy juz
do klasy [0]g, * = 4 do klasy [1|g itp. Dzieki wlasnosci przechodniodci re-

lacji (1.4.3) latwo jest bowiem wykazaé, ze jesli jaki$ element zbioru nalezy
do dwdch klas, to klasy te sa identyczne. W efekcie zachodzi:

Z=[0g Ulr U[2x , (1.4.11)

oraz
(1.4.12)

Rysunek 1.5: Wykres relacji (1.4.1).

Pozostaje nam jeszcze wykonaé wykres relacji. Bedzie go stanowit zbiér
wszystkich punktéw na plaszczyznie, ktorych wspélrzedne (catkowite) pozo-
staja ze soba w relacji. Punkty te przedstawione sa na rysunku 1.5 za pomoca
czarnych punktéw. Jak juz wiemy z (1.4.8), leza one na prostych y = 4x + 3k.
Te pomocnicze proste zaznaczyliSmy na wykresie przerywanymi liniami (pa-
mietajmy, ze nie cale linie, ale jedynie dyskretne, czarne punkty, tworza
wykres relacji). Naturalnie, dzieki symetrycznosci relacji punkty nalezace
do niej musza znajdowa¢ sie jednoczesnie na prostych typu (1.4.8), w ktérych
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x 1y zamienilibySmy rolami. Tak jest w istocie. Proste te zostaly przedsta-
wione liniami kropkowanymi. Szarg linia wykreslona jest wazna prosta y = «.
Ze wzgledu na wlasnosé zwrotnosci wszystkie punkty o catkowitych wspot-
rzednych musza by¢ na niej zaznaczone jako nalezace do R (kazde = pozostaje
w relacji z y = x). Z kolei wlasno$é symetrycznosci manifestuje sie na wy-
kresie niezmienniczoscia przy jego odbiciu wzgledem tej prostej.

Problem 2

Sprawdzimy, ze relacja:
R = {(x,y) € R? | z* —42? :y4—4y2} (1.4.13)

jest relacja rownowaznosci, znajdziemy klasy réwnowaznosci oraz
sporzadzimy wykres relacji.

Rozwigzanie

Relacja ta nalezy do szerszej klasy relacji definiowanych przez funkcje.
W naszym przypadku funkcja ta jest

p(z) = 2t — 422 (1.4.14)
a sama relacja zdefiniowana jest réwnaniem:

P(x) = 9(y) - (1.4.15)
Wykazemy ponizej, ze taka relacja w istocie jest relacja réwnowaznosci. De-
finicje znamy juz z poprzedniego zadania, wiec od razu mozemy przystapi¢
do sprawdzania poszczegdlnych warunkéw.

e Zwrotnosé. Naturalnie kazdy z elementéw x € R pozostaje w relacji

z samym soba, bo zawsze spelniony jest warunek ¢(z) = ¢(z).
o Symetrycznosé. Poniewaz z ¢(x) = ¢(y) wynika, ze ¢(y) = ¢(x), wiec
relacja jest symetryczna.

e Przechodnio$é. Implikacja:

o) =o(y) N o(y) =d(z) = o(z)=9(2) (1.4.16)

jest prawdziwa w sposéb oczywisty, wiec relacja jest przechodnia.
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Mamy zatem do czynienia z relacja réwnowaznosci. Wiemy, ze okresla ona
rozktad zbioru liczb rzeczywistych na klasy réwnowaznych elementéw. Zba-
damy je ponizej. Zanim jednak do tego przejdziemy, zwréémy jeszcze uwage,
ze do tej pory nigdzie nie wykorzystaliSmy konkretnej postaci funkcji ¢(x)
i nasze wnioski sg stuszne dla dowolnej relacji zdefiniowanej przez funkcje.

Zalbézmy, ze chcemy ustali¢, jakie elementy pozostaja w relacji z wybra-
nym wczesniej elementem x. W tym celu musimy rozwazy¢ réwnanie (1.4.15),
w ktérym z jest ustalone, a y jest niewiadoma. Nalezy wiec rozwigzaé réw-
nanie:

yt— 4y? = 2t — 42? (1.4.17)

ze wzgledu na y. Najwygodniej jest przepisaé¢ je w postaci:

y'—at—dyP+da® = (P —a?) (v’ +a?) —A(yP —a?) = (v¥ —2?) (P +a?-4) = 0.

(1.4.18)
Jedli réwnanie to ma by¢ spelnione, to pierwszy badz drugi czynnik (badz
oba razem) musi by¢ réwny zeru. Z réwnania

y? — 2% =0 (1.4.19)
dostajemy dwie proste na ptaszczyznie: y = z i y = —z. Drugie:
v +2>—4=0, (1.4.20)

jest po prostu réwnaniem okregu o srodku w poczatku uktadu i promieniu 2.
Na tej podstawie mozemy od razu podaé klasy elementu x. Beda one liczy¢
od 2 do 4 elementow.

e Gdy |z| > 2, to (1.4.20) nie ma rozwiazan, bo lewa strona jest zawsze
dodatnia, wiec klase tworza jedynie rozwiazania otrzymane z (1.4.19):

(2] = {z,—x}. (1.4.21)

e Dla x = 2 réwnanie (1.4.20) ma jedno rozwiazanie y = 0, a oprocz tego
mamy y = £2 z (1.4.19), wiec

co réwnie dobrze mozna by oznaczy¢ [0] . Identyczny wynik otrzymamy
naturalnie dla x = —2.

e Gdy 0 < |z| < 2, to mamy w sumie cztery rozwiaznia, wiec tyle tez
elementow liczy¢ bedzie klasa

[2)p = {z, —x, V4 — 22, —V/4 — 22}, (1.4.23)




