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Wst¦p

Niniejsza praca po±wi¦cona jest teorii mnogo±ci Zermelo-Fraenkla z aksjoma-
tem wyboru, nazywanej w skrócie teori¡ ZFC (Z, F � pierwsze litery nazwisk jej
twórców, C � pierwsza litera wyrazu choice, axiom of choice � aksjomat wyboru).
Jest to teoria pierwszego rz¦du, a wi¦c klasa zda« ustalonego j¦zyka pierwszego
rz¦du zamkni¦ta na relacj¦ wynikania. Zazwyczaj teoria pierwszego rz¦du maj¡ca
zastosowanie gdzie± poza teori¡ modeli podawana jest w postaci aksjomatycznej,
tzn. traktowana jako klasa wszystkich zda« ustalonego j¦zyka wynikaj¡cych z usta-
lonego zbioru zda« zwanych aksjomatami tej teorii. Wªa±nie w takiej postaci teoria
ZFC jest tu prezentowana.

Praca stanowi istotne rozszerzenie cz¦±ci rozdziaªu 2 z [11]. Przeznaczona jest
dla humanistów nieb¦d¡cych matematykami (np. �lozofów wykorzystuj¡cych teori¦
mnogo±ci), ma wi¦c charakter elementarny. Niemniej zakªadamy znajomo±¢ apara-
tury poj¦ciowej logiki kwanty�katorów z identyczno±ci¡ (logiki pierwszego rz¦du),
w szczególno±ci znajomo±¢ j¦zyka tej logiki oraz metod dowodzenia zda« tego j¦-
zyka (zob. np. [3], [5], [16], [18], [19]). Bibliogra�a zostaªa ograniczona do pozycji
�klasycznych�.

Panom profesorom Andrzejowi Indrzejczakowi i Piotrowi �ukowskiemu oraz
Recenzentowi tekstu, profesorowi Andrzejowi Pietruszczakowi, serdecznie dzi¦ku-
j¦ za cenne uwagi, istotnie ulepszaj¡ce pierwotny tekst. Wyrazy podzi¦kowania
skªadam równie» pani mgr Beacie Promi«skiej za trud wªo»ony w redakcyjne opra-
cowanie tekstu do druku.

�1. Wprowadzenie do zagadnie« teorii mnogo±ci

J¦zyk teorii mnogo±ci wyposa»ony jest w jedyny pierwotny predykat 2-argu-
mentowy ∈ (naturalnie poza predykatem identyczno±ci: =, traktowanym jako staªa
logiczna) i nie zawiera »adnych pierwotnych staªych indywidualnych ani pierwot-
nych symboli funkcyjnych. Predykat �∈� czytamy: �nale»y do� lub � jest elementem�
(u»ywamy zapisu: x 6∈ y jako równoznacznego z negacj¡ formuªy atomowej: x ∈ y).

Teoria ZFC mo»e by¢ wi¦c traktowana jako jedna z teorii ustalaj¡cych i precy-
zuj¡cych znaczenie terminu: � jest elementem mnogo±ci (zbioru)� czy te» � jest cz¦-
±ci¡ mnogo±ci�. Historycznie pierwsz¡ z takich teorii formalnych jest tzw. naiwna
teoria mnogo±ci, sformuªowana nieaksjomatycznie w drugiej poªowie XIX stulecia
przez Georga Cantora. Miaªa ona fundamentalny mankament � byªa sprzeczna.
Sformuªowanie teorii niesprzecznej, lecz zachowuj¡cej podstawowe intuicje znacze-
niowe Cantora staªo si¦ celem bada« na pocz¡tku XX w. Jednym z owoców tych
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bada« jest wªa±nie teoria ZFC. Aby przybli»y¢ owe intuicje Cantora, rozwa»my
przez chwil¦ tzw. aksjomatyczn¡ teori¦ naiwn¡. Okre±laj¡ j¡ nast¦puj¡ce aksjo-
maty:

(Ax =) ∀x∀y(∀z(z ∈ x⇔ z ∈ y) ⇒ x = y),

(AxCan) ∃y∀x(x ∈ y ⇔ φ(x)),

gdzie φ(x) jest formuª¡ j¦zyka teorii, w której x jest przynajmniej jedn¡ zmienn¡
woln¡ oraz w której y nie jest zmienn¡ woln¡.

(Ax =) zwany jest aksjomatem identyczno±ci lub ekstensjonalno±ci. (AxCan)
zwany jest aksjomatem lub pewnikiem Cantora. Nie jest to wªa±ciwie aksjomat (for-
muªa j¦zyka), lecz schemat aksjomatu: w zale»no±ci od konkretnej postaci formuªy
φ(x) uzyskujemy z (AxCan) konkretny aksjomat teorii.

Oba aksjomaty maj¡ na celu formalnie ujmowa¢ nast¦puj¡c¡ intuicj¦: dla do-
wolnie pomy±lanej wªasno±ci istnieje zbiór (mnogo±¢) tych i tylko tych obiektów,
którym ta wªasno±¢ przysªuguje. Owa wªasno±¢ reprezentowana jest formalnie for-
muª¡ φ(x) w (AxCan). Wªa±nie (AxCan) stwierdza istnienie zbioru y tych i tylko
tych obiektów x, którym �wªasno±¢� φ(x) przysªuguje. Jednak»e samo wyra»enie
(AxCan) nie wystarcza dla oddania owej intuicji. Niejawnie bowiem jest w niej
mowa o dokªadnie jednym zbiorze tych i tylko tych obiektów, którym dana wªa-
sno±¢ przysªuguje. Tymczasem (AxCan) nie gwarantuje wcale istnienia dokªadnie
jednego zbioru y zªo»onego z obiektów x, dla których prawd¡ jest, »e φ(x). Przy-
kªadowo rozwa»my φ(x) postaci

∀z(x 6= z ⇒ x ∈ z),

odpowiadaj¡c¡ wªasno±ci: jest cz¦±ci¡ czegokolwiek ró»nego od siebie.
Wówczas z (AxCan) otrzymujemy zdanie:

∃y∀x(x ∈ y ⇔ ∀z(x 6= z ⇒ x ∈ z)).

Zinterpretujmy je w strukturze relacyjnej ({a, b, c},∈), gdzie a, b, c s¡ ró»nymi
od siebie obiektami oraz relacja ∈ (nie odró»niana tu symbolicznie od predykatu
∈) jest taka, »e c ∈ a i c ∈ b. Wówczas ªatwo sprawdzi¢, »e prawdziwe s¡ formuªy:

∀x(x ∈ a⇔ ∀z(x 6= z ⇒ x ∈ z)) oraz

∀x(x ∈ b⇔ ∀z(x 6= z ⇒ x ∈ z))

(nie odró»niamy tu obiektów a, b od staªych indywidualnych b¦d¡cych ich nazwami
w tej interpretacji), tzn. istniej¡ dwa ró»ne �zbiory� y dla których prawd¡ jest

∀x(x ∈ y ⇔ ∀z(x 6= z ⇒ x ∈ z)).
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�1. Wprowadzenie do zagadnie« teorii mnogo±ci 9

Dodanie aksjomatu (Ax=) powoduje, »e ów zbiór y, którego istnienie stwierdza
(AxCan) jest dokªadnie jeden. (Ax =) stwierdza uto»samienie zbiorów maj¡cych
te same elementy. W podanej tu przykªadowo interpretacji oczywi±cie (Ax =) jest
faªszywy, bowiem obiekty a, b maj¡ jedyny element c (jeden i ten sam), nie s¡ za±
identyczne.

Bardziej ogólnie, zaªó»my, »e w obecno±ci (Ax =), dla ustalonej (kon-
kretnej) formuªy φ(x) prawdziwe s¡ dwie formuªy uzyskane z (AxCan):

(1) ∀x(x ∈ a⇔ φ(x)) oraz

(2) ∀x(x ∈ b⇔ φ(x)).

Wówczas mamy:

(3) ∀x(x ∈ a⇔ x ∈ b).

We¹my bowiem dowolny x i w celu pokazania równowa»no±ci: x ∈ a ⇔ x ∈ b,
zaªó»my, »e x ∈ a. Wówczas z (1) mamy: φ(x), zatem z (2): x ∈ b. Tym samym
mamy implikacj¦: x ∈ a⇒ x ∈ b. Dowód implikacji odwrotnej: x ∈ b⇒ x ∈ a, jest
analogiczny.

(3) w poª¡czeniu z (Ax =) w postaci: ∀x(x ∈ a⇔ x ∈ b) ⇒ a = b, prowadzi do:
a = b. Zatem zbiór, którego istnienie stwierdza (AxCan) (dla ustalonej φ(x)) jest
dokªadnie jeden.

Niestety, jak wiadomo, intuicja, której formalnym uj¦ciem s¡ aksjomaty
(Ax =), (AxCan) okazuje si¦ naiwna, poniewa» jest nieuzasadniona, by nie rzec
faªszywa. Teoria oparta na tych aksjomatach jest bowiem sprzeczna (tzn. jest zbio-
rem wszystkich zda« swojego j¦zyka). Rozwa»my mianowicie formuª¦ φ(x) postaci:
x 6∈ x, uzyskuj¡c z (AxCan) aksjomat:

∃y∀x(x ∈ y ⇔ x 6∈ x).

Oznaczmy ów jedyny zbiór, którego istnienie ta formuªa stwierdza symbolem
�a�. Wówczas

∀x(x ∈ a⇔ x 6∈ x), a st¡d

a ∈ a⇔ a 6∈ a.

Zdanie to, b¦d¡ce przecie» postaci A⇔ ¬A, w »adnej interpretacji nie jest prawdzi-
we. Sprzeczno±¢ ta nosi nazw¦ antynomii Russella, przyczyniªa si¦ ona do rozwoju
bada« teoriomnogo±ciowych owocuj¡cych innymi ni» naiwna teoriami mnogo±ci.

Teoria ZFC nie posiada przedstawionego mankamentu teorii naiwnej. Oparta
jest ona na innym zestawie aksjomatów (zachowany jest aksjomat identyczno±ci),
jednak»e formuªy postaci (AxCan) s¡ w niej obecne, cho¢ nie dla wszystkich formuª
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10 Wst¦p

φ(x). Z powodu obecno±ci (Ax =) w ZFC, zbiór y, którego istnienie stwierdza
w teorii ZFC formuªa ∃y∀x(x ∈ y ⇔ φ(x)), jest jedyny. W ogólno±ci, jest on
oznaczany w znany sposób, jako: {x : φ(x)} (zbiór wszystkich takich x, »e φ(x)).

Zatem w teorii ZFC równie» stwierdza si¦ istnienie zbiorów, których elementami
s¡ te i tylko te zbiory, którym przysªuguje �wªasno±¢� φ(x). Jednak»e nie dla ka»dej
�wªasno±ci� taki zbiór istnieje. Przykªadowo, mo»na wykaza¢ w ZFC, »e, zgodnie
z krytyk¡ Russella teorii naiwnej, nie istnieje zbiór wszystkich zbiorów nie b¦d¡cych
swoimi elementami (φ(x) postaci : x 6∈ x), co (w obecno±ci aksjomatu regularno-
±ci) jest równowa»ne nieistnieniu zbioru wszystkich zbiorów; innym przykªadem
jest nieistnienie zbioru wszystkich liczb porz¡dkowych (φ(x) postaci: x jest liczb¡

porz¡dkow¡).
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Rozdziaª 1. Aksjomatyka ZFC i podstawowe poj¦cia

teoriomnogo±ciowe

�1. Aksjomaty teorii mnogo±ci

W literaturze przedmiotu spotyka si¦ ró»ne zestawy aksjomatów teorii ZFC
(por. np. [4], [6], [7], [10], [12], [14], [17], [20], [21]). Wybieramy zestaw o±miu
aksjomatów z encyklopedycznej wersji teorii ZFC [20]. Aksjomaty s¡ formuªami,
w których poza staªymi logicznymi, tzn. spójnikami ¬,∧,∨,⇒,⇔, kwanty�katora-
mi ∀,∃ i predykatem identyczno±ci =, wyst¦puj¡ zmienne indywidualne x, y, z, u, v,
w oraz jedyny predykat: ∈.

Adekwatne obja±nienie znaczenia niektórych aksjomatów jest mo»liwe dopie-
ro po wprowadzeniu do teorii odpowiednich poj¦¢. Wówczas bowiem jest mo»liwy
inny, równowa»ny zapis owych aksjomatów, w znacznie krótszej postaci, w której
obok predykatu ∈ pojawiaj¡ si¦ symbole tych poj¦¢.

Aksjomat identyczno±ci (lub ekstensjonalno±ci):

(Ax =) ∀x∀y(∀z(z ∈ x⇔ z ∈ y)⇒ x = y).

Zbiór x jest to»samy ze zbiorem y, o ile zachodzi ∀z(z ∈ x⇔ z ∈ y), czyli gdy
x, y maj¡ te same elementy.

Aksjomat identyczno±ci umo»liwia de�niowanie danego zbioru (o ile on istnie-
je) przez podanie, jakie zbiory s¡ jego elementami. Wiedz¡c bowiem, jakie zbiory
stanowi¡ wszystkie elementy danego zbioru, mamy, dzi¦ki (Ax =), jednoznacznie
ten zbiór wyznaczony.

Nie oznacza to, »e dany zbiór mo»na uto»sami¢ z sekwencj¡ czy ekspozycj¡
jego elementów. Status ontyczny zbioru eksponowanych elementów jest taki sam
jak status ka»dego z jego elementów (s¡ to obiekty ±wiata zbiorów), lecz ró»ny od
statusu ekspozycji.

Aksjomat Zermelo (lub podzbiorów albo selekcji):

(AxZ)φ ∀x(φ(x)⇒ x ∈ z)⇒ ∃y∀x(x ∈ y ⇔ φ(x)),

gdzie φ(x) jest dowoln¡ formuª¡ j¦zyka teorii, w której x jest przynajmniej jedn¡
zmienn¡ woln¡ oraz w której y nie jest zmienn¡ woln¡.

11
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12 Rozdz. 1. Aksjomatyka i podstawowe poj¦cia teoriomnogo±ciowe

Podobnie jak rozwa»any wcze±niej aksjomat Cantora, (AxZ) nie jest pojedyn-
czym (konkretnym) aksjomatem teorii, lecz klas¡ aksjomatów, z której �wyjmuje�
si¦ konkretny aksjomat (AxZ)φ, dla konkretnej formuªy φ(x).

Ponadto, jak wida¢, zmienna z jest w (AxZ)φ zmienn¡ woln¡. Jednak»e wszyst-
kie formuªy teorii ZFC (dotyczy to jakiejkolwiek teorii I rz¦du), zatem równie» jej
aksjomaty winny by¢ domkni¦te, tzn. nie wyst¦puj¡ w nich zmienne wolne. Fakt,
»e w (AxZ)φ pojawia si¦ co najmniej jedna zmienna wolna z � by¢ mo»e w kon-
kretnie wzi¦tej formule φ(x) wyst¦puj¡ jeszcze inne zmienne wolne ni» zmienna
x, które to zmienne s¡ wolne w caªej formule (AxZ)φ � jest oparty na powszech-
nie przyj¦tej konwencji notacyjnej, wedªug której formuª¦ ψ(x1, . . . xn), w której
x1, . . . xn s¡ wszystkimi jej zmiennymi wolnymi postrzega si¦ jako formuª¦ uniwer-
salnie domkni¦t¡: ∀x1 . . . ∀xn(ψ(x1, . . . xn)), tzn. przed ow¡ formuª¡ ze zmiennymi
wolnymi �widzi� si¦ kwanty�katory uniwersalne wi¡»¡ce wszystkie te zmienne wol-
ne. W przypadku zapisu formuªy (AxZ)φ zastosowanie owej konwencji notacyjnej
jest bardzo wygodne, bowiem to, jakie zmienne maj¡ by¢ wi¡zane kwanty�katorami
uniwersalnymi umieszczonymi przed (AxZ)φ zale»y przecie» od konkretnej postaci
formuªy φ(x).

Wida¢, »e nast¦pnik implikacji (AxZ)φ jest identyczny z formuª¡ (AxCan).
Funkcja jak¡ speªnia (AxZ)φ w teorii ZFC jest wi¦c podobna do tej jak¡ aksjo-
mat Cantora peªni w naiwnej teorii mnogo±ci. Mianowicie, dla konkretnej formuªy
φ(x), z aksjomatu (AxZ)φ wnioskujemy równie» istnienie zbioru y tych i tylko
tych zbiorów x, dla których zachodzi φ(x). Jednak»e wnioskowanie to jest upraw-
nione jedynie wówczas, gdy φ(x) jest tak¡ formuª¡, »e speªniony jest poprzednik
(AxZ)φ : ∀x(φ(x) ⇒ x ∈ z), gdzie z jest jakim± dowolnie wybranym, ustalonym
zbiorem.

Stwierdzenie prawdziwo±ci owego poprzednika zabezpiecza klas¦ aksjomatów
(AxZ) przed sprzeczno±ci¡. Bowiem to, »e jest on prawdziwy, oznacza, »e elementy
zbioru y, którego istnienie stwierdza nast¦pnik w (AxZ)φ nale»¡ do wcze±niej da-
nego zbioru z; innymi sªowy, (AxZ)φ umo»liwia utworzenie zbioru y z elementów
danego zbioru z, czyli utworzenie podzbioru zbioru z. Intuicyjnie rzecz ujmuj¡c, nie
wida¢ nic absurdalnego czy prowadz¡cego do sprzeczno±ci w mo»liwo±ci ª¡czenia
niektórych elementów danego zbioru (tutaj oznaczonego symbolem �z�) w caªo±¢
zwan¡ zbiorem (tutaj oznaczonym symbolem �y�). To zabezpieczenie przed sprzecz-
no±ci¡ powoduje jednak»e, »e siªa dedukcyjna klasy formuª (AxZ) jest sªabsza ni»
klasy formuª (AxCan). St¡d teoria ZFC jest wyposa»ona w inne jeszcze aksjomaty
ni» teoria naiwna, tak, aby intuicyjnie pojmowany ±wiat zbiorów, który miaª by¢
uj¦ty teori¡ naiwn¡, byª opisany w teorii ZFC.

Z punktu widzenia historii rozwoju aksjomatyki teorii ZFC nale»y podkre±li¢,
»e aksjomat podany przez Zermelo oraz wyst¦puj¡cy w literaturze pod nazw¡ ak-
sjomatu Zermelo ma wªa±ciwie posta¢ nast¦puj¡c¡:

##7#52#aSUZPUk1BVC1Xb2JsaW5r


