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PRZEDMOWA

Napisanie poradnika o niewielkiej objetosci, w ktérym bylyby po-
dane podstawowe wiadomosci z dziedziny matematyki niezbedne dla
studentéw szkét wyzszych i uzytkownikéw w ich nauce i dzialal-
noéci praktycznej, jest zadaniem niezwykle trudnym. Dazac do zwig-
zloéci wykladu, Autorzy usilowali jednak da¢ poradnik przyst¢pny,
wygodny w uzyciu i pod wzgledem matematycznym w miar¢ mozno$ci
Scisty.

Nalezy zaznaczyé, ze ksiazka ta, to nie podrecznik ani skrét pod-
recznika, lecz poradnik; dlatego nie ma tu takiej systematycznosci,
jaka powinien cechowaé si¢ podrgcznik. Nie powinno wigc dziwié
Czytelnika, ze na przyklad regula de ’Hospitala znalazla si¢ w para-
grafie o obliczaniu granic, ktéry jest cze$cia rozdziatu Wistep do
analizy, umieszczonego przed wprowadzeniem poj¢cia pochodnej,
a informacje o funkcji gamma — w rozdziale Algebra, bezposrednio
po pojeciu silni. Takich ,,niewlasciwosci” jest w poradniku bardzo
duzo. Dlatego tez Czytelnikowi pragnacemu uzyskaé taka czy inna
informacj¢ radzimy postugiwaé sie nie tylko spisem rzeczy, ale i sko-
rowidzem alfabetycznym zamieszczonym na koncu ksigzki. Jezeli
w tekécie poradnika jest wzmianka o zagadnieniu wyjasnionym bardziej
szczegblowo w innym miejscu ksigzki, wskazuje si¢ wtedy w odsytaczu
odpowiednig stroniceg.

*

W drugim polskim wydaniu Poradnika zostaly wprowadzone
nast¢pujgce wieksze zmiany w stosunku do pletwszego wydama
Mianowicie dodano dwa rozdzialy: Rachunek wariacyjny i Roéw-
nania calkowe, przetlumaczone z niemieckiego wydania tej ksigzki
(Taschenbuch der Mathematik, B. G. Teubner Verlagsgesellschaft,
Leipzig 1959), oraz rozdzial Rachunek prawdopodobienstwa i sta-
tystyka matematyczna, opracowany przez R. Bartoszyrskiego. Po-
nadto zostaly usunigte zauwazone drobne usterki z poprzedniego
wydania.






OZNACZENIA MATEMATYCZNE

I. Zwigzki miedzy wielko$ciami

réwna si¢

réwna si¢ tozsamosciowo
nie réwna si¢

réwna si¢ w przyblizeniu
jest mniejsze

jest wigksze

jest mniejsze lub réwne

jest wigksze lub réwne

VAVALRII

II. Algebra

bezwzgl¢dna warto§¢ liczby a

plus (dodawanie)

minus (odejmowanie)

. lub x mnozenie, na przyklad a-b lub a x b; znak mnozenia
bywa czesto opuszczany, na przyklad ab

| +5

: lub —, lub / dzielenie, na przyklad a: b lub %, lub a/b

am a do potegi m _

}/— pierwiastek kwadratowy, na przyklad }/ a

'1‘/— pierwiastek stopnia n, na przyklad Va—

logs logarytm przy podstawie b, na-przyklad 5 = log; 32
(str. 163) (1)

log logaryum dziesi¢tny, na przyklad 2 =log 100 (str.
164)

In logarytm naturalny, na przyklad 1 =Ine (str. 164)

expx funkcja wykladnicza e*

(<)> [1, {} nawiasy (kolejnos¢ dzialar)
! silnia, na przyklad a!, 6! =1.2-3.4.5.6 = 720 (str.
203).

(‘) W nawiasach podano stronice Poradnika, na ktorych objasnione zostaly od-
powiednie poje¢cia.
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Oznaczenia matematyczne

III. Geometria
jest prostopadte
jest réwnolegle
jest réwne i réwnolegle
jest podobne, na przyklad A ABC~ ADEF
trojkat
kat, na przyklad <XABC
tuk, na przyklad AB lub —« 4B
stopieni
minuta } w mierze katowej, na przyklad 32°14'11”,5

T o( AD L H=E

” sekunda

IV. Trygonometria, funkcje hiperboliczne
sin sinus

cos cosinus

tg tangens

ctg cotangens (str. 230)

sec secans

cosec cosecans

arcsin arcus sinus

arccos arcus cosinus

arctg arcus tangens l (str. 242)
arcctg arcus cotangens

sinh sinus hiperboliczny

cosh cosinus hiperboliczny

tgh tangens hiperboliczny

ctgh cotangens hiperboliczny (str. 248)
sech secans hiperboliczny

cosech cosecans hiperboliczny

arsinh area sinus hiperboliczny

arcosh area cosinus hiperboliczny (str. 252)
artgh area tangens hiperboliczny Str.
arctgh area cotangens hiperboliczny

V. Oznaczenia stalych
const wielkoé¢ stala (constans)
n = 3,14159... stosunek dlugosci obwodu kola do $rednicy (str. 215)
e = 2,71828... podstawa logarytméw naturalnych (str. 358)
y = 0,57722... stala Eulera (str. 358)

VI. Analiza matematyczna

lim granica (limes) n

. . 1
- gsat;y 3:: > .3:55) l na przyklad lim (1—+ —n—) =e
oo nieskoniczonos$¢ n—ee
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Oznaczenia matematyczne 9

suma
suma, w ktérej ¢ zmienia si¢ od 1 do n

oznaczenia funkcji, na przyklad: y = f(x), u =
= @(x, 3, 2)

przyrost, na przyklad Ax

rézniczka, na przyklad dx (str. 390)

rézniczka czastkowa, na przyklad d;u (str. 391)
oznaczenia kolejnych pochodnych funkcji jednej
zmiennej, na przyklad funkcji y = f(x): f'(x), f(x),
Sy f®(x)y 35 375 3775 Y™y 3y 3y e,y
(str. 388, 390, 393)

pierwsza pochodna, druga pochodna itd., na przy-
dy d3y .

klad K’ (—i;z— itd. (S[r. 388, 393)

znak pochodnej (operator rézniczkowania), na przy-

klad Dy = y’, D%y = y” itd. (str. 388, 393)

pochodne czastkowe, na przyklad

,on Of 0 .
fa(u), 5’ 7ar itd. (390, 393)

calka (str. 425)

calka oznaczona od dolnej granicy a do gérnej gra-
nicy b (str. 485)

catka krzywoliniowa wzi¢ta po tuku K lub po rzucie
tuku K (str. 517, 519)

calka rozciggni¢ta na plaszczyzng S lub na obje-
tos¢ V (str. 526, 527)

calka podwdjna
(str. 526, 527)
catka potréjna

VIIL. Liczby zespolone

jednostka urojona (2= —1) (str. 617)

cz¢$¢ rzeczywista liczby zespolonej a (str. 617)
cz¢$¢ urojona liczby zespolonej a (str. 617)
modut a liczby zespolonej (str. 618)

argument a (str. 618)



ablub a-b
axb lub [ab]
abc = (a x b)c
Az, Gy, Gz

14
a4

grad
div

rot
ou

dc

Aa alfa
BB beta
I'y gamma
A48 delta
Ee epsilon
Z{ dzeta

Oznaczenia matematyczne

liczba sprzgzona z a, na przyklad a =2+3i, a =
= 2—3; (str. 619)
logarytm (naturalny) liczby zespolonej (str. 625)

VIII. Rachunek wektorowy

oznaczenia wektorow (str. 646)

wersor o tym kierunku co wektor a (str. 647)
wersory w ukladzie wspéirzednych prostokatnych
(str. 647)

dlugos$¢ (bezwzgledna warto$é) wektora a (str. 646)

réwno$é, dodawanie, odejmowanie wektoréw (str.
646, 648)

mnoZenie skalara przez wektor (str. 648)

iloczyn skalarny wektoréw (str. 650)

iloczyn wektorowy wektoréw (str. 650)

iloczyn mieszany trzech wektoréw (str. 651)
wspoirzedne wektora @ w ukladzie wspéirzednych
prostokatnych (str. 649)

operator rézniczkowy Hamiltona (nabla) (str. 677)

operator Laplace’a (str. 678)

gradient pola skalarnego (gradp = p¢) (str. 666)
dywergencja pola wektorowego (divV = FV) (str.
675)

rotacja pola wektorowego (rot ¥/ =P X ¥V) (str. 675)

pochodna pola skalarnego wzgledem wektora ¢
(str. 666)

ALFABET GRECKI

Hn eta N» ni Tt tau

O PO teta E & ksi Yov ypsilon
I, jota Oo omikron Do fi

K » kappa ITn pi X x chi
A2 lambda Pp ro Yy psi
Mp mi Yo sigma 2 o omega



CZESC PIERWSZA

TABLICE I WYKRESY

I. TABLICE

Interpolacja. Wigkszo$¢ zamieszczonych ponizej tablic podaje
wartosci funkcji o czterech cyfrach warto$ciowych (*) dla argumentéw
o trzech cyfrach wartosciowych. W wypadkach gdy argument podany
jest z wigksza dokladno$cia i szukanej wartosci funkcji nie mozna
znalez¢ bezposrednio z tablic, trzeba uciec si¢ do interpolacji. Najprost-
sza jest interpolacja liniowa, przy ktorej zaklada sig, ze przyrost funkcji
jest proporcjonalny do przyrostu argumentu. Jezeli szukana warto$¢
argumentu x lezy pomiedzy znajdujacymi si¢ w tablicy warto$ciami
X, 1 %, = Xo+h, i warto$ciom tym odpowiadajg wartosci funkcji

Yo=F(x) i y1=Ff(x1)=yt+4,

to przyjmuje si¢, ze
x—X

f&) = fo+ 52 4.

x—Xo
h

mocg tablicy poprawek proporcjonalnych na str. 84 i 85, a takze za
pomoca wkladki do poradnika podajacej iloczyny wartodci réznicy 4
(od 11 do 90) przez 0,1, 0,2,..., 0,9.

Przyktady. 1. Obliczamy 1,6754%. W tablicy (str. 17) znajdu-
jemy 1,67% = 2,789, 1,682 = 2,822, 4 = 33 (?). Z tablicy poprawek
proporcjonalnych mamy

0,5-33 =16,5, 0,04:33=1,3,

4 daje si¢ latwo obliczyé za po-

Poprawka interpolacyjna

X—X,

7 4=16,5+1,3~18,

a wigc 1,6754% = 2,807.

2. Obliczamy tg79°24’. W tablicach (str. 58 i 85) znajdujemy
tg79°20" = 5,309, tg79°30" = 5,396, 4 = 87; 0,4-87 ~ 35, a wigc
mamy tg79°24" = 5,344.

Blad w interpolacji liniowej nie przewyzsza jednostki ostatniej cyfry
wartoéciowej, jezeli dwie kolejne réznice 4, i 4, réznig si¢ nie wigcej

(3) Okreslenie cyfr wartosciowych patrz str. 139.

(%) Réznice 4 oraz poprawke wyraza si¢ zazwyczaj w jednostkach ost.atniego
rzedu wartosci funkcji, bez wypisywania poczatkowych zer oraz przecinka dziesi¢tnego.
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niz o 4 jednostki ostatniego rz¢du. Jezeli ten warunek nie jest spel-
niony (jak np. w tablicy tgx dla x > 80°, str. 58), trzeba postuzy¢ si¢
bardziej skomplikowanymi wzorami interpolacyjnymi. W wigkszosci
wypadkéw wystarcza interpolacja kwadratowa wedlug Bessela:

f(x) = f(x0)+kdo—ky(41—4_,),
gdzie

k(1—Fk
LI

warto$é k, znajduje si¢ w tablicy na str. 86.

Przyktad. Trzeba znalezé tg85°33’ (ta-
blica na str. 58). Znajdujemy (b = 10'): &k =
= 0,3, k, = 0,052; poprawka wynosi wigc
0,3-491—0,052-75 ~ 143, zatem tg85°33’ =
= 12,849.

x_1 = %—h |y, 4
Xo Yo A_‘
x = xo+h N Ao
X, = xo+2h |y |7?
x gx 4
85°20” | 12,251 455
85°30’ | 12,706 401
85°40’ | 13,197 530
85°50” | 13,727




1. Niektére spotykane state

A. TABLICE FUNKCJI ELEMENTARNYCH

1. Niektére czesto spotykane stale

13

My 1est stalg Eulera (oznaczana réwniez literg C).
(’)g ;est pnyspleszemcm grawitacyjnym w m/sek?; podnne tu zostaly wartosci

Pprzysp na pc

morza i szerokosci 45 - 50°.

Stala n logn Stata n log n

n 3,141593 | 0,49715 1:n 0318310| 1,50285

2n 6,283185 | 0,79818 1:2n 0,159155| 1,20182
3n 9,424778 | 0,97427 1:3n 0,106103| 1,02573
4n 12,566371 | 1,09921 1:4n 0,079577| 2,90079
n:2 1,570796 | 0,19612 2:n 0,636620| 1,80388
n:3 1,047198 | 0,02003 3:n 0,954930 1,97997
n:4 0,785398 | 1,89509 4:m 1,273240| 0,10491
n:6 0,523599 | 1,71900 6:m 1,909859| 0,28100
n:180(=1°) 0,017453 | 2,24188 180°:n 57°,295780| 1,75812
n:10800(=1") 0,000291 | 4,46373 10800’ : & 3437°,7468| 3,53627
®:648000(=1") | 0,000005 | 6,68557 || 648000”:x 206264",81| 5,31443
n? 9,869604 | 0,99430 1:n? 0,101321| 1,00570
3 1,772454 | 0,24857 Yiin 0,564190| 1,75143
V2r 2,506628 | 0,39909 Viizn 0,398942| 1,60091
Vr:2 1,253314 | 0,09806 V2ix 0,797885| 1,90194
v 1,464592 | 0,16572 yin 0,682784| 1,83428
Van3 1,611992 | 0,20736 erres 0,620350| 1,79264
e 2,718282 | 0,43429 1:e 0,367879| 1,56571

& 7,389056 | 0,86859 1:e 0,135335| 1,13141
Ve 1,648721 | 0,21715 Viie 0,606531| 1,78285
Ve 1,395612 | 0,14476 ’/‘1“';, 0,716532( 1,85524
en/2 4,810477 | 0,68219 e-m/2 0,207880| 1,31781
en 23,140693 | 1,36438 e-m 0,043214| 2,63562
e2n 535,491656 | 2,72875 e-2n 0,001867| 3,27125
»® 0,577216 | 1,76134 Inn 1,144730| 0,05870
M =loge 0,434294 | 1,63778 M =1n10 2,302585| 0,36222
Q) 9,81 0,99167 lig 0,10194 | 1,00833
g 96,2361 | 1,98334 1:2¢ 0,050968| 2,70730
Ve 3,13209 | 0,49583 373 9,83976 | 0,99298
V2g 4,42945 | 0,64635 ny2g 13,91552 | 1,14350
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2. Kwadraty, szeSciany, pierwiastki

Tablica ta pozwala znalez¢ kwadraty, sze$ciany oraz pierwiastki
kwadratowe i sze$cienne z dokladnoscia do czterech cyfr wartoscio-
wych. Dla argumentéw 7 zawartych pomie¢dzy 1,00 a 10,00 wartosci
n® i n® znajdujemy bezpoérednio z tablic, jezeli warto$¢ argumentu
podana jest z trzema cyframi warto$ciowymi. Na przyklad 1,792 =
= 3,204 (str. 17). Jezeli warto§¢ argumentu podana jest dokladniej (tzn.
ma wigcej niz trzy cyfry warto$ciowe), nalezy zastosowaé interpolacje
(patrz str. 11). Dla tablicy tej blad interpolacji liniowej nigdy nie prze-
kracza jednostki ostatniego rzedu.

Przy szukaniu n% i n® przy n > 10 i przy n <1 nalezy wziaé pod
uwagg, ze przy pomnozeniu 7 przez warto$¢ 10%, warto$é n? powieksza
si¢ 102% razy, a warto§¢ n® powigksza si¢ 103 razy, tzn. Ze przesuniecie
przecinka w liczbie n o k miejsc dziesietnych w prawo powoduje prze-
niesienie przecinka o 2k miejsc w prawo w liczbie n2 i o 3k miejsc
w liczbie n®; przy tym do wzigtej z tablicy liczby dopisuje si¢ w miare
potrzeby zera po prawej stronie lub po lewej. Na przyklad 0,179 =
= 0,03204, 179% = 5 735 000 (*).

Pierwiastki kwadratowe dla wartosci argumentu 7 od 1,00 do 10,00
mozemy znaleZ¢ bezposrednio z tablicy (z zastosowaniem interpolacji
liniowej, str. 11), a dla dowolnych » wedlug nastepujacych regul:

1° Liczbg podpierwiastkows dzieli sic na grupy dwucyfrowe po
lewej i po prawej stronie przecinka dziesigtnego. 2° Zaleznie od ilo$ci
cyfr warto$ciowych w najwyzszej grupie niezerowej szuka si¢ w tablicy
wartosci pierwiastka kwadratowego w kolumnie ]/n albo w kolumnie

]/IOn. 3° W znalezionej wartosci pierwiastka kwadratowego kladzie si¢
przecinek dziesigtny opierajgc si¢ na tym, ze kazda grupa dwucyfrowa
przed przecinkiem liczby podpierwiastkowej daje w wartosci pier-
wiastka jedna cyfr¢ przed przecinkiem, a dla liczb mniejszych od 1
kazda grupa dwucyfrowa lezaca po przecinku skladajaca si¢ z zer daje
w wartosci pierwiastka jedno zero po przecinku.

Przyktady. 1. ¥/239 =4,889. 2. /0,00[0239 = 0,01546.
3. 1/23]90]00 = 488,9. 4. }/0,00]3 = 0,05477. (W przykladzie tym na-
lezy do liczby podpierwiastkowej dodaé w pamigci jeszcze jedno zero
na koncu, dla uzupelnienia grupy dwucyfrowej; najwyzsza grupa
dwucyfrowa 30 ma dwie cyfry warto$ciowe, a wigec pierwiastka kwa-
dratowego nalezy szuka¢ w kolumnie ]/10n ).

Pierwiastki stopnia trzeciego z liczb n, 10n, 100n dla wartoéci n od
1,00 do 10,00 mozemy znalezé bezposrednio z tablicy (z zastosowa-
niem interpolacji liniowej), a dla dowolnych n — wedtug nastepuja-
cych regul:

1° Liczb¢ podpierwiastkowa rozdzielamy po obu stronach prze-

. (1) Poleca si¢ zapis 1793 = 5,735.10°% dzigki ktéremu unika si¢ pisania zer za-
miast cyfr nieznanych (dokladnie 1793 = 5 735 339).



