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Projektowanie współczesnych konstrukcji budowlanych coraz częściej wymaga 
uwzględnienia obciążeń dynamicznych. Dążenie do projektowania konstrukcji lekkich  
i smukłych sprawia, że drgania takich konstrukcji stają się uciążliwe  
dla ludzi, uniemożliwiają właściwą pracę urządzeń znajdujących się w budynku,  
a w skrajnych przypadkach mogą zagrażać bezpieczeństwu i trwałości konstrukcji.

Z Przedmowy

W książce zostały przedstawione następujące zagadnienia:

n  metody analizy dynamicznej konstrukcji budowlanych  
z wbudowanymi układami redukcji drgań,

n  modele obliczeniowe pasywnych tłumików drgań, w tym klasyczne  
modele reologiczne i modele nieklasyczne, opisywane za pomocą  
tzw. pochodnych ułamkowych, i metody identyfikacji parametrów tych modeli,

n  metody analizy dynamicznej konstrukcji z wbudowanymi wiskotycznymi  
i lepkosprężystymi tłumikami drgań w dziedzinie czasu i częstotliwości  
oraz niestandardowe metody rozwiązania zagadnień własnych,

n  metody badania wrażliwości konstrukcji z pasywnymi tłumikami drgań  
na zmianę parametrów projektowych tłumików oraz metody optymalnego  
doboru parametrów tłumików drgań i optymalnego rozmieszczania  
tych tłumików na konstrukcji,

n  podstawy teoretyczne analizy dynamicznych tłumików drgań  
jedno- i wielomasowych,

n  wprowadzenie do metod aktywnej i półaktywnej redukcji drgań  
konstrukcji budowlanych.

Publikacja jest przeznaczona dla pracowników naukowych zajmujących się dynamiką 
konstrukcji, a w szczególności problemami redukcji drgań oraz dla projektantów 
obiektów narażonych na działanie sił dynamicznych, zainteresowanych nowoczesnymi 
sposobami redukcji drgań tych obiektów. Może też zainteresować studentów  
i doktorantów wydziałów budowlanych i mechanicznych politechnik.
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Wykaz ważniejszych oznaczeń

Symbole łacińskie

a – amplituda drgań
a – wektor amplitud drgań ustalonych, wektor własny
ai – element wektora a
an – wektor przyspieszeń w chwili tn
A – macierz stanu
B – macierz stanu
c – współczynnik tłumienia
ci – element wektora c lub współczynnik tłumienia modalnego
c – wektor własny nieliniowego problemu własnego (np. kwadrato-

wego) lub amplitudy wektora stanu z(t)
C – macierz tłumienia
ci j – element macierzy C
Dα

t (•) – pochodna ułamkowa rzędu α względem czasu t wielkości (•)
D(λ) – macierz sztywności dynamicznej
dn – wektor przemieszczeń w chwili tn
E, Ek, Es, Ed – energia, energia kinetyczna, energia sprężysta, energia rozpraszana
E – macierz opisująca położenie tłumików na konstrukcji lub położe-

nie sił wymuszających
G – macierz sprzężenia zwrotnego
G(s) – macierz transformat Laplace’a funkcji jądra występujących w opi-

sie Boltzmanna ciał lepkosprężystych
H(λ) – macierz funkcji odpowiedzi częstotliwościowych
i =
√
−1 – jednostka urojona



Wykaz ważniejszych oznaczeń XI

J – funkcjonał
k – współczynnik sztywności (sprężystości)
ki – sztywność modalna
ki j – element macierzy K
K – macierz sztywności
K ′(λ) – moduł sztywności (sprężystości) dynamicznej
K ′′(λ) – moduł stratności, część rzeczywista
K′(λ) – macierz sztywności zespolonej
K′′(λ) – część urojona macierzy sztywności zespolonej
m – masa
mi – masa modalna
M – macierz mas
mi j – element macierzy M
p(t) – siła wymuszająca
pi(t) – obciążenie modalne lub element wektora sił wymuszających
p(t) – wektor sił wymuszających
p(s) – transformata Laplace’a wektora sił wymuszających
P – macierz Riccatiego
q(t) – przemieszczenie
q(t) – wektor przemieszczeń
qi(t) – element wektora q(t)
q(s) – transformata Laplace’a wektora przemieszczeń
Q – macierz wagowa
R – macierz wagowa
R(t) – wektor reakcji węzłowych
R(s) – transformata Laplace’a wektora reakcji węzłowych
s – wartość charakterystyczna lub zmienna Laplace’a
s(t) – wektor sił oddziaływania tłumików na konstrukcję
si(t) – element wektora s(t)
t – czas
T – okres drgań
u(t) – siła w tłumiku
u(t) – wektor sił w tłumikach
ui(t) – element wektora u(t)
U(λ), U(s) – odpowiednio transformaty Fouriera i Laplace’a siły w tłumiku u(t)
vn – wektor prędkości w chwili tn
x(t) – różnica przemieszczeń końców tłumika
X(λ), X(s) – odpowiednio transformaty Fouriera i Laplace’a różnicy przemiesz-

czeń końców tłumika
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z(t) – wektor stanu
zi(t) – element wektora z(t)

Symbole greckie

α – rząd pochodnej ułamkowej (0 < α ≤ 1), stała metody Newmarka
β – stała metody Newmarka
Δ(•) – przyrost wielkości oznaczonej symbolem (•)
γ – bezwymiarowy współczynnik tłumienia lub stała metody New-

marka
γi – bezwymiarowy współczynnik tłumienia modalnego
λ – częstość kołowa siły wymuszającej
η – współczynnik strat
ω – częstość własna

Wybrane indeksy dolne

e – wielkość z tym indeksem dotyczy elementu skończonego o nume-
rze e

d – wielkość z tym indeksem dotyczy tłumika drgań
k – wielkość z tym indeksem dotyczy konstrukcji
t – wielkość z tym indeksem dotyczy tłumików



Przedmowa

Projektowanie współczesnych konstrukcji budowlanych coraz częściej wymaga
uwzględnienia obciążeń dynamicznych. Dążenie do projektowania konstrukcji lek-
kich i smukłych sprawia, że drgania takich konstrukcji stają się uciążliwe dla ludzi,
uniemożliwiają właściwą pracę urządzeń znajdujących się w budynku, a w skraj-
nych przypadkach mogą zagrażać bezpieczeństwu i trwałości konstrukcji. Należało
opracować nowe sposoby zmniejszania drgań konstrukcji, które nie wymagałyby
zwiększenia sztywności lub/i masy konstrukcji. Sposoby te, nazywane metodami
redukcji drgań, rozwijały się szczególnie intensywnie w ostatnich trzydziestu latach.
Opracowano i wdrożono wiele metod, w których różnymi sposobami starano się
zwiększyć możliwości rozpraszania energii drgań konstrukcji. Ogólnie dzieli się je na
metody pasywne, aktywne i półaktywne. Metody te są w dalszym ciągu intensywnie
rozwijane, ale osiągnęły już taki stopień zaawansowania, że mogą być zastosowane
w projektowaniu konstrukcji. Ta publikacja jest poświęcona omówieniu wybranych
metod redukcji drgań konstrukcji budowlanych. Praca nie jest przeglądem wszystkich
teorii i metod, ale przedstawia podstawowe problemy analizy i syntezy konstrukcji
z tłumikami drgań oraz próby ich rozwiązania.

Książkę charakteryzują następujące elementy:
1) kompleksowo przedstawione metody analizy dynamicznej konstrukcji budowla-

nych z wbudowanymi układami redukcji drgań;
2) zwięzły opis modeli obliczeniowych pasywnych tłumików drgań oraz opis me-

tod identyfikacji parametrów tych modeli. Opisano zarówno klasyczne modele
reologiczne, jak i modele nieklasyczne, opisywane za pomocą tzw. pochodnych
ułamkowych;

3) przedstawienie metod analizy dynamicznej konstrukcji z wbudowanymi wisko-
tycznymi i lepkosprężystymi tłumikami drgań. Prezentowanie analizy dynamicz-
nej w dziedzinie czasu i częstotliwości oraz niestandardowych metod rozwiązania
zagadnień własnych;
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4) zwięzły opis metod badania wrażliwości konstrukcji z pasywnymi tłumikami
drgań na zmianę parametrów projektowych tłumików;

5) omówienie metod optymalnego doboru parametrów tłumików drgań oraz ich
optymalnego rozmieszczania na konstrukcji;

6) przedstawienie podstaw teoretycznych analizy dynamicznych tłumików drgań
jedno- i wielomasowych;

7) wprowadzenie do metod aktywnej i półaktywnej redukcji drgań konstrukcji bu-
dowlanych.
Autor ma nadzieję, że niniejsza publikacja okaże się użyteczna dla pracowników

naukowych zajmujących się dynamiką konstrukcji, a w szczególności problemami
redukcji drgań, oraz dla projektantów obiektów narażonych na działanie sił dyna-
micznych i zainteresowanych nowoczesnymi sposobami redukcji drgań tych obiektów.
Projektantom konstrukcji budowlanych praca może być pomocna poprzez wyjaśnie-
nie naukowych podstaw analizy i syntezy konstrukcji z tłumikami drgań. Publikacja
może też zainteresować studentów i doktorantów wydziałów budowlanych i mecha-
nicznych politechnik, ponieważ przedstawia metody potencjalnie istotne z punktu
widzenia projektanta konstrukcji budowlanych, ale równocześnie wykraczające poza
ramy standardowego wykładu z dynamiki konstrukcji.

Wyrażam wdzięczność recenzentowi prof. dr. hab. inż. Marianowi Klasztornemu
za rzeczowe i wnikliwe uwagi, które były cenną pomocą w końcowej redakcji książki.

Publikacja ta może się ukazać dzięki życzliwości Dziekana Wydziału Budow-
nictwa i Inżynierii Środowiska Politechniki Poznańskiej prof. dr. hab. inż. Janusza
Wojtkowiaka i Dyrektora Instytutu Konstrukcji Budowlanych Politechniki Poznań-
skiej dr. hab. inż. Jerzego Rakowskiego, prof. PP. Składam Im w tym miejscu po-
dziękowanie.

Znaczna część pracy powstała w ramach projektu badawczego Nr 2013/09/B/
ST8/01733 i przy finansowym wsparciu Narodowego Centrum Nauki. Za otrzymane
wsparcie bardzo dziękuję.

Osobne podziękowania składam dr inż. Justynie Grzymisławskiej, dr. inż. Zdzi-
sławowi Pawlakowi, dr. inż. Maciejowi Przychodzkiemu, mgr. inż. Bartoszowi Cho-
rążyczewskiemu oraz studentom, z którymi miałem przyjemność współpracować.
Część efektów tej współpracy została przedstawiona w niniejszej publikacji.

Pani inż. Anastazji Pawlak serdecznie dziękuję za pomoc w ostatecznym opra-
cowaniu rysunków zamieszczonych w pracy.

Jestem wdzięczny mojej żonie Marii Łupieniak za cierpliwość, wyrozumiałość
i życzliwe przyglądanie się postępom w redakcji pracy.

Wszystkim Czytelnikom będę wdzięczny za wszelkie uwagi, w tym również
krytyczne, dotyczące tej pracy.
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