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Wstep

Niniejsza ksiazka powstata na podstawie wyktadéw prowadzonych przeze mnie dla
studentow Politechniki Rzeszowskiej kierunku matematyka, specjalnosci zastoso-
wania matematyki w ekonomai. W ksiazce tej potozony jest nacisk na praktyczne
zastosowania poznanych definicji, wlasnosci i twierdzen matematycznych w eko-
nomii. Z tego tez powodu podstawowy material matematyczny jest potraktowany
pobieznie i ma stanowié¢ raczej przypomnienie znanych faktow niz ich szczegdtowe
wprowadzenie.

Autorka rezygnuje ze zbytniej formalizacji i matematyzacji przedstawionego
materialtu na rzecz przedstawienia zastosowann w praktyce. Dlatego rozwazania
ograniczaja sie do przestrzeni rzeczywistych skonczeniewymiarowych, a wiec ta-
kich, jakie rozwazane sa w ekonomii.

Poniewaz w gospodarce rynkowej ekonomia postuguje sie jako zasadniczymi
narzedziami matematyka i modelami matematycznymi, autorka przedstawia naj-
pierw niezbedne techniki matematyczne a nastepnie wykorzystuje je do proble-
moéw analizy ekonomicznej. Ze wzgledu na duza liczbe modeli makro- i mikro-
ekonomicznych ksigzka powinna okazaé¢ sie przydatna dla Czytelnikow, ktorzy
posiadaja przygotowanie matematyczne, ale potrzebne im jest wprowadzenie ter-
minologii i modeli ekonomicznych. Moze by¢ ona uzyteczna rowniez dla studentow
kierunkéw typowo ekonomicznych wtasnie ze wzgledu na wprowadzenie matema-
tycznych notacji, definicji i wlasnosci. Z tego tez powodu ksiazka moze stuzy¢ jako
lektura uzupetniajaca do studiowania makro- i mikroekonomii oraz teorii wzrostu
ekonomicznego i jego rozwoju.

Podrecznik zawiera szereg zadan stuzacych do przypomnienia koniecznych wia-
domosci matematycznych. Szerzej omowiony jest material mniej znany z podsta-
wowego kursu matematyki, a wiec pojecia wypuklosci i quasi-wypuklosci, ekstre-
ma warunkowe funkcji wielu zmiennych, rownania réznicowe i rézniczkowe, ukta-
dy réwnan rézniczkowych i réznicowych wraz z zastosowaniami, czy tez problemy
stabilno$ci rozwiazan. Szczegdlne znaczenie maja rozdzialy po$wiecone funkcjom
dyskretnym i rachunkowi réznicowemu. Funkcje dyskretne, do tej pory pomijane
w klasycznym wyktadzie analizy matematycznej, znajduja coraz szersze zastoso-
wanie zaré6wno w naukach matematycznych, jak i wszystkich naukach technicz-
nych, ze wzgledu na czytelny opis zachodzacych proceséw, ktore albo zachodza
cyklicznie, albo sa obserwowane i mierzone w pewnych odstepach czasowych.

Ekonomia matematyczna nie jest galezia ekonomii tak jak makro- czy mikro-
ekonomia czy tez handel miedzynarodowy. Nie jest réwniez galezia matematyki
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jak algebra czy réwnania rézniczkowe. Ekonomia matematyczna stanowi pewien
pomost pomiedzy zagadnieniami ekonomicznymi i matematycznymi, wykorzystu-
jac znany aparat matematyczny zaré6wno do opisu zjawisk ekonomicznych, jak
i do uzyskiwania rozwigzan probleméw ekonomicznych. Ekonomia matematyczna
pozwala sprecyzowaé zagadnienia ekonomiczne, zmuszajac ekonomistéw do uzy-
wania Scistego jezyka i symboli matematycznych.

Zgodnie z zalozonym celem ksiazka jest proba zwieztego przedstawienia pod-
stawowych zastosowan aparatu matematycznego w ekonomii. Dlatego znajdzie-
my w niej wiele przykltadéw i modeli ekonomicznych oraz wiele zadann do samo-
dzielnego rozwiazania. Poniewaz ekonomisci badaja zjawiska zachodzace zaréwno
w gospodarce, jak i zwiazane z ekologia, produkcja, przyrostem naturalnym itp.,
w ksiazce znajdziemy réwniez przyktady dotyczace zagadnien technicznych, jak
i z zakresu biomatematyki.

Podrecznik obejmuje nastepujace zagadnienia ekonomii matematycznej: teorie
zachowania konsumenta oraz analize tego zachowania w kontekscie zmieniajacych
sie warunkow na rynku towaréw, statyczne modele réwnowagi rynkowej i rownowa-
gi w przedsiebiorstwie, zagadnienia dotyczace bankowodci, optymalizacji wypuktej,
teorie przedsigbiorstwa i modele dynamiczne proceséw ekonomicznych.

Ze wzgledu na duza liczbe przyktadowych modeli ekonomicznych ksiazka po-
winna by¢ przydatna dla Czytelnikow, ktorzy maja przygotowanie matematyczne
obejmujace algebre liniowa oraz analiz¢ matematyczna [ i II. Ze wzgledu nato-
miast na umieszczenie zagadnienn typowo matematycznych ksigzka moze stuzyé
rowniez Czytelnikom pragnacym zapoznaé sie z podstawami algebry i analizy,
a nastepnie uzupelni¢ wiadomosci dotyczace rownan i uktadéw réwnan rézniczko-
wych i réznicowych oraz ich zastosowan w praktyce. Przedstawiona jest rowniez
teoria stabilnosci i linearyzacji tych réwnan. Material zawierajacy zagadnienia
optymalizacyjne wzbogaci¢ moze wiedze Czytelnika o zastosowania aparatu ra-
chunku rézniczkowego funkcji jednej i wielu zmiennych.

Pragne wyrazi¢ stowa wdziecznosci studentom Wydzialu Matematyki i Fizy-
ki Stosowanej Politechniki Rzeszowskiej, dzieki ktérym powstata ta ksiazka. Byta
ona odpowiedzig na ich zapotrzebowanie, byli oni réwniez pierwszymi krytycznymi
jej recenzentami. Ksiazka ta powstata w odpowiedzi na zapotrzebowanie studen-
tow Wydzialu Matematyki i Fizyki Stosowanej Politechniki Rzeszowskiej; byli oni
rowniez pierwszymi krytycznymi jej recenzentami. W zwiazku z powyzszym pra-
gne wyrazi¢ stowa najwyzszej wdzieczno$ci Wtadzom Politechniki Rzeszowskiej
i studentom Wydzialu Matematyki i Fizyki Stosowanej Politechniki Rzeszowskiej.
Szczere podziekowania kieruje rowniez pod adresem recenzentéw, ktorych zycz-
liwe i konstruktywne uwagi pomogly w ulepszeniu ostatecznej wersji podreczni-
ka. Za przyjecie projektu do realizacji oraz przychylno$¢ i wszechstronng pomoc
w procesie wydawniczym serdecznie dziekuje Redakcji PWN. Wyrazam gleboka
wdziecznos¢ Rektorowi i Dziekanowi Wydziatu Ekonomicznego UMCS za pomoc
W urzeczywistnieniu i wsparcie finansowe projektu. Na koniec chciatabym najgo-
recej podzickowaé mojej Rodzinie i Przyjaciotom, od ktérych zawsze uzyskiwatam
wsparcie, zrozumienie i zyczliwosé.



Konstrukcja modelu matematycznego

Ekonomia w opisie zjawisk zachodzacych w gospodarce narodowej, przedsiebior-
stwie, itp. postuguje si¢ pewnymi modelami. Model ekonomiczny to celowo uprosz-
czony schemat gospodarczej rzeczywistosci. Jest zbiorem zatozeri, definicji i zalez-
nosci przyczynowo-skutkowych zachodzacych pomiedzy rozwazanymi podmiota-
mi. Dlatego tez przedmiotem ekonomii matematycznej jest konstruowanie, a na-
stepnie badanie matematycznych modeli rzeczywistych proceséw ekonomicznych
metodami matematycznymi, czyli dazenie do matematyzacji modelu.

Model matematyczny to obiekt, ktéry zastepuje oryginat i odwzorowuje naj-
istotniejsze dla danego procesu ekonomicznego cechy i wtasciwosci oryginatu. Mo-
del matematyczny ekonomii jest uktadem zaltozen, definicji i zalezno$ci przyczyno-
wo-skutkowych opisujacych jego strukture. Zaleznosci te opisywane sa za pomoca
pewnych wielkosci, funkcji, rownani czy nieréwnosci, zawierajacych dane, ktore sa
ustalone (tzw. parametry modelu), oraz dane, ktore nalezy okresli¢ — nazywamy
je zmiennymi.

Zmienne modelu dzielimy na endogeniczne i egzogeniczne. Zmienne en-
dogeniczne sa to zmienne generowane od wewnatrz, ktorych wartosci okreslamy
na podstawie modelu. Zmienna egzogeniczna, czyli generowana z zewnatrz, na-
zywamy taka zmienng, ktérej wartosci sa dane i ustalone, okreslone przez sity
zewnetrzne w stosunku do modelu.

Przyktadowo, analizujac preferencje konsumenta, rozwazamy ceny towardw
na rynku, ktoére ksztattuja te preferencje. Ceny towaréw sa w danym momencie
ustalone i sa zmiennymi egzogenicznymi — konsument nie ma wplywu na ich
ustalenie. W tym samym modelu iloéci towaréw nabytych przez konsumenta sa
zmiennymi endogenicznymi, zaleznymi od konsumenta.

Ponadto zmienne, parametry oraz funkcje opisujace model spelniaja pewne
zalozenia, np. zalozenie nieujemnosci, ciggtosci, rozniczkowalnosci. Modele mate-
matyczne ekonomii nie powstajg w oderwaniu od rzeczywistych proceséw ekono-
micznych. Tworca modelu obserwuje przez pewien czas pewne zjawisko i otrzymuje
szereg danych empirycznych charakteryzujacych to zjawisko. Kolejno badacz sys-
tematyzuje otrzymane dane, a nastepnie prébuje opisaé je w jezyku matematycz-
nym. Podejscie badacza moze by¢ intuicyjne, dedukcyjne, polegajace na wiedzy
potocznej itp. Badacz ujmuje réwniez otrzymane dane w postaci tabel, wykresow,
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ewentualnie zaleznosci funkcyjnych. Te ostatnie wydaja sie by¢ dogodnym punk-
tem wyjscia do dalszego badania i opisu modelu. Przyktadami takich funkcji, naj-
bardziej charakterystycznych dla modeli ekonomicznych, sa: funkcja uzytecznosci,
produkgcji, kosztéw, popytu, podazy itp.

Podejsécie matematyczne stosowane do opisu zjawisk ekonomicznych pozwa-
la na wykorzystanie bogactwa matematycznych twierdzen i wlasnosci, badanie
przypadkéw ogolnych, wielowymiarowych oraz na Sciste formutowanie wszystkich
przyjetych zatozen i oddzielenia zalozenia twierdzenia od tezy.

Podstawowymi modelami matematycznymi ekonomii sa:

modele zachowania konsumenta (teoria preferencji),
modele rynku,

modele rownowagi,

modele wzrostu gospodarczego,

modele cyklu koniunkturalnego.

Etapy konstrukcji modelu:

1.

Okreslenie zmiennych objasnianych i objasniajacych (endogenicznych i eg-
zogenicznych), parametrow oraz wielkosci ustalonych, ktore beda rozwaza-
ne w modelu. Zmiennymi modelu ekonomicznego sa czesto: praca, zysk,
przychéd, koszt, dochdd itp. Parametry modelu moga by¢ w danym mo-
mencie ustalone (w stosunku do zmiennych), jednak w badaniach porow-
nawczych mozna rozwazaé zmiany rozwiagzania spowodowane zmianami pa-
rametrow.

. Formutowanie warunkéw prawidtowego funkcjonowania modelu. Sformuto-

wanie takich warunkéw wymaga przede wszystkim okreslenia podstawo-
wych zalozen, zakresu zmiennosci zmiennych i parametrow (np. x > 0).
Kolejno nalezy ustali¢ zwiazki zachodzace z definicji (np. warto$é towardéw
o ilosciach z1, xa, ..., x, i cenach p1, po, ..., py jest réwna p1x1+poxo+-- -+
PnZy). Ustalane sa rowniez zaleznosci funkeyjne, czyli zaleznosci przyjete
w modelu ez ante oraz warunki dotyczace rownowagi badZz nieréwnowagi
(wzrostu, spadku) modelu.

. Sprowadzenie warunkéw modelu do funkcji (rownari) wzgledem jednej lub

wiekszej liczby zmiennych (moga to byé¢ réownania i nieréwnosci liniowe,
rozniczkowe, roznicowe lub catkowe).

W zastosowaniach ekonomicznych wyréznia sie nastepujace typy réownan:

1.

Roéwnania behawioralne — okreslaja sposob, w jaki zachowuje sie zmien-
na w reakcji na przyrosty innych zmiennych. Réwnania te mogg byé¢ uzy-
wane do opisu ogélnych uwarunkowan modelu, obejmujacych aspekty tech-
nologiczne i prawne.

. Réwnania definicyjne — okreslaja réwnosé dwoch wyrazen majacych

ten sam sens.

. Warunki réwnowagi (lub dynamiki) — okreslaja warunki réwnowagi

lub nieréwnowagi (wzrostu, spadku) modelu. Rownania dotyczace warun-
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kéw réwnowagi wystepuja jedynie w modelach opisujacych stany réwno-
wagi, np. réwnowagi popytu i podazy; w przypadku analizy dynamicznej
roOwnania maja za zadanie sformutowanie zatozeri wymaganych do uzyska-
nia pozadanych zmian.

Rozwiazanie modelu polega na wyznaczeniu wartoéci liczbowych odpowiadaja-
cych zadanemu poziomowi stanu, wyznaczeniu warunkéw pozwalajacych na utrzy-
maniu danego stanu przez pewien czas badz okresleniu warunkéw koniecznych do
generowania pozadanych zmian. Prawidlowe rozwiazanie modelu powinno zawie-
ra¢ rowniez pozostale zmienne, uzaleznione w pewien sposéb od wyznaczonych
wartosci i okreslone na podstawie warunkéw modelu.



