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Przedmowa

Zanim opowiem, o czym i dla kogo jest ta ksiazka oraz czego mozna z niej sie
nauczy¢, wyjasnie, dlaczego w ogdle ja napisatem.

Mniej wiecej 10-11 lat temu wybratem sie na seminarium ,Statystyka w ge-
netyce” prowadzone przez prof. Witolda Kloneckiego w Instytucie Matematyki
Politechniki Wroctawskiej. Bylem juz po kilku kursach statystyki, ale z jakiegos
powodu w zaden sposdéb mnie ta dziedzina nie pociagala. Wygladata jak zbior
regutek, z ktorych trzeba wybra¢ odpowiednia, zeby cos policzyé¢, i koniec. Semi-
narium prof. Kloneckiego wptyneto na catkowita zmiane tego pogladu, statystyka
stata sie narzedziem do podgladania $wiata. Analiza danych przypomina prace
detektywa, czasami nudng, gdy trzeba godzinami przygotowywaé¢ dane i poprawié
literowki lub zamieni¢ kropki na przecinki, ale w wielu momentach fascynuja-
ca, pelna zagadek, niespodzianek i trudnych pytan. Prawdziwa analiza danych,
prowadzona wspolnie z ekspertem dziedzinowym, czy to lekarzem, biologiem, czy
ekonomista, moze by¢ Zzréodtem $wietnej zabawy.

W ciagu tych 10 lat zdarzyto mi sie wielokrotnie pracowaé z tzw. ,nie-matema-
tykami”. Wielokrotnie stwierdzatem, ze znacznie tatwiej bytoby mi z nimi rozma-
wia¢, gdybym wyjasniajac, jak dziata okreslone narzedzie statystyczne, miat pod
reka historyjke przedstawiajaca jego przyktadowe wiarygodne zastosowanie. Stad
pomyst na napisanie zbioru opowiadan, ktére beda przedstawialty liste zagadnien.
Kazde opowiadanie naswietli inny problem, kazde opowiadanie mozna przedstawié
rzeczonemu ,nie-matematykowi” i powiedzie¢, na czym polega problem. Ta ksiaz-
ka miata mie¢ podtytul ,Ksiazka kucharska z elementami przygodowymi”, tyle ze
nie spodobat si¢ on recenzentom. Tytut bytby o tyle odpowiedni, Zze w zamierzeniu
przedstawia ona zbiér zagadnien oraz informacje jakich funkcji z programu R na-
lezy uzy¢, by dane zagadnienie przeanalizowaé, a czasami tez rozwigzaé. Elementy
przygodowe biorg sie z prayktadow rzeczywistych danych zbieranych przez polskie
zespoty badawcze. Zamiast uczy¢ sie, jak rozrozniaé ptatki irysa, bedziemy rozwia-
zywaé problemy, ktore kiedy$ moze pozwola na wydluzenie czasu funkcjonowania
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przeszczepu u pacjenta lub umozliwia skuteczniejsza walke z biataczka, zwieksze-
nie produkcji mleka lub obnizenie kosztéw leczenia pacjentow przy zachowaniu
skutecznosci.

Dlaczego akurat modele liniowe z efektami stalymi i mieszanymi? Jest to wy-
nikiem wspoélpracy z firma Netezza Polska. Jakis czas temu w czasie wakacji poma-
galem przy implementacji estymatora parametrow w modelu mieszanym w réw-
nolegtym $rodowisku. Zaskoczylo mnie wtedy, jak niewiele jest w Polsce miejsc,
gdzie modele mieszane z efektami losowymi sg omawiane podczas kurséw statysty-
ki, i jak inaczej wyglada to na zachodzie, gdzie znajomo$é¢ modeli mieszanych przez
studenta statystyki jest czyms$ oczywistym. Zdziwil mnie rowniez brak polskoje-
zycznej literatury poswieconej aplikacjom modeli mieszanych. Stwierdzilem wiec,
ze napisze kilkunastostronicowe wprowadzenie do modeli mieszanych. Z biegiem
czasu i wskutek réznych rozméw to wprowadzenie przerodzito sie w ksiazke.

Do kogo adresowana jest ta ksiazka? Napisalem co$, co sam chcialbym prze-
czytac kilka lat temu. Zaktadam, ze czytelnik ma podstawowa wiedze o statystyce
i programowaniu w programie R. Zakladam tez, ze jest zainteresowany zasto-
sowaniami i chce wiedzie¢, kiedy jakiego narzedzia uzy¢, ale chce wiedzieé tez,
jak wykorzystywane narzedzia dziataja. Statystyka to nie czarna skrzynka, ktorag
strach otworzy¢, ale zbiér pomystowych obserwacji pozwalajacych na kontrolowa-
na analize danych.

Staralem sie, by ta ksigzka byta uzyteczna zaréwno dla bardziej zmatematy-
zowanych lekarzy czy biologow, jak i dla statystykow, matematykow czy infor-
matykow, ktorzy lubia analize danych. Realizacja tego planu wymagalta réznych
kompromiséw. Nie jest to klasyczny podrecznik statystyki matematycznej. Nie
wyprowadzam tutaj dowodow twierdzen, nie przytaczam nawet twierdzen (za wy-
jatkiem kilku najwazniejszych). Teoria matematyczna zwiazana z modelami linio-
wymi zarowno o efektach stalych, jak stalych i mieszanych jest przedstawiona
w dwoch rozdziatach 1 i 3. Prezentujac teorie, koncentruje sie raczej na aspekcie
obliczeniowym umozliwiajacym stosowanie algorytméw dla duzych zbioréow da-
nych. Osoby zainteresowane przyktadami, lecz niespecjalnie zainteresowane teo-
ria, moga te rozdzialty pominaé przy pierwszym czytaniu. Zakladam, ze Czytelnik
ma podstawowa wiedze o statystyce i dlatego nie ttumacze takich pojeé jak esty-
mator, test czy poziom istotnosci. Nawet jezeli nie jest

One difficulty in constructing
lectures or a book at this level
is that most genuine data offer
too many statistical problems
simultaneously and often also
involve biology that is unfa-
miliar to a first-year student.
Finney, podestane przez T.C.

biegle zaznajomiony z tymi pojeciami, powinien naby¢
intuicji z kontekstu opisywanych wynikdw.

Nacisk polozylem na zainteresowanie tematem
i zrozumienie. Chcialbym przekona¢ Czytelnika, ze roz-
roznienie miedzy efektem statym a losowym ma znacze-
nie, ze diagnostyka to rzecz potrzebna, ze transforma-
cje zmiennych to chleb powszedni, ze modele konstruuje

sic w sposob iteracyjny. Rzadko sie zdarza, ze analiza danych to wykonanie testu
t-Studenta w dwoch grupach albo zastosowanie modelu mieszanego do gotowego
zbioru danych. Detektyw spedzi wiele godzin, czuwajac w zaroslach, przemierza-
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jac kanaly pod miastem, zanim pojawi sie odpowiedni moment do przeprowadze-
nia akcji. Znaczna czes¢ praktykow uwaza, ze 80% czasu po$wieconego na analize
danych zabiera przygotowanie danych, samo stosowanie metod statystycznych po-
chtania jedynie 20% czasu. Pozostala czesé praktykow uwaza, ze na przygotowanie
danych trzeba poswieci¢ przynajmniej 90% czasu.

Na ponizszym diagramie sa przedstawione zagadnienia opisane w tej ksiazce.
Numery obok zagadnien to numery rozdziatow, w ktorych sa one omdwione.
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Wszystkie przyktady prezentowane w tej ksiazce sa wykonane z uzyciem pro-
gramu R. Jest to $wietny, darmowy program do analiz statystycznych, zdobywa-
jacy wciaz coraz wiekszg popularnosé. Zaktadam, ze Czytelnik zna podstawy R.
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W Internecie mozna znalezé wiele stron z materiatami do nauki programu R, linki
do wybranych materialéw umieszczone sa na stronie http://biecek.pl/R/. W je-
zyku polskim dostepnych jest kilka ksiazek poswieconych samemu jezykowi R lub
tez analizie danych z uzyciem programu R, na przykiad do poznania programu
R od podstaw do zaawansowanych zastosowan moze stuzy¢ ksiazka [Biecek 2011].
Wszystkie dane, z ktorych korzystatem w tej ksiazce, znajduja sie w opracowanym
przeze mnie pakiecie PBImisc. Pakiet ten jest dostepny na CRAN-ie i mozna go
zainstalowa¢ z konsoli programu R poleceniem

install.packages ("PBImisc")

Na koniec chciatbym podziekowaé¢ osobom, bez ktorych ta ksiazka by nie po-
wstata. Przede wszystkim mojej zonie Karolinie, ktora po raz kolejny przymkneta
oko na dziwne hobby meza, wierzac jedynie, ze kiedy$ sie to skonczy. Jestem
wdzieczny Witoldowi Kloneckiemu, ktoéry jako pierwszy probowal nauczyé mnie,
czym sg modele mieszane. Dziekuje wielu osobom, z ktérymi pracowalem i ktore
mialy znaczny wplyw na moje wyobrazenie statystyki: profesorowi Stanistawowi
Cebratowi, Pawlowi Mackiewiczowi (z ktorymi pracowatem w zaktadzie Genomiki
Uniwersytetu Wroctawskiego), profesor Teresie Ledwinie (pod ktorej kierunkiem
mialem przyjemnosé pracowaé¢ w Instytucie Matematycznym Polskiej Akademii
Nauk), profesorowi Jerzemu Tiurynowi (ktory zwerbowal mnie do pracy w gru-
pie Biologii Obliczeniowej na Uniwersytecie Warszawskim), profesorowi Janowi
Mielniczukowi, profesorowi Tadeuszowi Caliniskiemu, profesorowi Jackowi Koro-
nackiemu, profesor Joannie Szydzie, profesorowi Tomaszowi Burzykowskiego, dok-
torom Andrzejowi Dabrowskiemu i Andrzejowi Michalskiemu (ktorzy zgodzili sie
przeczytaé wstepna bardzo surowa wersje pierwszych rozdzialow). Jednoczesnie
musze zaznaczy¢, ze nie ponosza oni zadnej odpowiedzialnosci za moje ewentual-
ne wpadki w tej ksiazce, poniewaz wielu ich dobrych rad nie postuchatem, majac
w glowie wizje ksigzki kucharskiej z elementami przygodowymi. Osobne serdeczne
podzickowania sktadam Adamowi Zagdanskiemu i Arturowi Suchwalce, z ktory-
mi wspolpracowatem we Wroctawiu i ktoérzy mieli znaczny wplyw na spaczenie
mojego postrzegania statystyki. Chciatbym tez podziekowaé wszystkim osobom,
z ktorymi pracowatem nad analiza danych, w szczegdlnosci danych przedstawio-
nych w tej ksiazce — duzo si¢ nauczylem i tez uswiadomitem sobie, ile jesz-
cze trzeba sie nauczy¢. Wiele tez nauczyltem sie, prowadzac kurs ,Modele liniowe
i mieszane na przyktadach z biologii i medycyny” na wydziale MIMUW. Dziekuje
studentom z tego kursu za wyrozumialos¢ i wiele uwag, ktérymi sie podzielili,
a w szczegolnosci Oldze Kowalczuk, Aleksandrze Maj, Michatowi Lisowi i Janowi
Matuszewskiemu, ktorych krytyczne uwagi i komentarze byty bardzo przydatne.
Chciatbym réwniez goraco podziekowaé redaktor Izabeli Mice za wlozony wysitek
w prace nad ksiazka.



Modele liniowe — wprowadzenie,
podstawowe twierdzenia i wzory

1.1. Wprowadzenie

Modele liniowe to jedna z najstarszych i najpopularniejszych metod modelowania
zaleznosci miedzy zbiorem zmiennych objasniajgcych a zmienng ilo$ciowa nazywa-
ng zmienna objasniang. Zalezno$¢ te modeluje si¢ zwykle po to, by moc szacowaé
punktowo lub przedzialowo zmienna objasniana na podstawie zmiennych obja-
$niajacych, lub tez po to, by lepiej zrozumieé zaleznosci miedzy obserwowanymi
zmiennymi. Model liniowy mozna wykorzystaé¢ rowniez do oceny, ktére zmienne
objasniajace i w jaki sposob sg zalezne od zmiennej objasniane;j.

Za poczatek modeli liniowych uznaé¢ mozna prace z przetomu XVIII i XIX
wieku dotyczace metody najmniejszych kwadratéw, wykorzystywanej wowczas
w nawigacji oraz astronomii. Nie ma jednoznacznej odpowiedzi na pytanie, kto
pierwszy wymyslil te metode — do dzi§ problem pierwszeristwa rozpala dysku-
sje poérod historykéow matematyki. Pierwsza opublikowana praca po$wiecona tej
metodzie pochodzi z roku 1805 i jest autorstwa francuskiego matematyka Adrien-
Marie Legendre’a. Jednak Johann Carl Friedrich Gauss twierdzil, ze uzywatl tej
metody od ok. 1794 lub 1795 roku (Gauss mial wtedy 18 lat!) do obliczen na
potrzeby swoich prac dotyczacych astronomii. W 1809 roku Gauss opisal me-
tode najmniejszych kwadratéw w swojej ksiazce, podajac liczne przyklady za-
stosowan oraz udowadniajac wlasciwosci tej metody w sytuacji, gdy zaktdcenie
losowe ma rozkltad normalny. Legendre wcale nie przyjal do wiadomosci oswiad-
czenia o pierwszenstwie Gaussa, a spory o to, kto wymyslit metode najmniejszych
kwadratow, trwaja do dzis. O historii tego sporu mozna przeczytaé¢ np. w artyku-
tach ,C. F. Gauss and the Theory of Errors” [Sneynin 1979] lub ,Gauss and the
Invention of Least Squares” [Stigler 1981].

Termin regresja zostal uzyty po raz pierwszy przez Sir Francisa Galtona jeszcze
w XIX wieku. Francis Galton byl cztowiekiem renesansu, zajmujgcym sie zaréwno
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antropologia, statystyka, jak i wieloma innymi naukami. W 1886 roku opubliko-

wal prace , Regression towards mediocrity in hereditary stature” w The Journal of

the Anthropological Institute of Great Britain and Ireland [Galton 1886], w ktorej

przedstawil wyniki badan nad dziedziczeniem wzrostu. Galton zauwazyl, ze syno-

wie bardzo wysokich ojcéw sa Srednio wyzsi niz synowie nizszych ojcéw, ale ich

sredni wzrost jest nizszy niz sredni wzrost ojcow. Podobnie wzrost synéw niskich

ojcow jest blizszy Sredniej w populacji. To zjawisko nazwal ,dazeniem do prze-

cietnosci” lub ,tendencja do przecietnosci” (w jezyku angielskim ten wspotczyn-

nik nazywa si¢ ang. regression toward the mean). Galton zaproponowal réwnanie

opisujace zaleznos$¢ miedzy wzrostem synéw i ojcéw lub rownowaznie opisujace

regresje wzrostu z pokolenia na pokolenie w kierunku wartosci przecietnej (dzis

nazwalibySmy to réwnanie rownaniem regresji). Uzywajac tego rownania, Galton

wyznaczyl wspolezynnik dziedziczenia takiej cechy jak

Za stownikiem jezyka polskie- wzrost. Od tej pracy przyjela sie nazwa regresja na row-

go PWN: regres [fr. regres, lac. nania opisujace zaleznosci miedzy zmiennymi i nazwa
regressus, odejscie], cofanie sie . . . ., .

w Tozwoju; preeciwienistwo po- ta upowszechmlg sie tak baurcl.zo7 ze dZ.IS jest stosoyvana

stepu. nawet w sytuacjach, ktore nie maja zadnego zwiazku
z oryginalnym znaczeniem stowa regres.

Jako ciekawostke mozna dodaé, ze zbiér danych zebrany przez Galtona jest
dostepny w programie R pod nazwg galton w pakiecie UsingR. W tym zbiorze
danych w jednej kolumnie jest Sredni wzrost rodzicoéw liczony jako $rednia wzrostu
ojcai 1,08 wzrostu matki (ang. midparent), a w drugiej kolumnie wzrost dorostego
syna. Wartosci z tego zbioru sa przedstawione na rys. 1.1. Przerywana linia odpo-
wiada prostej o rownaniu y = x. Jak mozna zauwazy¢, w kazdej grupie wzrostowej
rodzicow Sredni wzrost synéw jest blizszy sredniej populacyjnej.

Metody analizy modeli regresyjnych, gtéwnie modeli o strukturze liniowej,
zostaly znacznie rozwiniete na poczatku XX wieku przez Karla Pearsona i jemu
wspolczesnych. Dzis, wiek pdzniej, regresja jest jednym z najbardziej popularnych
narzedzi modelowania statystycznego. Regresja jest popularna, poniewaz pozwala
na opisanie zwiazku miedzy zmiennymi objasniajacymi a zmienna obja$niana,
oszacowanie $redniej wartoSci zmiennej objasnianej w zaleznosci od zmiennych
objasniajacych, a takze wybranie zmiennych istotnie zaleznych od zmiennej obja-
$nianej. Postulowany w modelu zwiazek miedzy zmiennymi moze mieé¢ réznoraki
charakter. Model regresji liniowej mozna relatywnie tatwo rozszerzy¢ na uogdl-
niony model liniowy (w tej rodzinie jest bardzo popularna regresja logistyczna)
lub na model nieliniowy (np. model GAM, modele krzywych sklejanych). W tej
ksigzce poswiecimy duzo uwagi modelom liniowym. Jezeli zostang one odpowiednio
gleboko zrozumiane, to znacznie tatwiej bedzie poznaé bardziej elastyczne modele.

W podrozdziale 1.2 przedstawimy ogélnag posta¢ modelu liniowego, w pod-
rozdziale 1.3 — najpopularniejsze metody estymacji wspotczynnikow w modelu
liniowym, w podrozdziale 1.5 — wybrane metody testowania hipotez dotyczacych
wspolezynnikéw w modelu liniowym oraz konstrukeji przedzialéw ufnosci dla tych
wspotezynnikow.



