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Przedmowa

Analiza matematyczna w zakresie przedstawionym w niniejszej
ksigzce w literaturze angielskiej nosi nazwe ,,calculus” od tacii-
skiego calculus — kamyk. Jak wiemy z historii, nazwa ta odwo-
luje si¢ do czynnosci liczenia. Obliczenia, do ktérych sprowa-
dzano wiele probleméw praktycznych, w przypadku zbyt duzego
stopnia komplikacji dla prowadzgcego rachunki, wspomagano ka-
mykami przesuwanymi zgodnie z odpowiednimi regutami.

Nie wiadomo, czy dzisiejsze problemy sg mniej czy bardziej
skomplikowane od dawnych, wiadomo jednak na pewno, ze roz-
wo6j matematyki dostarczyt nowych, potgeznych regut wspoma-
gajacych obliczenia dla celéw praktycznych. Wiadomo tez, ze
poszerzy!l si¢ znacznie obszar probleméw, ktére rozwigzujemy
dzi§ metodami wykorzystujacymi techniki matematyczne.

Znajomo$¢ rozumowan, ktére legly u podstaw metod matema-
tycznych, to elementarz wyksztatcenia juz nie tylko matematyka
i fizyka, inzyniera czy artylerzysty. Coraz bardziej wyszukanymi
metodami matematycznymi operuja na co dziefl finansisci i eko-
nomisci, analitycy i eksperci od zarzadzania. Skutki ich decyzji
sg tak powazne i dotyczg tak szerokiego kregu, ze nie mogg
pozwoli¢ sobie na ryzyko popetnienia btgdu metodologicznego
i musza doglebnie rozumieé stosowane przez siebie techniki.

Tych kilka obserwacji wyznacza zakres i adresata tej ksigzki.
Przedstawiono w niej material podporzadkowany potrzebom ele-
mentarnego aparatu matematycznego, ktory stosuje sie dzi$, aby
zrozumie¢ zasady gospodarki i metody zarzadzania w gospo-
darce. Dlatego Czytelnik znajdzie w ksiazce obszerne ustepy
rozwijajgce w stron¢ optymalizacji rachunek rézniczkowy funkcji
jednej i wielu zmiennych (racjonalna gospodarka to maksymali-
zacja zysku, minimalizacja strat i optymalne decyzje) oraz tra-
dycyjnie wylozong teorie miary i calki, tak aby wyrobi¢ intuicje
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potrzebng do rozumienia pdZniej rachunku prawdopodobieristwa
i statystyki (racjonalna gospodarka to takze umiej¢tne szacowa-
nie ryzyka i zarzadzanie nim).

Piszac ten podrecznik, chcieliSmy przede wszystkim pomédc
ekonomistom i specjalistom od zarzadzania, proponujac im jezyk
pomocny w formulowaniu probleméw i narzedzie ich rozwig-
zywania. Tradycyjne podr¢czniki operuja przyktadami z fizyki
i z geometrii — przyktadami, a takze rozumowaniami, ktére nie
zawsze s3 dostosowane do wyobraZzni i potrzeb dzisiejszego ich
Czytelnika. Staramy si¢ uzupetni¢ t¢ luke.

W tekicie podajemy wiele prostych do rozbudowania przy-
ktadéw wprowadzajacych w ekonomi¢. Operujemy w zasadzie
tylko przestrzeniami skoriczonego wymiaru, cho¢ w pierwszym
rozdziale podany zostaje caly aparat pojeciowy niezbedny do
przeformutowania twierdzen i przeprowadzenia dowodéw w bar-
dziej ogdlnych przypadkach. Wszystkie rozdzialy koricza si¢ pa-
ragrafami prezentujgcymi materiat do ¢wiczen. Poniewaz istnieje
wiele sprawdzonych zbioréw zadar przygotowanych specjalnie
w celu doskonalenia techniki rachunkowej, przeto wyeliminowa-
liSmy zadania czysto rachunkowe.

W zalozeniu Autoréw wszystkie te zabiegi maja stuzy¢ pigknej
przygodzie, ktérej na imi¢ analiza matematyczna.

Formuta dydaktyczna zaprezentowana w ksigzce jest owocem
ponad dwudziestoletnich do§wiadczen wielu oséb, z ktérymi sty-
kaliSmy si¢ w trakcie naszej pracy w Szkole Giéwnej Handlo-
wej. Dlatego pragniemy tu przypomnie¢ profesora Tadeusza Cze-
chowskiego i doktora Zenona Galasa z dawnego SGPiSu, ktérzy
zarysowali ksztatt tego wyktadu, profesoréw Igora Szczyrbe i Ka-
zimierza Napidrkowskiego z Katedry Metod Matematycznych Fi-
zyki Uniwersytetu Warszawskiego, ktérzy po raz pierwszy ten
wyklad realizowali w latach siedemdziesigtych, oraz bezimiennie
kolegéw z Katedry Matematyki SGPiS (p6zZniej Instytutu Ekono-
metrii w SGPiS 1 SGH), ktérzy w goracych dyskusjach i bardzo
nieraz ostrych sporach wspéitworzyli ten wyktad.

Chcemy tez goraco podzieckowad redaktor Annie Szemberg
za zachete, za okazang cierpliwo$¢ 1 pomoc przy pokonywaniu
trudno$ci w przygotowaniu do druku tego bardzo trudnego tekstu.

Autorzy
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Podrecznik, ktéry przedstawiamy Czytelnikowi — po dwdch la-
tach od pierwszego wydania — nie zmienit si¢ radykalnie. Oczy-
wiscie dyskusje w trakcie korzystania z podrecznika przyniosty
bogaty plon poprawek, ktére uwzgledniliSmy w jego drugim wy-
daniu. Za pomocng i merytoryczng krytyke serdecznie dzigku-
jemy naszym Kolegom, Recenzentom i Studentom.

W wyniku tej dyskusji zetkneliSmy sie takze z opiniami do-
tyczgcymi koncepcji ksigzki. Warto wigc moze wyja$ni¢ w tym
miejscu, ze zaktadamy, iz podrecznik jest przeznaczony dla eko-
nomistéw, a nie na przyktad elektronikéw czy socjologéw, z cze-
go wynika odpowiedni dobdr materiatu, a nie przykladéw. W
konsekwencji wybraliSmy zestaw tematéw z analizy matema-
tycznej, ktérych znajomoS¢ jest niezbedna, aby ekonomista mogt
rozumie¢ wspdliczesne prace ze swojej dziedziny. Z zalem zrezy-
gnowaliSmy z réwnan réznicowych, analizy fourierowskiej i in-
nych zagadnieri wartych systematycznego omdéwienia.

Przetworzenie materiatu teoretycznego w przyklady rzeczy-
wistych zastosowan lub rozszerzenie ksigzki o takie przyktady
bylo niemozliwe z braku miejsca, natomiast przytaczanie nad-
miernie uproszczonych przyktadéw i nazywanie ich ekonomicz-
nymi uznaliSmy za niecelowe, a nawet szkodliwe. Nadal rezygnu-
jemy tez z typowych ¢wiczen i zadai z analizy matematycznej
na korzys$¢ probleméw teoretycznych — istnieje wiele zbioréw
zadan pozwalajacych utrwali¢ material problemowy i uzyskaé
biegto§¢ w stosowaniu pojeé analizy matematycznej. Planujemy
w przysztoéci wydanie oddzielnego zbioru zadan przygotowa-
nego pod katem potrzeb Czytelnika ekonomisty — ma on by¢
dopetnieniem tego podrgcznika nastawionym na zastosowania.
Obecnie, w drugim wydaniu ksigzki tylko rozdziat o réwnaniach
rézniczkowych zostal rozszerzony o przyktady dotyczace zasto-
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sowan. W przyktadach tych jest potozony nacisk na precyzyjne
sformutowanie matematycznej poprawnos$ci prowadzonych wy-
wodow 1 pokazanie charakteru wnioskéw, jakie mozna w zasto-
sowaniu uzyskac.

Mamy nadziejg¢, ze podrecznik bedzie inspiracjg do samodziel-
nego poglebiania wiedzy w tej dziedzinie takze dla Czytelnikéw
prébujacych wykorzystaé matematyke do zrozumienia ekonomii.
Powinien znaleZ¢ si¢ w podr¢cznych biblioteczkach ekonomistow
jako wygodny leksykon pojeé, twierdzen oraz elementarnych me-
tod stanowigcych podstawe matematycznej analizy zjawisk eko-
nomicznych.

Styczen 1999 r. Autorzy
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Wiadomosci wstepne

Intencjq Autoréw niniejszej ksiqzki jest wprowadzenie Czytelnika
do tej gatezi analizy matematycznej, ktorq nazywamy rachunkiem
rozniczkowym i catkowym funkcji jednej lub wielu zmiennych rze-
czywistych. Aby jednak ten cel osiqgngc, potrzebny jest obszerny
wstep poSwiecony oznaczeniom i podstawowym pojeciom analizy
matematycznej. Lektura tego diugiego i nietatwego tekstu utatwi
Czytelnikowi zrozumienie nastepnych rozdziatow.

Na rozdziatl pierwszy sktadajq sie nastepujqce paragrafy:

1.1. Rachunek zdan

1.2. Rachunek kwantyfikatorow

1.3. Rachunek zbioréw

1.4. Relacje

1.5. Odwzorowania

1.6. Przestrzenie metryczne, unormowane i unitarne

1.7. Problemy i zadania

1.1. Rachunek zdan

Jezyk matematyki, ktéry jest pod bardzo wieloma wzgledami po-
dobny do jezyka potocznego, sam stat si¢ przedmiotem zaintere-
sowania matematykéw. Analiza jezyka i badanie zwigzku jezyka
ze Swiatem jego obiektow i znaczen sg przedmiotem dziedziny
matematyki, ktérg potocznie nazywa sie logikq. Brak miejsca
nie pozwala na podanie wigkszosci waznych pojeé i twierdzen
tej teorii. Zreferujemy tu szkicowo fragment tzw. logiki formal-
nej, zajmujacej sie¢ badaniem schematéw rozumowarn, ktére nie-
zawodnie prowadzg od prawdziwych przestanek do prawdziwych
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1. Wiadomosci wstepne

Przykiad

wnioskow. Przedstawimy te reguty wnioskowan, z ktérych korzy-
stamy w dalszych rozdziatach. Niniejszy paragraf postuzy takze
Czytelnikowi jako éwiczenie w stosowaniu symboliki logicznej,
z ktorej (ze wzgledu na jej precyzje i zwigzto$¢) korzystamy
dalej.

Ograniczmy si¢ do badania zdan, ktére maja okre§lona war-
to$¢ logiczna, tzn. dla ktérych mozna stwierdzi¢, czy zdanie jest
prawdziwe czy falszywe. Oto przyktady takich zdan: ,,2+2 = 47,
242 =57, ,,\/5 jest liczbg niewymierng” itp. Za to zdanie
,,ChodZmy na piwo” nie ma warto$ci logicznej, cho¢ bez watpie-
nia wiele tresci.

Jesli zdanie p jest prawdziwe, to bedziemy pisali p = 1.
W przeciwnym przypadku mamy p = 0. Na zdaniach okre§lone
sa, miedzy innymi, nastepujace operacje logiczne: ~p, p V ¢,
PAG, p = q, p <& q (czytamy je kolejno: nie p; p lub g;
pigq;jesli p, to g; p wtedy i tylko wtedy, gdy ¢). Nosza one
nazwy: negacji, alternatywy, koniunkcji, implikacji, rownowaz-
nosci. Operacjom tym odpowiadajag na mocy definicji wartoSci
logiczne podane w tablicy 1 (jeSli warto$¢ logiczna zdan p oraz g
dana jest zgodnie z dwiema pierwszymi pozycjami, to dalsze po-
zycje definiujg warto$¢ odpowiedniej operacji na tych zdaniach).

Tablica 1
P|lqg|~p | PVqg | PN | P=>4|P(
111 0 1 1 1 1
10| O 1 0 0 0
011 1 1 0 1 0
0(0] 1 0 0 1 1

Mozna teraz analizowaé zdania wypowiadane w rozumowa-
niach matematycznych, a takze budowaé nowe, bardziej ztozone
wyrazenia 1 badaé ich warto$¢ logiczng. Na ogét wartos¢ lo-
giczna takiego wyrazenia zalezy od tego, czy wyjsciowe zdania
sg prawdziwe czy fatszywe. Istniejg jednak réwniez takie wyraze-
nia, ktére niezaleznie od interpretacji majg warto$¢ logiczng 1 —
sa prawdziwe. Zdania takie nazywamy tautologami lub prawami
rachunku zdaf.

Rozwazmy wyrazenie p V ~p. Aby zbada¢ warto$¢ logiczna
tego wyrazenia, rozpatrujemy wszystkie mozliwe warto$ci lo-
giczne zdania p, z ktérego wyrazenie jest utworzone. Dla p = 1
mamy ~p = 0, wiec p V ~p = 1. Podobnie dla p = 0 mamy
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~p=11ipvVv~p=1.Zapisujemy to zwykle w nastepujacej

tablicy:

Tablica 2
p|~p | pV~™PD
1 0 1
0 1 1

Poniewaz niezaleznie od warto$ci logicznej zdania p mamy

p Vv ~p =1, wiec badane wyrazenie jest tautologig.

Ten schemat postepowania nazywamy metodq zero-jedynko-
wq. Wykorzystujac te metode, fatwo mozna wykaza¢ inne tauto-

logie:

1L1[(p=2g9A@=1]=(pP=r71)
1.2 (~t = ~2) = (z=1)

1.3 ~(pVg) & (~pA~q)
14 ~(pAg) & (~pV ~q)

prawo sylogizmu;
prawo kontrapozycji,
I prawo de Morgana;

Il prawo de Morgana;

oraz prawo rozdzielnosci koniunkcji wzgledem alternatywy

1 prawo rozdzielnosci alternatywy wzgledem koniunkcji:

1.5 (pA(@Vvr) & (pAg)V(pAr)),
1.6 (pVv@Ar) & {(pVvg) A(pVr)).

Aby udowodni¢ na przyktad prawo kontrapozycji (1.2), czyli
prawdziwo$¢ implikacji (~t = ~z) = (z = ), przy wszystkich
mozliwych interpretacjach zdan z oraz ¢, rozwazmy nastepujaca

tablice:
Tablica 3
zlt |~z |~t|~t=>~z|z=>1t] (12
11
110 0 1 0 0 1
0|1
010

WypetniliSmy w niej tylko jeden wiersz odpowiadajacy in-
terpretacji z = 1 oraz t = 0, pozostawiajgc analize pozostatych
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przypadkéw Czytelnikowi. Prawo bedzie wykazane, jesli w ostat-
niej kolumnie otrzymamy same jedynki.

Prawo kontrapozycji wyraza zasade: jezeli z zaprzeczenia tezy
pewnego twierdzenia wynika zaprzeczenie jego zalozen, to z za-
tozer wynika teza. Takie jest logiczne uzasadnienie stosowania
w matematyce tzw. dowodow ,,nie wprost”. Zauwazmy ponadto,
ze z prawa tego wynika natychmiast (jak?) réwnowazno$¢ zdan
Z =t oraz ~t = ~Z7.

Prawa rachunku zdai ilustruje si¢ czgsto potocznymi przy-
ktadami. Prawo de Morgana o negacji koniunkcji ilustruje na-
stepujgcy przyktad: zdanie ,Nieprawda, ze twoja Zona jest
pickna i wierna” oznacza, ze ,Nie jest ona pickna lub nie
jest wierna”. OczywiScie to prawo nie przesadza o uro-
dzie czy wiernosci zon, lecz orzeka, ze jeSli prawdziwe jest
pierwsze ze zdan, to prawdziwe jest wowczas zdanie drugie,
i odwrotnie.

O niebezpieczefistwach wynikajacych z korzystania z takich
przyktadéw opowiada nastepujgca anegdota o Bertrandzie Rus-
selu (przytaczamy ja za Encyklopediq logiki):

Tautologia ~p = (p = ¢q) (jesli nieprawda, ze p, to z p
wynika ¢), zwana jest prawem Dunsa Scotusa. W swobodnym
sformutowaniu glosi ono, ze z falszu wynika dowolne inne zda-
nie, co brzmi paradoksalnie. Anegdota opowiada, jak stynny
logik udowodnit komu$§ na poczekaniu, ze jesli 2 + 2 = 5,
to on sam (Russel) jest papiezem. Dowdd przebiega nastepu-
jaco: ,,Odejmijmy od obu stron tej réwnoSci po trzy, otrzy-
mujemy 1 = 2. Jedli wiec pan twierdzi, ze nie jestem pa-
piezem, to papiez i ja jesteSmy dwiema osobami. Zatem wo-
bec 1 = 2 papiez i ja jesteSmy jedng osoba’. Widzimy,
ze z falszywej przestanki mozna dojs¢ do nieoczekiwanego
whniosku.

1.2. Rachunek kwantyfikatorow

Jesli wyrazenie f(x) jest zdaniem prawdziwym lub fatszywym
dla kazdego ustalonego x ze zbioru X, to f(x) nazywamy funk-
cjq zdaniowq zmiennej x okreS§lona na X (zbiér ten nazywamy
dziedzing funkcji zdaniowej). Ograniczajac zakres zmiennoSci
x do innego zbioru, otrzymujemy na ogét inng funkcj¢ zda-
niowa. Jako przyktad rozwazmy wyrazenie x + 1 = 5, gdzie
x jest liczbg rzeczywista. Ta funkcja zdaniowa ma wartos$¢ lo-
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giczng 1 dla x = 4 oraz warto$¢ logiczng 0 dla x # 4. Jesli za
dziedzine przyjmiemy liczby nieparzyste, to warto$¢ tej funkcji
zdaniowej jest zawsze réwna O (zdanie jest falszywe dla kaz-
dego x).

Niech /\ f(x) oraz \/ f(x) oznaczaja odpowiednio zdania

»dla kazdego x jest spelnione f(x)” oraz ,istnieje takie x, ze
jest spetnione f(x)”. Stowa ,,jest spetnione”, pomijane zwykle
w takich zdaniach, uzmystawiajg fakt, ze chodzi o te elementy x
z dziedziny, dla ktérych wyrazenie f(x) jest zdaniem prawdzi-
wym. Symbole /\ oraz \/ nazywamy odpowiednio kwantyfika-
torem ogdlnym i szczegotowym (egzystencjalnym)'?.
Zauwazmy, ze poprzedzenie funkcji zdaniowej kwantyfikato-
rem, tak jak podstawienie zamiast zmiennej konkretnego ele-
mentu z dziedziny, daje wyrazenie, ktére jest prawdziwe lub fat-
szywe, czyli zdanie. Na przyklad, jesli jako dziedzing¢ funkcji
zdaniowej x + 1 = 5 przyjmiemy zbior liczb rzeczywistych, to
wyrazenie \/ x+1 = 5 jest zdaniem prawdziwym, a A\ x+1 =75

jest zdaniem falszywym. Ograniczajac si¢ natomiast do zbioru
liczb nieparzystych oba te zdania sg fatszywe. Z przyktadu wi-
daé, ze przyjety zapis moze prowadzi¢ do nieporozumieri. Stad
tez bedziemy uzywali zapisu dokladniejszego, uwzgledniajacego

podanie dziedziny, postaci /\ f(x) oraz \/ f(x).
xeX xeX

Ze zdan utworzonych z funkcji zdaniowych i kwantyfikatoréw
mozemy budowaé (jak wspomnieli§my wcze$niej) za pomocg al-
ternatywy, koniunkcji i innych operacji wyrazenia (zdania) zto-
zone, a nastgpnie badac ich warto$¢ logiczng. Podobnie jak w ra-
chunku zdan, niektére z tych wyrazen majg warto$¢ logiczng 1
niezaleznie od tego, czy zdania, z ktérych sg utworzone te wy-
razenia, sa prawdziwe czy fatszywe. Tego typu wyrazenia nazy-
wamy prawami rachunku kwantyfikatorow. Najprostszymi z nich
sq prawa wyrazajace zwigzek negacji ze zdaniami utworzonymi
za pomocg kwantyfikatorow:

1.7 ~( /\Xf(x)) & \/X(~f(x)),
1.8 ~( \/Xf(x)) & /\X(~f(x)):

M Kwantyfikatory ogdlny i szczegétowy oznacza si¢ takze symbolami
V i 3 (odwrécone pierwsze litery stéw angielskich ,,all” i ,.exist”). Uzywa
si¢ tez symbolu V! na oznaczenie zwrotu ,,istnieje doktadnie jeden”.



