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Logarytmy

Logarytmy sa bardzo praktyczne. Dla przyktadu sg one stosowane w chemii,
gdy chcemy zbadac¢ skale pH dla danej substancji, w akustyce przy pomiarze
natezenia dzwieku, czy jego ttumieniu.

Przypomnimy wzory, ktére mozemy znalez¢é w tablicach matematycznych:

Definicja logarytmu

Niech @ > 0i a # 1. Logarytmem log, b liczby b > 0

przy podstawie a nazywamy wyktadnik ¢ potegi, do

ktorej nalezy podnies¢ a, aby otrzymac b:
log,b=c&a"=b

Réwnowaznie:

alogab — b

Poza definicjg, mamy takze wymienione podstawowe wlasnosci:

Wtasnosci logarytmu

Dla dowolnych liczb rzeczywistych x > 0, y > 0 oraz
r prawdziwe sg réwnosci:

log,(x - y) = log, x + log, vy (2.1.)

log, <E> = log, x — log, y (2.2.)
Y

log,z" =r-log,z (2.3.)
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Czego nie znajdziesz w tablicach maturalnych? Logarytmy

Wzér na zamiane podstawy logarytmu

Jezelia > 0,a# 1,b>0,b# 1 oraz ¢ > 0, to

| log, c
og, ¢ =
S log, b
W szczegdlnodci:
1
log,b =
log, a

Jak sie okazuje, nie sg to jedyne wtasnosci logarytmu, ktére przewijaja sie
w zadaniach. Niekiedy pojawiaja si¢ tez:

o (Ciekawsze wlasnosci

Jeslia>0,a#1,b>01is+#0, to:
1
log,.b=—log,b
S

W potaczeniu z zaleznodcia (2.3.) uogdlnieniem powyzszej zaleznosci jest naste-
pujaca wtasnosé:
-
log,.b" = —log, b
s

Jesli a,b > 0,a,b#11ic>0, to:
log, b - log, ¢ = log, c

Latwo te ostatnig wtasno$é¢ zapamietac - jest to nic innego, jak wykorzysta-
nie wzoru na zamiane podstaw i pomnozenie obustronnie tegoz wzoru przez
wyrazenie log, b z lewej strony.
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Wielomiany

Z wielomianami poniekad juz sie spotkaliSmy wczesniej - postacie funkcji
liniowej i kwadratowej sg najprostszym przyktadem wielomianéw. Tutaj gtéwnie
powiemy o bardziej zaawansowanych przypadkach.

e Pierwiastek wielomianu

Pierwiastkiem wielomianu W nazywamy taka liczbe rzeczywista a, dla ktorej
W(a) = 0.

o Twierdzenie Bézoutall

Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian
W jest podzielny przez dwumian (z — a).

e Liczba pierwiastkéw wielomianu

Liczba pierwiastkéw niezerowego wielomianu W (z) jest nie wigksza niz stopien
wielomianu W (zx).

o Wymierne pierwiastki wielomianu o wspétczynnikach catkowitych

Jezeli wielomian
W(z) =an- 2"+ ap-1 - "V, g4 a2 4 ar T+ a,

gdzie a, # 01 ay # 0 o wspotezynnikach catkowitych ma pierwiastek wymierny
zapisany w postaci utamka zwyktego nieskracalnego, to licznik tego utamka jest
dzielnikiem wyrazu wolnego ag, z kolei mianownik to dzielnik wspoétczynnika a,,
przy najwyzszej potedze zmiennej.

W szczegolnosci, gdy a,, = 1, to pierwiastek moze by¢ przedstawiony jako dzielnik
wyrazu wolnego ag.

1 Etienne Bézout (1730-1783) - francuski matematyk.
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Wielomiany Czego nie znajdziesz w tablicach maturalnych?

o Pierwiastek k-krotny

Pierwiastkiem k—krotnym wielomianu W, (k € N, ) nazywamy liczbe a wtedy
i tylko wtedy, gdy wielomian W jest podzielny przez (x — a)¥ i nie jest podzielny
przez (x — a)**1. Liczbe k nazywamy krotnoscia pierwiastka.

e Schemat Hornera'?

Niech dany bedzie wielomian
W(z)=a, 2" +a,_1-2"" +...4+a -z +ao,

gdzie a,, # 0, oraz dwumian liniowy (x — a).

Uktadajac ponizsza tabelke:

Ay, Ap—1 aq ao
cn_lza-bn_l clza-bl Coza'bo

b1 =an | byg =ap_1+ o1 | ... | bo=a;+ c; EEENIIENES

mozemy sie przekonac, ze wielomian da sie zapisa¢ w postaci:

W(l’) = (bn—lxn_l =+ bn—zxn_2 + ...+ b+ bo)(x‘ — CL) + 7.

W dziale z zadaniami, znajdziesz wielomian rozwigzany ta metoda.

Zapamietaj!

Nie wolno wykonywaé¢ tego algorytmu przy dzieleniu
wielomianow przez wielomiany o wyzszym stopniul!
Woéwcezas nalezy skorzystaé z dzielenia wielomianow
sposobem pisemnym.

Ciekawostka

Schemat ten jest pomocny przy konwersji liczb zapi-
sanych w réznych systemach pozycyjnych (np. z dwéj-
kowego na dziesietny).

12 William George Horner (1786-1837) - brytyjski matematyk.
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Czego nie znajdziesz w tablicach maturalnych? Wielomiany

o Wielomian rozktadalny

Wielomianem rozktadalnym nazywamy wielomian r6zny od wielomianu zerowego,
ktory da sie przedstawi¢ w postaci iloczynu wielomiandéw majgcych stopnie rézne
od zera. Jezeli nie da sie go przedstawi¢ w postaci takiego iloczynu, wielomian
ten jest nierozktadalny.

Kazdy wielomian stopnia > 3 mozna roztozy¢ na czynniki stopnia co najwyzej
drugiego. Taki rozktad jest jednoznaczny z doktadnoscia do kolejnych czynnikéw
oraz stalej.

o Tréjkat Pascala'

Wspélezynniki liczbowe pochodzace z rozwiniecia (a + b)™ mozna zapisa¢ w ko-
lejnych wierszach:

n=>~0 1

n=1 1 1

n=2 1 2 1

n=3 1 3 3 1

n=4 1 4 6 4 1
n==5 1 5 10 10 5 1
n==~6 1 6 15 20 15 6 1

1 tak dalej...

W tym trojkacie kazda liczba poza skrajnymi jedynkami jest suma dwoch liczb,
ktore znajduja sie powyzej tej liczby (dla przyktadu, dla n = 4, mamy kolejno:
4=1+3,6=3+3,4=3+1).

Co ciekawe, kolejne liczby w poszczegdlnym wierszu sa powigzane z kolejnymi
wspotczynnikami wzoréw skroconego mnozenia.

Np.
(a +b)* = a® + 2ab + b
a—+0)" =a” +o5a"b+ 5a0” +
(a+b)® = a® + 3a®b + 3ab® + b’

Dla wyzszych poteg, wyrazenie (a £+ b)" dla dowolnego n € N rozwijamy ze

wzoru dwumianowego Newtona'?.

13 Blaise Pascal (1623-1662) - francuski matematyk, fizyk, inzynier-wynalazca, filozof.
14 Tsaac Newton (1642/43-1726/27) - angielski fizyk, astronom, matematyk, filozof.
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Zadania

Ponizej zamieszczone sa tresci zadan, ktére wykorzystuja poznane przez nas
pojecia. Powodzenia!

Wazna informacja: W zadaniach zostato podane zrodto, jak réwniez liczba
punktow, ktoére maksymalnie mozna byto uzyskaé¢ poprawnie rozwigzujac dane
zadanie.

Zadanie 1. (0—-1, CKE grudzien 2013 - przykladowy zestaw zadarn A1, poziom
podstawowy)

Liczba 15 jest przyblizeniem z niedomiarem liczby x. Blad bezwzgledny tego
przyblizenia jest rowny 0,24. Liczba x to

A. 14,76 B. 14,80 C. 15,20 D. 15,24

Zadanie 2. (02, CKE maj 2016 - poziom podstawowy)

W tabeli przedstawiono roczne przyrosty wysokosci pewnej sosny w ciggu szesciu
kolejnych lat.

kolejne lata 1123|456
przyrost (wem) [ 10 | 10 | 7|8 |8 | 7

Oblicz éredni roczny przyrost wysokosci tej sosny w badanym okresie szesciu
lat. Otrzymany wynik zaokraglij do 1 cm. Oblicz btad wzgledny otrzymanego
przyblizenia. Podaj ten btad w procentach.

Zadanie 3. (0-1, autorskie)
Wyrazenie log, 9 - logg 36 - logg 27 jest réwne:
A. 2log, 27 B. 2log, 36 C. 6log, 27 D. 27log, 6
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Zadania Czego nie znajdziesz w tablicach maturalnych?

Zadanie 4. (0-1, autorskie)
Funkcja liniowa f(x) = (m? — 10)z — 9 jest rosngca wtedy i tylko wtedy, gdy:

A. m € (—oo0, —/10) B. m € {—/10,1/10}
C. m € (—/10,/10) D. m € (—o0, —/10) U (v/10, 00)

Zadanie 5. (0—4, CKFE maj 2017 - poziom podstawowy)

Funkcja kwadratowa f jest okreslona dla wszystkich liczb rzeczywistych x
wzorem f(z) = ax? + bx + c. Najwicksza wartoéé¢ funkcji f jest réwna 6 oraz
f(=6) = f(0) = 2. Oblicz warto$¢ wspolezynnika a.

Zadanie 6. (06, CKE maj 2019 - poziom rozszerzony)

Dane sg okregi o réownaniach 22 +vy? — 1220 —8y+43 =0 i 2?4 y? — 2ax +4y +
+ a? — 77 = 0. Wyznacz wszystkie wartoéci parametru a, dla ktérych te okregi
majg doktadnie jeden punkt wspolny. Rozwaz wszystkie przypadki.

Zadanie 7. (0—7, CKFE maj 2022 - poziom rozszerzony)

Rozpatrujemy wszystkie tréjkaty rownoramienne o obwodzie rownym 18.

a)  Wykaz, ze pole P kazdego z tych trojkatéw, jako funkcja diugosci b ra-

(18—2b)-/18b—81

mienia, wyraza si¢ wzorem P(b) = 5

b)  Wyznacz dziedzine funkcji P.

c)  Oblicz dlugosci bokéw tego z rozpatrywanych trojkatow, ktory ma naj-
wieksze pole.

Zadanie 8. (0—1, CKE maj 2010 - poziom podstawowsy)

Liczba przekatnych siedmiokata foremnego jest rowna

A. 7 B. 14 C. 21 D. 28

Zadanie 9. (0-5, CKFE maj 2016 - poziom rozszerzony)

Punkty A = (30,32) i B = (0,8) sa sasiednimi wierzchotkami czworokata
ABCD wpisanego w okrag. Prosta o réwnaniu x — y + 2 = 0 jest jedyna
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Czego nie znajdziesz w tablicach maturalnych? Zadania

osig symetrii tego czworokata i zawiera przekatna AC. Oblicz wspotrzedne
wierzchotkow C'i D tego czworokata.

Zadanie 10. (0—1, CKFE maj 2021 - poziom rozszerzony)
Wielomian W (z) = x* + 81 jest podzielny przez

A.x—3 B. 22+ 9 C.22—-3V2zx+9 D. 22+ 32z -9

Zadanie 11. (0-2, CKFE maj 2017 - poziom podstawowy)
Wykaz, ze liczba 42017 4 42018 4 42019 4 42020 jest podzielna przez 17.

Zadanie 12. (0-2, CKFE czerwiec 2018 - termin dodatkowy, poziom podstawowy)
Wykaz, ze reszta z dzielenia sumy kwadratéw czterech kolejnych liczb naturalnych
przez 8 jest rowna 6.

Zadanie 13. (0-3, autorskie)

Majac do dyspozycji kredki o dtugosciach: 6 cm, 8 cm, 10 cm, 14 cm Antonina
wylosowata trzy kredki o r6znej dtugosci. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze
z wylosowanych odcinkéw bedzie mogta skonstruowaé trojkat?

Zadanie 14. (0-1, CKE wrzesien 2020, termin poprawkowy - poziom podsta-
wowy)

Pole powierzchni caltkowitej szeScianu jest réwne 12. Suma dhugosci wszystkich
krawedzi tego szeScianu jest rowna:

A. 62 B. 3v2 C.12V/2 D. 82

Zadanie 15. (0-2, CKFE informator do matury 2023 - poziom podstawowy)

Dany jest ciag a, okreslony wzorem rekurencyjnym:

a)p = —2
{an+1 =n-a,+4 dlakazdej liczby naturalnej n > 1.

Oblicz sume czterech poczatkowych wyrazéw ciggu (a,).
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Zadania Czego nie znajdziesz w tablicach maturalnych?

Zadanie 16. (0-2, CKFE informator do matury 2023 - poziom podstawowy)

Dany jest ciag (a,) okreslony wzorem ogélnym: a,, = 4n — 9 dla kazdej liczby
naturalnej n > 1.

Wykaz, ze ciag (a,) jest arytmetyczny.

Zadanie 17. (02, autorskie)
Wykaz, ze cigg b, = n?> — 3n jest geometryczny.

Zadanie 18. (0-3, autorskie, na wzor CKE informator do matury 2023 - poziom
rozszerzony)

8x

—15, dla kazdego = > 2.

Funkcja f jest okredlona wzorem f(x) =
Wykaz, ze f jest funkcjg malejacy.

Zadanie 19. (0-2, autorskie)
Kat «a jest katem rozwartym i cosa = —%. Oblicz 4 + tga.

Zadanie 20. (0—4, CKFE maj 2012 - poziom rozszerzony)

Rozwiaz nieréwnosé z* + 2% > 2z.

Zadanie 21. (04, CKFE - informator do matury 2023 - poziom rozszerzony)

Rozwiaz nieréwnosc
(2 — cosz)? < 4311’12% — 40082% + 4,75
w zbiorze (0, 7).

Zadanie 22. (0—4, autorskie, na wzér CKE czerwiec 2019 - poziom rozszerzony)

Miara kata wewnetrznego n-kata foremnego jest o 5° mniejsza od miary kata
wewnetrznego (n + 1)-kata foremnego. Oblicz n.
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Czego nie znajdziesz w tablicach maturalnych? Zadania

Zadanie 23. (0-1, CKFE - informator do matury 2023 - poziom podstawowy)

Dany jest tréjkat ABC, w ktorym |AB| = 5, |BC| = v21, |AC| = 4. Dwusieczna
kata £LC'AB przecina bok BC' w punkcie D (zobacz rysunek ponizej).

A B

Dokoncz zdanie. Zaznacz odpowiedz A, B albo C oraz jej uzasadnienie
1.,2. albo 3.

Dtugosé odcinka BD jest réwna

A. ‘BDl = %\/21 1. IQ_B: = %

B. | |BD| = g\/ﬁ poniewaz z twierdzenia 2. | |BD| = |AC|
o dwusiecznej wynika, ze

C. | |BD|=1%v21

Zadanie 24. (02, autorskie)

Rozwiaz tréjkat o bokach 5 cm i 10 cm i kacie prostym zawartym pomiedzy
podanymi bokami.

Zadanie 25. (0-2, CKFE grudzien 201/ - arkusz probny - poziom podstawowy)

Czas polowicznego rozpadu pierwiastka to okres, jaki jest potrzebny, by ze 100%
pierwiastka pozostalo 50% Oznacza to, ze ilo$¢ pierwiastka pozostata z kazdego
grama po x okresach rozpadu potowicznego wyraza si¢ wzorem y = (%)x :

W przypadku izotopu jodu ! czas polowicznego rozpadu jest réwny 8 dni.
Wyznacz najmniejsza liczbe dni, po uptywie ktérych z 1 g ' pozostanie nie
wiecej niz 0,125 g tego pierwiastka.
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Zadanie 26. (06, CKFE maj 2017 - arkusz dla starej podstawy programowe;j -
poziom Tozszerzony)

Przekatne sasiednich $cian bocznych prostopadtoscianu wychodzace z jednego
wierzchotka tworzg z jego podstawa katy o miarach § i . Cosinus kata migdzy

tymi przekatnymi jest réwny ‘/Té. Wyznacz miar¢ kata a.

Zadanie 27. (02, autorskie)

Niech a5 = 9 i r = 3. Wyznacz sze$c¢dziesiaty dziewigty wyraz ciggu arytme-
tycznego (a,) okreslonego dla kazdej liczby naturalnej n > 1.
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Skorowidz

Zestawienie poje¢ wystepujacych w ksigzce.

A

aksjomat 19

algorytm 44, 114
Euklidesa 19

B

btad
bezwzgledny 21, 95
procentowy 21, 96
wzgledny 21, 96

C
cecha podzielnosci 17, 18
ciagg
arytmetyczny 25, 109, 127
geometryczny 26, 110
granica 27
niewlasciwa 27
wilasciwa 27
rekurencyjny 25, 109
zbiezny 27
cosinus 65, 112
cotangens 65
cyfra 17,18, 72, 73
czworokat &89
czynniki 45, 103
pierwsze 19, 20
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P

C
¢wiartka 46, 65

D

deltoid 50, 104

diagram Venna 72, 76

doswiadczenie losowe
wieloetapowe 79

drzewo stochastyczne 72, 75

dwumian 44

dziatanie 21

dzielenie 17

dzielna 113

dzielnik 17,19, 113

F
figura

bok 48-50, 53-57, 100, 101, 118,

119, 121, 122
funkcja 97
kwadratowa 40
ciggta 37
dziedzina 28, 88, 101, 124
ekstrema funkcji 37
kwadratowa 40, 88
liczbowa 30
liniowa 38, 97
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malejgca 29, 38, 111 bez powtoérzen 69, 71
monotonicznos¢ 29, 124 z powtorzeniami 70, 71
niemalejaca 29 kombinatoryka 68
nieparzysta 30 krawedz 108
nierosnaca 29 boczna 60, 63, 64
odwzorowanie 28 kula 80
okresowa, 30 kwadrat 50
parzysta 30 I
pochodna 111 ,

. liczba 21, 67
przyporzadkowanie 28

Eulera 27

rosngca 29, 38, 97, 102
rownos¢ funkeji 31
roznowartosciowosé¢ 29, 124

naturalna 107
niewymierna 27
parzysta 107

stata 29, 38 o
trygonometryczna 30, 65, 119, tezby L
120. 126 catkowite 17

naturalne 20, 71
dodatnie 71
wzglednie pierwsze 20

zbiér wartosci 28
ztozenie funkcji (superpozycja)

31, 102 logarytm 22, 96
G naturalny 27
geometria 48, 59 losowanie 80
raf 128
iraniastoslup 59 M
maksimum lokalne 37
| metoda
iloczyn 71 graficzna 39
iloraz 109, 110 podstawiania 39
przeciwnych wspotczynnikow 39,

K 105
kat 65 ) miara tukowa 66

dwusieczna 57, 58, 91, 118 ..

o miejsce zerowe 31, 38
dwuscienny 64 minimum lokalne 37
prosty 49, 104 model klasyczny 72
przylegty 52 moneta 79
rozwarty 90 multizbiér 70
wewnetrzny 52, 90
zewnetrzny 52 N

kombinacje nierownos¢ 40, 97, 101
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Skorowidz

kwadratowa 97
wyktadnicza 124
niewiadoma 39, 117, 124
NWD (najwiekszy wspélny dzielnik)
18, 19, 21
NWW (najmniejsza wspolna
wielokrotnosé¢) 20, 21

O

objetos¢ 58

obwdd 58, 103

odcinek 48
dtugos¢ 58, 98, 119
srodek 105

okrag 49
opisany na czworokacie 56

okregi 51
przecinajace sie 5H1
roztaczne wewnetrznie 51
roztaczne zewnetrznie 51
styczne wewnetrznie 51, 98
styczne zewnetrznie 51,98
wspotsrodkowe 51

orzet 79

ostrostup 59

0%
pionowa 46
pozioma 46
symetrii 41, 49, 89, 104

P
parabola 40
parametr 42, 97
permutacje

bez powtérzen 69

z powtorzeniami 69, 70
pierwiastek 101
plaszczyzna podstawy 61, 63
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pochodna 37, 102, 103
pojecie pierwotne 19, 76
pole 58, 100, 101
potega 106
powinowactwo prostokatne 32, 34,
36
potprosta 57, 119
prawdopodobienstwo 68
catkowite 81
klasyczne 108
warunkowe 80
procent 21
sktadany 24
promien 98
proporcja 66, 119
prosta 57, 104
roztaczna z okregiem 47
prostokat 50
prostopadloscian 60, 125
przekatna 49, 53, 60, 61, 104, 105
przeksztatcenia 31
punkt 33, 35, 36, 39, 41, 88
punkty kratowe 47

R

radian 66

reguta
dodawania 68
kombinatoryczna 68
mnozenia 68

rekurencja 25, 71

reszka 79

reszta z dzielenia 17, 114

romb 50

réwnanie 40, 88, 95, 104, 105
kwadratowe 40, 117

rownolegtobok 50

roznica 102, 109
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S twierdzenie 24
schemat Hornera 44, 113 Bézouta 43

sieczna do okregu 47 cosinusow 54, 122
silnia 71 Fermata 37

sinus 65, 112 Pitagorasa 100, 105
sortowanie sinusow 54, 122

babelkowe 40
przez wstawianie 40 U

stata 45 uktad
stopieni 66 nieoznaczony 39

stosunek 58 oznaczony 39

styczna do okregu 47 rownan liniowych 39, 105
suma 27, 102 sprzeczny 39
wspolrzednych 46, 117

symetralna 57
utamek 21, 111

symetria
osiowa urna 72
wzgledem osi O, 31, 35 W
wzgledem osi O, 31, 33, 35 wariacje

srodkowa 31, 35 bez powtorzen 69

szeScian 60, 108 z powtOrzeniami 69, 70
szufladka 72 .

wartosc
$ bezwzgledna 21, 32, 33, 35, 95
doktadna 21
najmniejsza 12, 31, 41, 42
najwicksza 12, 31, 41, 42
przyblizona 21

Sciana boczna 60, 63
Srednia

arytmetyczna 40, 95
srednica 105

srodek okregu 98 warunek
srodkowa 57 dostateczny 37
konieczny 37

T wektor 31

tangens 65, 112 translacja (przesuniecie) 31, 35

trapez 50, 53 wielokat 118

trojkat 54, 100 foremny 48, 118
charakterystyczny 54, 125 wklesty 48
Pascala 45 wypukly 48
prostokatny 105 wielokrotnos¢ 17
rownoboczny 103 wielomian 43, 103
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dzielenie 44 skréconego mnozenia 45, 102,
nierozktadalny 45 123
pierwiastek 43, 44 Viete’a 42, 103
rozktadalny 45, 106

wierzchotek 41, 119 Z

wspoOtczynnik 39, 113 zbior 12, 42,69, 107
kierunkowy 97 czgS¢ wspolna 77

wspotrzedna 36, 40, 41, 89 dopelnienie 77

wyraz wolny 39 iloczyn 77

wysokos¢ 57, 101 moc 107

wzor 23, 25, 26 podzbiér 77
Brahmagupty 56 przestrzen 77
dwumianowy Newtona 45 roznica 77
Herona 55, 122 suma, 77
jawny 128 zdarzenie 68, 107
Picka 56 elementarne 107
rekurencyjny 89 zmienna 101
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