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    Wstęp


    Logikę stosujesz na co dzień, ale pewnie nawet o tym nie wiesz. Na dobry początek rozważ poniższe sytuacje, w których używasz logiki:


    [image: ] planowanie wieczornego wypadu z kolegą;


    [image: ] rozmowa z szefem w sprawie urlopu albo podwyżki;


    [image: ] wybranie koszuli do nabycia spośród kilku, które Ci się podobają;


    [image: ] wyjaśnienie dzieciom, dlaczego nie będą oglądać telewizji, dopóki nie odrobią lekcji.


    W każdym z tych przypadków używasz logiki, aby precyzyjnie sformułować swoje myśli i sprawić, żeby druga osoba spojrzała na świat z Twojej perspektywy.


    Nawet jeśli nie zawsze postępujesz zgodnie z logiką, jako istota ludzka posługujesz się nią intuicyjnie. W dużym stopniu to właśnie dzięki niej ludzkość przetrwała tak długo na planecie pełnej różnych innych stworzeń — większych, szybszych, liczniejszych bądź agresywniejszych.


    Ponieważ logika już jest częścią Twojego życia, więc kiedy będziesz zwracać na nią uwagę, wszędzie będziesz dostrzegać, jak działa (albo i nie działa).


    Ta książka ma Ci pokazać, jak logika pojawia się naturalnie w codziennym życiu. Gdy zaczniesz ją dostrzegać, będziesz mógł wydestylować pewne rodzaje rozumowania do ich czystej postaci. Logika dostarcza Ci narzędzi pozwalających przejść od tego, co już wiesz (założeń), do kolejnego kroku (wniosków). Logika znakomicie też sprawdza się w wykrywaniu błędów w argumentacji — nieścisłości, ukrytych założeń czy też po prostu niejasno sformułowanych myśli.


    O książce


    Logika jako nauka istnieje już od ponad 2400 lat. Ponieważ tak wielu ludzi już rozmyślało nad tym tematem i pisało o nim, możesz nie wiedzieć, od czego właściwie warto zacząć. Nie martw się — tę książkę napisałem z myślą o Twoich potrzebach.


    Jeśli uczęszczasz obecnie na zajęcia wprowadzające do logiki, ta książka pomoże Ci uzupełnić wiedzę. Praktycznie wszystko to, co omawiane bywa na takich zajęciach, jest tu wytłumaczone w przystępny sposób, krok po kroku, na wielu różnych przykładach. Jeżeli natomiast chcesz się po prostu dowiedzieć, o co chodzi z tą całą logiką, książka ta posłuży Ci za dobry punkt wyjścia.


    Logika dla bystrzaków skierowana jest do każdego, kto chce się dowiedzieć czegoś o logice: czym jest, skąd się wzięła, dlaczego ją wynaleziono albo nawet dokąd może zmierzać. Jeśli chodzisz na kurs logiki, znajdziesz tu zrozumiałe omówienie tego, o czym mowa na zajęciach, wraz z wieloma przykładami zadań, których rozwiązywaniem się zajmujesz. W tej książce przedstawię Ci przegląd różnych form logiki i pomogę Ci położyć solidny fundament pod dalszą naukę.


    Logika jest jedną z niewielu dziedzin nauki, które wykłada się zarówno na studiach filozoficznych, jak i matematycznych. Przypisywanie logiki do tych dwóch, z pozoru osobnych kategorii wynika z przyczyn historycznych: pierwotnie sformułował ją Arystoteles, po czym przez kolejne stulecia rozwijali ją inni filozofowie. Około 150 lat temu matematycy stwierdzili jednak, że logika jest nieodzowna do ugruntowania ich coraz bardziej abstrakcyjnej nauki.


    Jednym z najważniejszych skutków nałożenia na siebie tych dwóch dyscyplin były narodziny logiki formalnej, która posługuje się koncepcjami wziętymi z logiki filozoficznej, ujętymi jednak w ramy matematyczne. Logika formalna jest przeważnie nauczana na wydziałach filozoficznych jako przedmiot czysto obliczeniowy (tj. matematyczny).


    Pisząc tę książkę, starałem się wyważyć obydwa te aspekty logiki. Ogólnie rzecz biorąc, zaczniemy tam, gdzie zaczęła się logika — czyli od filozofii — a skończymy tam, gdzie logika obecnie się znajduje — czyli na matematyce.


    Konwencje zastosowane w książce


    Dla ułatwienia lektury przyjęliśmy następujące konwencje:


    [image: ] Krój pochyły służy do podkreślenia znaczenia pewnych fragmentów. Oznaczamy nim również zmienne w równaniach.


    [image: ] Krój pogrubiony wskazuje nowe, ważne terminy objaśniane w tekście, słowa kluczowe w listach punktowanych, a także wartości logiczne: prawdę (P) i fałsz (F) w równaniach i tabelach. Oznaczamy nim także 18 reguł inferencyjnych rachunku zdań i 5 reguł rachunku kwantyfikatorów.


    [image: ] Oznaczone na szaro ramki zawierają ciekawostki, których znajomość nie jest kluczowa dla zrozumienia danego rozdziału lub tematu.


    [image: ] Pogrubionym krojem 12-punktowym (P i F) w tablicach prawdy i tablicach błyskawicznych oznaczone są informacje, które dodano. Używamy go w ukończonych matrycach logicznych i tablicach błyskawicznych do wskazywania wartości logicznej całego zdania.


    [image: ] W wyrażeniach używamy samych nawiasów okrągłych zamiast zestawienia nawiasów okrągłych, kwadratowych i klamrowych. Oto przykład:


    ~((p ∨ q) → ~r)


    Czego nie czytać


    Byłbym zachwycony, gdybyś przeczytał tę książkę od deski do deski, ale powiedzmy sobie szczerze: nikt nie ma czasu na takie rzeczy. To, którą część tej książki przeczytasz, zależy od tego, ile już wiesz i jak bardzo chcesz zgłębić temat logiki.


    Nie powinieneś jednak mieć oporów przed pomijaniem informacji oznaczonych ikoną „Sprawy techniczne”. Są one wprawdzie ciekawe, ale zazwyczaj także bardzo drobiazgowe; można je spokojnie odłożyć na bok. Możesz także pominąć lekturę pasków bocznych. Omówione są w nich kwestie historyczne i zagadnienia zahaczające o właściwą tematykę książki, ale nie trzeba ich czytać, aby zrozumieć materiał zawarty w poszczególnych rozdziałach.


    Naiwne założenia


    Oto kilka założeń, które przyjąłem:


    [image: ] Chcesz nauczyć się co nieco o logice — czy to dlatego, że chodzisz na związane z nią zajęcia, czy po prostu dlatego, że jesteś jej ciekaw.


    [image: ] Potrafisz określić wartość logiczną zdań dotyczących powszechnie znanych faktów, takich jak „Bolesław Chrobry był pierwszym królem Polski” lub „Pałac Kultury stoi w Krakowie”.


    [image: ] Rozumiesz proste równania matematyczne.


    [image: ] Rozumiesz podstawową algebrę i potrafisz na przykład obliczyć wartość x w równaniu 7 – x = 5.


    Jak podzielona jest książka


    Książka podzielona jest na sześć części. Pomimo że każda kolejna część rozwija materiał zawarty w poprzednich, książka ta jest przede wszystkim skonstruowana modularnie. Możesz zatem swobodnie przeskakiwać od rozdziału do rozdziału. Przy omawianiu tematów będących rozwinięciem przedstawionego już, podstawowego materiału odsyłam Cię do rozdziału, w którym wprowadziłem dane zagadnienia. Jeśli natomiast potrzebujesz informacji na jakiś konkretny temat, przejdź do indeksu lub spisu treści — tam na pewno znajdziesz to, czego szukasz.


    Oto krótkie omówienie tematyki poszczególnych części:


    Część I: Wprowadzenie do logiki


    Czym jest logika? Co to znaczy myśleć logicznie, czy — na dobrą sprawę — nielogicznie? Jak odróżnić myślenie logiczne od nielogicznego? W części I odpowiem na te i inne pytania. Omówię strukturę argumentu, objaśnię, czym są założenia i wnioski, a także prześledzę rozwój logiki w różnych jej formach od starożytności po czasy Star Treka.


    Część II: Rachunek zdań


    Część II jest wprowadzeniem do logiki formalnej. W logice formalnej, zwanej też symboliczną, zdania z języka naturalnego, na przykład polskiego, zastępowane są swoistymi symbolami. Logika formalna ma istotną zaletę, jaką jest danie możliwości łatwego i przejrzystego wyrażania zdań logicznych, które w języku polskim (angielskim, suahili itd.) byłyby długie i zawiłe.


    Zapoznasz się z rachunkiem zdań oraz używanymi w nim pięcioma operatorami logicznymi. Pokażę Ci także, jak tłumaczyć zdania z języka naturalnego na język rachunku zdań (i na odwrót). Na koniec pomogę Ci zrozumieć, jak dokonać ewaluacji wartości logicznej zdania (czyli określić jego prawdziwość lub fałszywość) przy użyciu trzech prostych narzędzi: tablic prawdy, tablic błyskawicznych i drzew semantycznych.


    Część III: Dowody, składnia i semantyka w rachunku zdań


    Jako zagorzały miłośnik logiki z całą pewnością marzysz o nauczeniu się konstruowania dowodów w rachunku zdań — tych skomplikowanych, formalnych wnioskowań, które łączą założenia z wnioskami na podstawie reguł inferencyjnych. Masz szczęście! W tej części zapoznasz się z zawiłościami zapisywania dowodów. Dowiesz się także, jak zapisywać dowody warunkowe i dowody nie wprost, a także jak możliwie sprawnie krytykować dowody, używając różnych metod dowodzenia.


    Spojrzysz też na rachunek zdań z szerszej perspektywy, analizując go zarówno na poziomie syntaktycznym, jak i semantycznym.


    Dowiesz się, jak odróżnić wyrażenie od ciągu symboli, które jedynie wyglądają jak wyrażenie. Omówię też, jak operatory logiczne w logice zdań pozwalają na tworzenie funkcji zdaniowych, które mają jedną lub więcej wartości wejściowych oraz wartość wyjściową. Zobaczysz, jak logika zdań pozwala na wszechstronne wyrażanie wszystkich możliwych funkcji zdaniowych z minimalnym wykorzystaniem operatorów logicznych.


    Część IV: Rachunek kwantyfikatorów


    Tutaj znajdziesz wszystko, co trzeba wiedzieć o logice kwantyfikatorów. Rachunek kwantyfikatorów obejmuje rachunek zdań, ale wychodzi poza ten zakres w istotny sposób.


    W tej części pokażę Ci, jak logika kwantyfikatorów pozwala na dokładniejsze uchwycenie zawiłości zdań w języku naturalnym poprzez rozbijanie ich na mniejsze części, niż jest to możliwe w rachunku zdań. Przedstawię Ci także dwa operatory kwantyfikujące, które umożliwiają wyrażenie bardziej różnorodnych zdań. Na koniec pokażę Ci, jak wykorzystać dowody i drzewa semantyczne w rachunku kwantyfikatorów.


    Część V: Nowe kierunki w logice


    Potęga i subtelność logiki stają się jasne, gdy przyjrzy się postępom, jakie poczyniono w ciągu minionego wieku. W tej części zobaczysz, jak logika pozwoliła ziścić XIX-wieczną wizję powstania komputera. Omówię, jak różne warianty logiki nieklasycznej, osadzone na pozornie nielogicznych założeniach, mogą być spójne i przydatne w opisie rzeczywistości.


    Pokażę Ci też, jak paradoksy podważyły fundamenty logiki jako takiej. Paradoksy zmusiły matematyków do usunięcia z logiki wszelkich niejednoznaczności poprzez oparcie jej na systemach aksjomatycznych. Ostatecznie zainspirowały też pewnego matematyka do wykorzystania ich w celu udowodnienia, że logika ma swoje ograniczenia.


    Część VI: Dekalogi


    W każdej książce z serii Dla bystrzaków znajduje się dział o nazwie „Dekalogi”. Dla zabawy postanowiłem spisać kilka list: z dziesięcioma ciekawymi cytatami, dzisięcioma słynnymi logikami oraz dziesięcioma wskazówkami, które ułatwią Ci zdanie egzaminu z logiki.


    Ikony użyte w książce


    W tej książce różnego rodzaju informacje oznaczone są różnymi ikonami:


    
      
        
        
      

      
        
          	
            [image: ]

          

          	
            Tą ikoną oznaczam najważniejsze koncepcje, które trzeba znać. Koniecznie przeczytaj te akapity ze zrozumieniem, zanim przejdziesz dalej!

          
        

      
    


    
      
        
        
      

      
        
          	
            [image: ]

          

          	
            Tą ikoną oznaczone są pomocne wskazówki. Skorzystaj z nich, zwłaszcza jeśli uczysz się logiki na zajęciach.

          
        

      
    


    
      
        
        
      

      
        
          	
            [image: ]

          

          	
            Nie lekceważ tej ikony! W oznaczonych nią akapitach przeczytasz o częstych błędach, których warto unikać. Dowiesz się z nich o różnych drobnych pułapkach, w które uda Ci się dzięki temu nie wpaść.

          
        

      
    


    
      
        
        
      

      
        
          	
            [image: ]

          

          	
            Ta ikona wskazuje wartościowe, ale ponadprogramowe ciekawostki, które możesz z czystym sumieniem pominąć.

          
        

      
    


    Co dalej


    Jeśli dysponujesz już pewną wiedzą z zakresu logiki i przerobiłeś już materiał z części I, nie krępuj się i przejdź od razu do tego, co Cię interesuje. W każdej kolejnej części rozwijam materiał omówiony w poprzednich, więc jeśli jesteś w stanie zrozumieć materiał z części III, to raczej nie musisz koncentrować się na częściach I i II (chyba że chcesz sobie powtórzyć to, co już wiesz).


    Jeśli chodzisz na zajęcia z logiki, być może skorzystasz na uważnej lekturze części III i IV — możesz nawet odłożyć książkę i spróbować odtworzyć wnioskowania zawarte w tych rozdziałach. Lepiej zwrócić uwagę na swoje braki podczas nauki niż na egzaminie!


    Jeśli nie uczysz się logiki w warunkach akademickich — z wykładowcą, kolokwiami i oceną końcową — a chcesz jedynie zapoznać się z podstawami tej nauki, możesz pominąć szczegółowe przykłady wnioskowań z części III i IV. Dzięki temu zdobędziesz całkiem rzetelne rozeznanie w tej tematyce, ale się nie przemęczysz.


    Jeśli chcesz przejść od razu do części IV i V, to zapewne jesteś gotów zapoznać się z dość rozbudowanymi zagadnieniami. Prawdziwie smakowite kąski znajdziesz w traktującym o paradoksach logicznych rozdziale 22., który dostarczy Twojemu umysłowi pożywki. Udanej przygody!

  


  
    Część I

    Wprowadzenie do logiki


    
      W tej części...


      Niech zgadnę: po raz pierwszy w życiu zapisałeś się na zajęcia z logiki, a teraz budzisz się z ręką w nocniku, bo pojutrze masz pierwsze kolokwium, a logika to wciąż dla Ciebie czarna magia. Możliwe też, że wcale nie znajdujesz się w sytuacji kryzysowej, tylko chcesz się po prostu czegoś nauczyć. Tak czy inaczej, sięgnąłeś po właściwą książkę.


      W tej części książki dowiesz się, o co w ogóle chodzi z tą logiką. W rozdziale 1. zdasz sobie sprawę, że logiki używasz bez przerwy (choćby i bezwiednie), i to dzięki niej coraz lepiej orientujesz się w otaczającym Cię świecie. Rozdział 2. przedstawia historię logiki oraz zawiera omówienie różnych rodzajów logiki, które powstały z biegiem lat. Jeżeli natomiast chcesz od razu przejść do rzeczy, to wiedz, że w rozdziale 3. znajdziesz omówienie podstawowej struktury wnioskowania logicznego. W rozdziale 3. skupiono się także na najważniejszych pojęciach, takich jak przesłanki i wnioski, a ponadto objaśniono w nim, jak sprawdzić wnioskowanie pod względem poprawności formalnej i materialnej.

    

  


  
    Rozdział 1.

    Czym właściwie jest logika?


    
      W tym rozdziale:


      [image: ] spojrzysz na świat logicznie;


      [image: ] wykorzystasz logikę do tworzenia poprawnych wnioskowań;


      [image: ] zastosujesz pierwsze zasady bytu;


      [image: ] zrozumiesz relację łączącą logikę z matematyką.

    


    Żyjemy w świecie pozbawionym logiki. Jeśli masz co do tego wątpliwości, włącz telewizor. Przejdź się do baru i pogadaj z przypadkową osobą przy piwie. Jeszcze lepiej: spędź cały weekend z teściami.


    Skoro tylu ludzi myśli i działa nielogicznie, to po co się wyróżniać? Czy nie byłoby sensowniej postępować tak samo nielogicznie jak pozostali przedstawiciele rodzaju ludzkiego?


    Owszem celowe lekceważenie logiki może nie jest najlepszym pomysłem. Jaki jest sens w byciu myślącym nielogicznie człowiekiem? Pomijam już to, że skoro w ogóle sięgnąłeś po tę książkę, to pewnie nie masz skłonności do bycia taką osobą. Powiedzmy sobie szczerze: niektórym chaos pozwala rozwinąć skrzydła (albo przynajmniej sami tak twierdzą), a innym wprost przeciwnie.


    W tym rozdziale przedstawię Ci podstawy logiki i jej przełożenie na życie codzienne. Omówię kilka najważniejszych pojęć i koncepcji logicznych. Odniosę się też bardzo zwięźle do relacji łączącej logikę z matematyką.


    Z perspektywy logiki


    Możesz nie być tego świadom, ale już teraz pojmujesz logikę całkiem dobrze. Jeśli mi nie wierzysz, możesz przeprowadzić szybki test, żeby sprawdzić, czy myślisz logicznie:


    — Ile potrzeba racuchów, żeby pokryć dach psiej budy?


    — Dwudziestu trzech, bo banany nie mają ości.


    Jeśli odpowiedź wydaje Ci się nielogiczna, to można przyjąć, że przynajmniej jesteś na dobrej drodze, żeby myśleć logicznie. Dlaczego? Dlatego, że jeśli potrafisz dostrzec brak logiki, to najpewniej potrafisz też intuicyjnie wyczuć jej obecność.


    Ten podrozdział zacznę od omówienia tego, co już wiesz o logice (choć możesz nie być tego świadom), a następnie pomogę Ci położyć fundament pod dalszą naukę.


    W poszukiwaniu odpowiedzi


    Większość dzieci jest z natury ciekawa. Dzieci zawsze chcą wiedzieć, dlaczego świat wygląda, jak wygląda. Na każde „dlatego, że” odpowiadają kolejnym „ale dlaczego?”. Weźmy na przykład kilka typowych dziecięcych pytań:


    Dlaczego słońce wstaje rano?


    Dlaczego muszę iść do szkoły?


    Dlaczego samochód rusza, kiedy przekręcasz kluczyk?


    Dlaczego ludzie popełniają przestępstwa, skoro wiedzą, że mogą trafić do więzienia?


    Gdyby się nad tym zastanowić, to okaże się, że mamy tu do czynienia z wielką tajemnicą: skoro rzeczywistość jest pozbawiona sensu, to dlaczego wydaje nam się, że gdzieś ten sens jednak powinien być?


    Dzieci od najmłodszych lat czują, że choć niektóre rzeczy są dla nich niezrozumiałe, to gdzieś na pewno znajdą odpowiedzi, których szukają. Myślą sobie: „Skoro jestem tutaj, a odpowiedzi leżą gdzieś tam, to jak mogę do nich dotrzeć i je znaleźć?”. (Najczęściej rozwiązują ten problem, zadręczając swoich rodziców pytaniami).


    
      
        
        
      

      
        
          	
            [image: ]

          

          	
            Pragnienie odbycia podróży „stąd do tamtąd” — od niewiedzy do oświecenia — jest jednym z powodów, dla których logika w ogóle powstała. Logika wyrasta z wrodzonej, ludzkiej potrzeby znajdowania sensu w świecie i — w miarę możliwości — zdobycia nad nim jakiejś kontroli.

          
        

      
    


    Przyczyna i skutek


    Jeden ze sposobów zrozumienia świata polega na zwróceniu uwagi na powiązanie przyczyny ze skutkiem.


    Dorastając, jako dziecko, zaczynasz pomału układać sobie, jak jedno zdarzenie prowadzi do kolejnego. Takie powiązania między przyczyną a skutkiem można ująć w postaci zdania warunkowego „jeżeli..., to...”. Rozważ następujące zdania warunkowe:


    Jeżeli moja ulubiona piłka wtoczy się pod kanapę, to nie będę mógł jej dosięgnąć.


    Jeżeli odrobię pracę domową, zanim tata wróci do domu, to będziemy mogli zagrać w piłkę przed kolacją.


    Jeżeli będę samodzielnie trenował latem, to jesienią przejdę eliminacje do drużyny.


    Jeżeli będę się z nią umawiał na spotkania uprzejmie i z dozą pewności, to w końcu się zgodzi.


    Zrozumienie tego, jak działają zdania warunkowe, jest ważnym elementem logiki.


    Struktura zdania warunkowego
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            Każde zdanie warunkowe składa się z następujących dwóch argumentów: poprzednika, który następuje po słowie jeżeli, i następnika, który następuje po słowie to. Rozważ takie oto zdanie warunkowe:

          
        

      
    


    Jeżeli jest godzina 17, to pora iść do domu.


    W powyższej implikacji poprzednik to argument:


    Jest godzina 17.


    Następnik jest argumentem:


    Pora iść do domu.


    Zauważ, że obydwa te argumenty są samodzielnymi, niezależnymi od siebie wyrażeniami.


    Łączenie zdań warunkowych


    W wielu przypadkach następnik jednej implikacji staje się poprzednikiem kolejnej. W takiej sytuacji masz do czynienia z ciągiem sylogizmów — polisylogizmem — który Grecy określali mianem sorites. Oto przykład:


    [image: ]


    W tym przypadku możesz połączyć te zdania w jedno:


    Jeżeli jest godzina 17, to muszę zadzwonić do męża, żeby zarezerwował stolik w restauracji.


    Żeby nie było zbyt łatwo


    Z czasem człowiek zaczyna sobie uświadamiać, że powiązania między przyczyną a skutkiem mogą być bardziej rozbudowane:


    Jeżeli moja ulubiona piłka wtoczy się pod kanapę, to nie będę mógł jej dosięgnąć, chyba że będę wyć tak głośno, że babcia wyciągnie ją za mnie, chociaż jeśli zrobię coś takiego więcej niż raz, to może się zdenerwować i posadzić mnie z powrotem na krzesełku.


    Jeżeli będę samodzielnie trenował latem, ale nie tak ciężko, żeby mi wysiadły kolana, to jesienią przejdę eliminacje do drużyny, o ile będzie w niej wolne miejsce, ale jeśli nie będę trenował, to nie przejdę eliminacji.


    Wszystko i jeszcze trochę


    Rozumiejąc już co nieco otaczający Cię świat, zaczynasz wyrażać ogólniejsze twierdzenia, na przykład:


    Wszystkie konie są przyjazne.


    Wszyscy chłopcy są głupi.


    Każdy nauczyciel w tej szkole chce mnie zniszczyć.


    Zawsze, kiedy dzwoni telefon, ktoś prosi, żebym zawołał siostrę.
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            Słowa takie jak wszystkie i każdy pozwalają na przypisywanie rzeczy do zbiorów (grup obiektów) i podzbiorów (grup w obrębie grup). Przykładowo, kiedy mówisz „wszystkie konie są przyjazne”, chcesz powiedzieć, że zbiór wszystkich koni zawiera się w zbiorze wszystkich przyjaznych istot.

          
        

      
    


    Istnienie jako takie


    Świat odkrywasz też poprzez zwracanie uwagi na to, co istnieje, i na to, co nie istnieje:


    Niektórzy moi nauczyciele są mili.


    Istnieje w szkole przynajmniej jedna dziewczyna, która mnie lubi.


    Nikt z klubu szachowego nie może mnie pokonać.


    Nie ma Marsjan.
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            Słowa takie jak niektórzy oraz istnieje wskazują na część wspólną zbiorów. Kiedy zatem mówisz: „Niektórzy moi nauczyciele są mili”, twierdzisz, że zbiór Twoich nauczycieli oraz zbiór rzeczy, które są miłe, mają część wspólną.
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            Z kolei wyrazy takie jak nikt, nie ma czy żaden wskazują, że zbiory nie mają części wspólnej. Kiedy zatem mówisz: „Nikt z klubu szachowego nie może mnie pokonać”, twierdzisz, że zbiór wszystkich członków klubu szachowego oraz zbiór wszystkich szachistów, którzy mogą Cię pokonać, nie mają części wspólnej.

          
        

      
    


    Logiczne słowa


    Jak widać, istnieją słowa, które często towarzyszą powiązaniom logicznym. Oto kilka takich słów, które spotyka się najczęściej:


    
      
        
        
        
        
      

      
        
          	
            jeżeli... to

          

          	
            i

          

          	
            oraz

          

          	
            lub

          
        


        
          	
            nie

          

          	
            chyba że

          

          	
            albo

          

          	
            pewien

          
        


        
          	
            wszystkie

          

          	
            każdy

          

          	
            żaden

          

          	
        


        
          	
            istnieje

          

          	
            niektóre

          

          	
            nie istnieje

          

          	
        

      
    


    Zwracanie uwagi na takie słowa jest w logice ważne, ponieważ dzięki temu jesteśmy w stanie dostrzec różne sposoby, jakimi można z ich pomocą opisywać świat (a tym samym — lepiej go rozumieć).


    Prowadzenie wnioskowania


    Kiedy ludzie mówią, żeby „podejść logicznie” do jakiejś sytuacji bądź określonego problemu, zazwyczaj chodzi im o wykonanie poniższych kroków:


    1. Określenie, co jest wiadome.


    2. Zastanowienie się nad tym.


    3. Wskazanie najlepszego sposobu dalszego postępowania.
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            Ten trzyetapowy proces przekłada się na prowadzenie wnioskowania. Wnioskowanie składa się z przesłanek i wniosku. Przesłanki oddzielone są od wniosku często ciągiem pośrednich kroków. W kolejnych punktach omówię je w tej kolejności, w której zwykle można się z nimi zetknąć.

          
        

      
    


    Formułowanie przesłanek


    Przesłanki (lub też założenia) są faktami związanymi z jakąś kwestią — twierdzeniami, których prawdziwości jesteś pewien (lub chociaż jesteś co do niej stanowczo przekonany). Często spisanie zestawienia przesłanek jest doskonałym pierwszym krokiem do rozwiązania jakiegoś problemu.


    Załóżmy na przykład, że jesteś członkiem rady szkoły i musisz zdecydować, czy warto opowiedzieć się za postawieniem nowego budynku, który zostanie otwarty we wrześniu. Wszyscy są zachwyceni tym projektem, ale decydujesz się zadzwonić do paru osób i poskładać znane Ci fakty (czyli przesłanki) w całość.


    Założenia:


    Fundusze na realizację projektu zostaną zebrane dopiero w marcu.


    Firma budowlana nie zacznie prac, dopóki nie otrzyma zapłaty.


    Realizacja projektu potrwa co najmniej osiem miesięcy.


    Póki co masz jedynie ciąg przesłanek. Zestawienie ich jest jednak pierwszym krokiem do przeprowadzenia wnioskowania. W kolejnym punkcie pokażę Ci, jak te założenia ze sobą połączyć.


    Wypełnianie luk krokami pośrednimi


    Czasami wnioskowanie jest jedynie zestawieniem przesłanek, po których następuje konkluzja. Często jednak w argumencie pojawiają się kroki pośrednie, które wskazują, jak kolejne założenia sukcesywnie prowadzą do wniosku.


    Przykład stawiania budynku szkolnego z poprzedniego punktu można wyrazić następująco:


    Zgodnie z przesłankami nie będziemy mogli zapłacić firmie budowlanej przed marcem, a firma nie skończy prac wcześniej niż po ośmiu miesiącach, czyli w listopadzie. Rok szkolny zaczyna się we wrześniu, zatem...


    Słowo zatem wskazuje na konkluzję i daje początek ostatniemu krokowi, który omówię w kolejnym punkcie.


    Formułowanie wniosku


    Wynikiem wnioskowania jest — jak można się domyślić — wniosek. Jeśli kroki pośrednie ująłeś tak, że ich następstwo jest wyraźnie widoczne, to wniosek powinien być dość oczywisty. W omawianym przykładzie wygląda on następująco:


    Wniosek:


    Budynek nie zostanie ukończony przed początkiem roku szkolnego.


    Jeśli konkluzja nie jest oczywista lub wydaje się nie mieć sensu, może to oznaczać, że wnioskowanie jest błędne. W niektórych przypadkach może nie być ono poprawne. Czasami z kolei musisz jedynie wprowadzić do niego brakujące przesłanki.


    Orzekanie o poprawności wnioskowania


    Po sformułowaniu wniosku musisz umieć orzec, czy jest on poprawny formalnie, czyli czy jest po prostu dobry.
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            Aby sprawdzić poprawność wnioskowania, przyjmij założenie, że wszystkie przesłanki są prawdziwe, a następnie sprawdź, czy podany wniosek automatycznie z nich wynika. Jeśli tak, to masz do czynienia z poprawnym wnioskowaniem. Jeśli nie, to wniosek jest niepoprawny.

          
        

      
    


    Wskazywanie przesłanek entymematycznych


    Wnioskowanie z przykładu o budowie wydaje się poprawne, ale pomimo tego można mieć pewne wątpliwości. Na przykład gdyby uzyskano dostęp do innego źródła finansowania, to firma budowlana mogłaby zacząć pracę wcześniej i być może skończyć do września. Omawiane wnioskowanie ma zatem ukrytą przesłankę, zwaną przesłanką entymematyczną:


    Projekt nie ma innych źródeł finansowania.
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            Wnioskowania dotyczące sytuacji życiowych (w odróżnieniu od wnioskowań matematycznych lub naukowych) niemal zawsze zawierają przesłanki entymematyczne. Wobec tego należy zwracać uwagę na ukryte we wnioskowaniach przesłanki, aby móc z pewnością orzec o poprawności wnioskowania.

          
        

      
    


    Odkrywanie ukrytych założeń wnioskowań dotyczących życia codziennego wiąże się z retoryką, czyli nauką o tworzeniu przekonujących i trafnych wnioskowań. Retorykę oraz inne szczegóły związane ze strukturą wnioskowania omówię w rozdziale 3.


    Proste dochodzenie do wniosków dzięki pierwszym zasadom myślenia


    Filozof Bertrand Russell wyłożył trzy zasady myślenia jako podstawę do zrozumienia logiki. Zasady te wywodzą się z praw sformułowanych przez Arystotelesa, który stworzył logikę klasyczną ponad 2300 lat temu. (Więcej o historii logiki przeczytasz w rozdziale 2.).


    Te trzy zasady są dość proste i zrozumiałe. Przede wszystkim jednak należy zwrócić uwagę, że pozwalają na wywodzenie logicznych wniosków, nawet jeśli nie zna się rzeczywistych okoliczności, do których przesłanki się odnoszą.


    Zasada tożsamości
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            Zasada tożsamości mówi, że każdy byt jest ze sobą tożsamy.

          
        

      
    


    Przykłady:


    Susan Sarandon to Susan Sarandon.


    Mój kot Bonifacy jest moim kotem Bonifacym.


    Pałac Kultury jest Pałacem Kultury.


    Wystarczy sama logika, bez jakiejkolwiek wiedzy o świecie, aby orzec, że te stwierdzenia są prawdziwe. Zasada tożsamości twierdzi, że każde wyrażenie w postaci „X to X” musi być prawdziwe. Innymi słowy, wszystko, co istnieje, jest tożsame ze sobą. W rozdziale 19. zobaczysz, jak tę zasadę stosuje się bezpośrednio w logice.


    Zasada wyłączonego środka
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            Zasada wyłączonego środka mówi, że każde zdanie może być albo prawdziwe, albo fałszywe.

          
        

      
    


    Rozważ następujące dwa zdania:


    Mam na imię Mark.


    Mam na imię Algernon.


    Tutaj również nie musisz dysponować jakąkolwiek wiedzą o świecie, żeby wiedzieć, że każde z tych zdań może być albo prawdziwe, albo fałszywe. Według prawa wyłączonego środka trzecia możliwość nie istnieje. Innymi słowy, zdania nie mogą być częściowo prawdziwe lub częściowo fałszywe. W logice każde wyrażenie jest albo całkowicie prawdziwe, albo całkowicie fałszywe.


    Cieszę się zatem, że pierwsze z powyższych zdań jest prawdziwe, a drugie — fałszywe.


    Zasada niesprzeczności
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            Zasada niesprzeczności mówi, że kiedy mamy do czynienia z jakimś zdaniem oraz jego przeciwieństwem, to co najmniej jedno z nich musi być fałszywe.

          
        

      
    


    Na przykład:


    Mam na imię Algernon.


    Nie mam na imię Algernon.


    Nawet gdybyś nie znał mojego imienia, to sama logika pozwoliłaby Ci orzec, że jedno z tych zdań jest prawdziwe, a drugie — fałszywe. Innymi słowy, ze względu na zasadę niesprzeczności, nie mogę jednocześnie mieć na imię Algernon i nie mieć na imię Algernon.


    Łączenie logiki z matematyką


    W tej książce często opieram swoje dowodzenie na przykładach matematycznych. (Nie martw się — nie znajdziesz tu niczego, czego byś się nie nauczył w V klasie podstawówki czy nawet wcześniej). Matematyka i logika doskonale ze sobą współgrają z dwóch powodów, które omówię w poniższych punktach.


    Matematyka pomaga w zrozumieniu logiki


    Objaśniając Ci w tej książce logikę, muszę czasami, aby udowodnić zasadność tego, co piszę, sięgnąć po przykłady, w których prawda lub fałsz są widoczne gołym okiem. Okazuje się, że przykłady matematyczne są do tego najlepsze, ponieważ zdania w matematyce mogą być albo prawdziwe, albo fałszywe — bez jakichkolwiek niejasności.


    Z drugiej strony niektóre wypowiedzi o świecie mogą być bardziej subiektywne lub dyskusyjne. Rozważ poniższe dwa zdania:


    Juliusz Cezar był wielkim przywódcą.


    Imię róży to nędzna książka.


    Większość zgodziłaby się, że pierwsze zdanie jest prawdziwe, a drugie — fałszywe, ale z całą pewnością można by podyskutować nad zasadnością tych osądów. Spójrz teraz na kolejne dwa zdania:


    Liczba 7 jest mniejsza od liczby 8.


    Liczba 5 jest parzysta.


    Tutaj nie ma wątpliwości, że pierwsze zdanie jest prawdziwe, a drugie — fałszywe.


    Logika pomaga w zrozumieniu matematyki


    Jak już wspomniałem, pierwsze zasady myślenia — m.in. zasada wyłączonego środka — na których oparta jest logika, wymagają zerojedynkowego patrzenia na świat, a trudno o coś bardziej wyrazistego pod tym względem od matematyki. Dziedziny takie jak historia, literatura, polityka i sztuka mogą wprawdzie wydawać się ciekawsze, ale wiążą się z dużo większą niejednoznacznością.


    Matematyka opiera się na logice tak samo, jak dom stoi na fundamencie. Jeśli interesują Cię powiązania łączące matematykę z logiką, przejdź do rozdziału 22., w którym opowiadam o tym, że matematyka zaczyna się od zdań przyjętych za prawdziwe, zwanych aksjomatami, a następnie wykorzystuje logikę do formułowania ciekawych i złożonych wniosków, zwanych twierdzeniami.

  


  
    Rozdział 2.

    Od Arystotelesa do komputera


    
      W tym rozdziale:


      [image: ] poznasz źródła logiki;


      [image: ] zapoznasz się z logiką klasyczną i nowożytną;


      [image: ] przyjrzysz się logice XX-wiecznej.

    


    Zważywszy na to, jak bardzo nielogicznie potrafią się zachowywać ludzie, postępy w rozwoju logiki z biegiem lat są zdumiewające. Poniżej znajdziesz listę przedstawiającą wybrane rodzaje logiki, na które można trafić w wielkim świecie przesłanek i wniosków.


    
      
        
        
        
      

      
        
          	
            Logika Boole’a

          

          	
            Logika współczesna

          

          	
            Logika kwantyfikatorów

          
        


        
          	
            Logika klasyczna

          

          	
            Logika wielowartościowa

          

          	
            Logika kwantowa

          
        


        
          	
            Logika formalna

          

          	
            Logika nieklasyczna

          

          	
            Logika zdań

          
        


        
          	
            Logika rozmyta

          

          	
            Logika predykatów

          

          	
            Logika sylogistyczna

          
        


        
          	
            Logika nieformalna

          

          	
            Logika propozycjonalna

          

          	
            Logika symboliczna

          
        

      
    


    Na widok tych wszystkich rodzajów logiki możesz poczuć nagłe pragnienie, aby w pełni utożsamić się ze swoim człowieczeństwem, a logikę pozostawić Wolkanom. Dobra wiadomość, jak wkrótce się przekonasz, jest taka, że wiele z tych odmian jest do siebie bardzo podobnych. Wystarczy, że zapoznasz się z kilkoma z nich, a łatwiej będzie Ci zrozumieć pozostałe.


    Skąd się zatem wzięły wszystkie te rodzaje logiki? To długa historia — tak długa, że ciągnie się od ponad dwóch tysiącleci. Wiem, że 2000 lat to dużo materiału do upchnięcia w jednym rozdziale, ale nie martw się. Opowiem Ci jedynie o najważniejszych szczegółach. Czas na lekcję historii.


    Logika klasyczna — od Arystotelesa do oświecenia


    Starożytni Grecy wnieśli swój wkład w odkrycie niemal wszystkiego i logika nie jest tu wyjątkiem. Tales i Pitagoras wykorzystali wnioskowanie logiczne w matematyce. Sokrates i Platon stosowali podobnego typu wnioskowania, odpowiadając na pytania filozoficzne. Właściwym twórcą klasycznej logiki był jednak Arystoteles.


    
      
        
        
      

      
        
          	
            [image: ]

          

          	
            Opowiadając w tym podrozdziale o logice klasycznej, odnoszę się do logiki z okresu historycznego, w którym powstała, a to w tym celu, żeby odróżnić ją od logiki nowożytnej, którą omówię w dalszej części rozdziału. Pojęcie logiki klasycznej może jednak również oznaczać najpowszechniej spotykany rodzaj logiki (o którym cała ta książka traktuje), w odróżnieniu od logiki nieklasycznej (którą z kolei omówię w rozdziale 21.). Postaram się zwracać Ci uwagę na to rozróżnienie.

          
        

      
    


    Arystoteles wynajduje sylogistykę


    Przed Arystotelesem (384 – 322 p.n.e.) dowodzenie logiczne stosowano intuicyjnie w filozofii, matematyce i innych naukach. Na przykład jeśli założymy, że wszystkie liczby są parzyste lub nieparzyste, to wykazanie braku parzystości danej liczby oznaczało udowodnienie jej nieparzystości. Grecy znakomicie sobie radzili z rzeczywistością, stosując takie podejście. Systematycznie używali logiki jako narzędzia do badania świata.


    Arystoteles jednak jako pierwszy uznał, że samo to narzędzie należy zbadać i rozwinąć. W swoich sześciu pismach o logice — zebranych później w jedno dzieło o nazwie Organon, czyli „Narzędzie” — Arystoteles przeanalizował działanie wnioskowania logicznego. Miał nadzieję, że sformułowana w nowy sposób logika posłuży filozofom jako narzędzie umysłu, które pomoże im lepiej zrozumieć świat.


    
      
        
        
      

      
        
          	
            [image: ]

          

          	
            Według Arystotelesa celem filozofii było zdobywanie wiedzy naukowej, której strukturę uważał za logiczną. Traktował przy tym geometrię jako modelową naukę, twierdząc, że wiedza składa się z dowodów, dowody — z sylogizmów, sylogizmy — ze zdań, a zdania — z pojęć. Organon przedstawia zatem drogę od podstaw do bardziej złożonych kwestii. Pierwsza księga, Kategorie, omawia pojęcia; druga, O interpretacji — zdania; trzecia, Analityki pierwsze — sylogizmy; a czwarta, Analityki wtóre — dowody.
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            Analityki pierwsze, trzecia księga Organonu, omawia bezpośrednio to, co Arystoteles nazywa sylogizmami, czyli wnioskowania, które ze względu na samą swoją formę są niezaprzeczalnie poprawne.

          
        

      
    


    Idea przyświecająca sylogizmowi była prosta — tak prosta, że filozofowie i matematycy uznawali ją za oczywistą, nim Arystoteles zwrócił na nią uwagę. W sylogizmie przesłanki i wnioski są dopasowane do siebie w taki sposób, że jeśli przesłanki uznamy za prawdziwe, to za prawdziwą nieuchronnie musimy też uznać konkluzję, niezależnie od konkretnej treści wnioskowania.


    Posłużmy się najsłynniejszym sylogizmem Arystotelesa:


    Przesłanki:


    Wszyscy ludzie są śmiertelni.


    Sokrates jest człowiekiem.


    Wniosek:


    Sokrates jest śmiertelny.


    Poniższe wnioskowanie ma taką samą formę jak poprzednie. To właśnie forma wnioskowania, a nie jego treść, sprawia, że jest ono niepodważalne. Po uznaniu przesłanek za prawdziwe trzeba nieuchronnie uznać wnioski za równie prawdziwe.


    Przesłanki:


    Wszystkie klauny są przerażające.


    Bobo jest klaunem.


    Wniosek:


    Bobo jest przerażający.


    Klasyfikacja zdań kategorycznych


    Arystoteles w szczególności starał się zrozumieć to, co nazywał zdaniami kategorycznymi. Zdania kategoryczne to po prostu zdania mówiące o całych kategoriach obiektów lub ludzi. Meble, krzesła, ptaki, drzewa, czerwone rzeczy, filmy z Meg Ryan i miasta na literę T — to są właśnie kategorie.


    Zgodnie z zasadą wyłączonego środka (którą omówiłem w rozdziale 1.), każda rzecz może przynależeć do określonej kategorii lub nie. Na przykład czerwone krzesło należy do kategorii mebli, krzeseł i czerwonych rzeczy, ale nie do kategorii ptaków, drzew, filmów z Meg Ryan i miast na literę T.
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            Arystoteles podzielił zdania kategoryczne na dwa rodzaje:


            [image: ] Ogólne. Są to zdania, które mówią coś o całej kategorii. Oto przykład zdania ogólnego:


            Wszystkie psy są wierne.


            To zdanie wiąże ze sobą dwie kategorie i orzeka, że kategoria psów mieści się w kategorii wiernych rzeczy. Można je uznać za zdanie ogólne, ponieważ wynika z niego, że wierność jest uniwersalną cechą psów.


            [image: ] Szczegółowe. Są to zdania, które mówią o istnieniu przynajmniej pojedynczego desygnatu w obrębie kategorii. Oto przykład zdania szczegółowego:


            Niektóre niedźwiedzie są groźne.

          
        

      
    


    To zdanie orzeka, że przynajmniej jeden desygnat z kategorii niedźwiedzi przynależy także do kategorii groźnych rzeczy. To zdanie jest zdaniem szczegółowym, ponieważ mówi, że przynajmniej jeden niedźwiedź jest groźny.


    Zrozumieć kwadrat logiczny
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            Cztery podstawowe formy zdań kategorycznych, które pojawiają się często w sylogizmach, uporządkowane są w kwadracie logicznym, czyli opracowanym przez Arystotelesa narzędziu, mającym pomagać w analizie zdań. Te cztery formy oparte są na twierdzących i przeczących wariantach zdań ogólnych i szczegółowych.

          
        

      
    


    Arystoteles ułożył te cztery typy zdań w prosty diagram, odzwierciedlający informacje podane w tabeli 2.1. Kwadrat logiczny Arystotelesa dotyczył zdania „Wszyscy ludzie są śmiertelni”, ale poniższa tabela opowiada o moim śpiącym kocie.


    Tabela 2.1. Kwadrat logiczny


    
      
        
        
        
      

      
        
          	

          	
            Formy twierdzące

          

          	
            Formy przeczące

          
        


        
          	
            Formy ogólne

          

          	
            A: Wszystkie koty śpią.


            Nie istnieje kot, który nie śpi.


            Żaden kot nie jest nieśpiący.


            Każdy kot śpi.

          

          	
            E: Żaden kot nie śpi.


            Wszystkie koty nie śpią.


            Nie istnieje kot, który śpi.


            Nie ma żadnego śpiącego kota.

          
        


        
          	
            Formy szczegółowe

          

          	
            I: Niektóre koty śpią.


            Nie wszystkie koty nie śpią.


            Przynajmniej jeden kot śpi.


            Istnieje śpiący kot.

          

          	
            O: Nie wszystkie koty śpią.


            Niektóre koty nie śpią.


            Przynajmniej jeden kot nie śpi.


            Nie każdy kot śpi.

          
        

      
    


    Jak widać w tabeli, każdy rodzaj zdania wyraża inny związek między kategorią kotów a kategorią śpiących istot. W języku naturalnym każde z tych zdań można wyrazić na różne sposoby. Kilka z nich podałem w tabeli, ale można wymyślić także wiele innych zdań o takim samym znaczeniu.
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            Arystoteles zwrócił uwagę na relacje łączące poszczególne rodzaje zdań. Najważniejszą z nich jest sprzeczność zdań, które rozmieszczone są po przekątnej. W przypadku sprzecznej pary jedno zdanie musi być prawdziwe, a drugie — fałszywe.

          
        

      
    


    Spójrz na przykład na zdania A i O w tabeli 2.1. Jeśli każdy kot na świecie w danej chwili śpi, to oczywiście A jest prawdziwe, a O — fałszywe; w innym razie byłoby na odwrót. Spójrz teraz na zdania E oraz I. Jeśli każdy kot na świecie jest obudzony, to E jest prawdziwe, a I — fałszywe; w innym razie byłoby na odwrót.
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            Litery oznaczające formy twierdzące A oraz I prawdopodobnie pochodzą od łacińskiego wyrazu AffIrmo, czyli „twierdzę”. Z kolei litery oznaczające formy przeczące E i O mają pochodzić od łacińskiego wyrazu nEgO, czyli „przeczę”. Niejasne jest, kto odpowiada za takie ich przypisanie, ale można od razu wykluczyć Arystotelesa, który posługiwał się greką, a nie łaciną.

          
        

      
    


    Aksjomaty i twierdzenia Euklidesa


    Choć Euklides (ok. 325 – 265 p.n.e.) nie był konkretnie logikiem, jego wkład w rozwój tej dziedziny jest niepodważalny.


    Euklides słynie przede wszystkim z tego, co wniósł do geometrii, którą wciąż nazywa się na jego cześć geometrią euklidesową. Jego największym dokonaniem z tego zakresu było logiczne ujęcie praw geometrii w postaci aksjomatów i twierdzeń.


    Euklides zaczął od pięciu aksjomatów (zwanych też postulatami) — prawdziwych stwierdzeń, które uznał za proste i zrozumiałe same przez się. Posłużył się następnie logiką, aby udowodnić twierdzenia — prawdziwe zdania, które były bardziej złożone i nieoczywiste. Udało mu się dzięki temu udowodnić, że ogół wiedzy geometrycznej można logicznie wywieść z zaledwie pięciu aksjomatów. Matematycy do dziś używają podziału zdań na aksjomaty i twierdzenia. Więcej na ten temat przeczytasz w rozdziale 22.


    Euklides stosował także metodę dowodzenia nie wprost. Metoda ta polega na przyjęciu założenia przeciwnego do tego, które chce się udowodnić, aby następnie wykazać, że prowadzi ono do ewidentnie błędnego wniosku.


    Detektyw w opowieści kryminalnej może na przykład przeprowadzić takie wnioskowanie: „Gdyby lokaj dokonał zabójstwa, to musiałby być w domu między 19 a 20. Świadkowie jednak widzieli go o tej porze w miejscowości oddalonej o 50 kilometrów, więc nie mógł być wtedy w domu. Lokaj zatem nie zabił”.
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            Dowód nie wprost nazywa się też dowodem przez zaprzeczenie oraz reductio ad absurdum, co w łacinie oznacza redukcję do absurdu. Więcej na temat dowodzenia nie wprost przeczytasz w rozdziale 11.

          
        

      
    


    Chryzyp i stoicy


    O ile następcy Arystotelesa rozwijali jego dorobek z zakresu sylogistyki zdań kategorycznych, o tyle inna szkoła filozofów greckich — stoicy — przyjęła odmienne podejście. Stoicy skoncentrowali się na zdaniach warunkowych, które są stwierdzeniami przyjmującymi formę jeżeli... to.... Na przykład:


    Jeżeli chmury gromadzą się na zachodzie, to będzie padać.


    Najbardziej godnym uwagi spośród tych logików był Chryzyp (279 – 206 p.n.e.), który rozpatrywał wnioskowania wykorzystujące zdania w formie jeżeli... to. Oto przykład:


    Przesłanki:


    Jeżeli chmury gromadzą się na zachodzie, to będzie padać.


    Chmury gromadzą się na zachodzie.


    Wniosek:


    Będzie padać.


    Oczywiście podejście arystotelejskie jest powiązane ze stoickim. Obydwa koncentrują się na zestawieniach przesłanek dopasowanych do siebie tak, że wniosek musi być prawdziwy, gdy prawdziwe są przesłanki. Konflikt między tymi dwiema szkołami sprawił, że logika przez ponad stulecie rozwijała się w postaci dwóch osobnych nurtów, które ostatecznie jednak połączyły się w jednolitą dyscyplinę.


    Czas letargu


    Po czasach greckich logika weszła w fazę letargu i zajmowano się nią jedynie sporadycznie.


    Przez ponad tysiąclecie, w czasach Cesarstwa Rzymskiego i okresie średniowiecza w Europie, logika traktowana była z lekceważeniem. Pisma Arystotelesa o logice niekiedy pojawiały się w przekładzie z komentarzami od tłumacza. Mało kto jednak pisał nowatorskie traktaty logiczne.


    W ciągu pierwszego tysiąclecia naszej ery logiką zajmował się głównie świat arabski. Chrześcijańscy i muzułmańscy filozofowie w Bagdadzie stale wówczas tłumaczyli i komentowali Arystotelesa. Awicenna (980 – 1037) odszedł od tych praktyk, koncentrując się raczej na badaniu logicznych terminów związanych z czasem, takich jak zawsze, czasami i nigdy.


    W XII wieku ponownie zainteresowano się logiką, a w szczególności błędami logicznymi, czyli ułomnościami występującymi we wnioskowaniach. Część tego dorobku, który swoimi korzeniami sięgał pisma O dowodach sofistycznych Arystotelesa, wykorzystywali teologowie w czasach, gdy wpływ Kościoła katolickiego w Europie był wszechogarniający. W kolejnych wiekach filozofowie zajmowali się badaniem kwestii językowych i argumentacyjnych pod kątem logiki.


    Ponadto logika, jako jedna z siedmiu sztuk wyzwolonych, znajdowała się w programach nauczania rodzących się wówczas uniwersytetów. (Jeśli jesteś tego ciekaw, to wiedz, że do pozostałych sześciu sztuk wyzwolonych należały: gramatyka, retoryka, arytmetyka, geometria, astronomia i muzyka).


    Logika nowożytna — XVII, XVIII i XIX wiek


    W XVI i XVII wieku, gdy w Europie epoka wiary stopniowo ustępowała na rzecz epoki rozumu, myśliciele zaczęli podchodzić z optymizmem do znajdowania odpowiedzi na pytania o naturę wszechrzeczy.


    Choć naukowcy i filozofowie, tacy jak Isaac Newton i Kartezjusz, wciąż wierzyli w Boga, odpowiedzi na pytania o to, jak działa stworzony przez Boga świat, szukali poza naukami Kościoła. Odkryli przy tym, że wiele zjawisk — takich jak spadanie jabłka na ziemię czy ruch księżyca po nieboskłonie — można wyjaśnić mechanistycznie i przewidywać przy użyciu matematyki. Za sprawą gwałtownego rozwoju myśli naukowej logika zdobyła prymat jako fundamentalne narzędzie rozumu.


    Leibniz i renesans


    Gottfried Leibniz (1646 – 1716) był najznamienitszym logikiem renesansowej Europy. Podobnie jak Arystoteles, Leibniz dostrzegł potencjał logiki jako nieodzownego narzędzia do poznawania świata. Jako pierwszy logik znacząco rozwinął dorobek Arystotelesa poprzez ukazanie wyrażeń logicznych w formie symboli, którymi można posługiwać się jak liczbami i równaniami. Była to pierwsza, mało wyrafinowana próba stworzenia logiki symbolicznej.


    Leibniz miał nadzieję, że logika dzięki temu przekształci dziedziny takie jak filozofia, polityka czy nawet religia w obszary czystej kalkulacji, pozwalającej na niezawodne uzyskiwanie obiektywnych odpowiedzi na wszelkie tajemnice życia. Jak to ujął w jednym ze swoich dzieł:


    Jedynym sposobem na wyprostowanie naszych wnioskowań jest przydanie im namacalności właściwej wnioskowaniom matematyków, tak abyśmy mogli gołym okiem dostrzegać błędy. Wtedy, gdyby nastąpił spór między dwojgiem osób, moglibyśmy wprost powiedzieć: „To policzmy i zobaczmy, kto ma rację”.


    Niestety kolejne pokolenia nie były zainteresowane ziszczeniem jego marzenia o przekształceniu wszystkich dziedzin życia w zwykłą kalkulację. Jego pomysły do tego stopnia wyprzedzały swoje czasy, że nie uznano ich za istotne. Dzieła Leibniza o logice jako obliczeniach symbolicznych obrastały kurzem przez kolejne 200 lat. Kiedy odkryto je na nowo, logicy już zdążyli nadrobić zaległości i rozwinąć te zapomniane koncepcje. W wyniku tego Leibniz był w tym kluczowym dla rozwoju logiki okresie o wiele mniej wpływowym myślicielem, niż mógłby być.


    Rozwój logiki formalnej


    Na początku XIX wieku logikę zgłębiano przede wszystkim nieformalnie, czyli bez używania symboli zamiast słów. Począwszy od Leibniza, matematycy i filozofowie tworzyli różnorakie improwizowane notacje standardowych koncepcji logicznych. Systemom tym na ogół jednak brakowało jakichkolwiek pełnoprawnych metod prowadzenia obliczeń.
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            Do końca XIX wieku matematycy zdołali jednak stworzyć logikę formalną — zwaną też symboliczną — w ramach której pojęcia i wyrażenia zastępowano symbolami obliczeniowymi. Największy wkład w tworzenie logiki formalnej mieli trzej myśliciele: George Boole, Georg Cantor i Gottlob Frege.

          
        

      
    


    Algebra Boole’a


    Algebra Boole’a, nazywana tak od swojego twórcy, George’a Boole’a (1815 – 1864), była pierwszym dopracowanym systemem, w którym logikę traktowano obliczeniowo. Z tego względu uznaje się ją za prekursorkę logiki formalnej.
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            Algebra Boole’a przypomina standardową arytmetykę o tyle, że stosuje się w niej wartości liczbowe i znajome działania dodawania i mnożenia. W odróżnieniu jednak od arytmetyki w tej algebrze używa się jedynie dwóch liczb: 0 i 1, które oznaczają, odpowiednio, fałsz i prawdę.

          
        

      
    


    Oto przykład:


    Niech a = Adam Mickiewicz napisał Pana Tadeusza.


    Niech b = Baltazar Gąbka napisał Konstytucję 3 maja.


    Ponieważ pierwsze zdanie jest prawdziwe, a drugie — fałszywe, możemy powiedzieć:


    a = 1 i b = 0


    W algebrze Boole’a dodawanie wyraża się jako lub, więc zdanie:


    Adam Mickiewicz napisał Pana Tadeusza lub Baltazar Gąbka napisał Konstytucję 3 maja.


    zapisuje się tak:


    a + b = 1 + 0 = 1


    Ponieważ wynik równania boolowskiego wynosi 1, powyższe zdanie jest prawdziwe. Z kolei mnożenie wyraża się jako i, więc zdanie:


    Adam Mickiewicz napisał Pana Tadeusza i Baltazar Gąbka napisał Konstytucję 3 maja.


    zapisuje się tak:


    a · b = 1 · 0 = 0


    W tym przypadku wynik równania boolowskiego to 0, więc zdanie jest fałszywe.


    Jak widać, obliczanie wartości logicznych przypomina arytmetykę, z tym że liczby mają czysto logiczne znaczenie.


    Więcej na temat algebry Boole’a przeczytasz w rozdziale 14.


    Teoria mnogości Cantora
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            Opracowana przez Georga Cantora w latach 70. XIX wieku teoria mnogości (zwana też teorią zbiorów) była kolejną zapowiedzią logiki formalnej, lecz zdobyła większy rozgłos i znalazła szersze zastosowanie od algebry Boole’a.

          
        

      
    


    Mówiąc ogólnie, zbiór jest kolekcją elementów, które mogą mieć ze sobą coś wspólnego, ale nie muszą. Oto kilka przykładów:


    {1, 2, 3, 4, 5, 6}


    {Batman, Superman, Spider-Man}


    {Afryka, Dorota Rabczewska, listopad, Tytus de Zoo}


    Ta prosta konstrukcja jest niesłychanie przydatna przy formułowaniu podstawowych koncepcji logicznych. Rozważ poniższe zdanie:


    Nazwy wszystkich stanów USA, w których pojawia się litera z, zaczynają się od litery A.


    To zdanie można zweryfikować, określając zbiór wszystkich nazw stanów, które zawierają literę z, oraz zbiór z nazwami stanów zaczynającymi się od litery A. Oto te dwa zbiory:


    
      
        
        
      

      
        
          	
            Zbiór 1: {Arizona}

          

          	
            Zbiór 2: {Alabama, Alaska, Arizona, Arkansas}

          
        

      
    


    Jak widać, każdy element pierwszego zbioru jest też elementem drugiego. Pierwszy zbiór jest zatem podzbiorem drugiego, więc pierwotne stwierdzenie jest prawdziwe.


    Pomimo swojej prostoty — czy może właśnie dzięki niej — teoria zbiorów niedługo później stała się fundamentem logiki, a ostatecznie także matematyki formalnej.


    Logika formalna Fregego
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            Gottlob Frege (1848 – 1925) wynalazł pierwszy prawdziwy system logiki formalnej, który jest w rzeczywistości jednym systemem osadzonym w drugim. W wężej nakreślonym systemie logiki zdań litery zastępują proste zdania, które są następnie łączone znakami oznaczającymi pięć podstawowych pojęć: nie, i, lub, jeżeli... to oraz wtedy i tylko wtedy. Oto przykład:


            Niech e = Ewa jest w kinie.


            Niech p = Piotr jest w domu.


            Te definicje pozwalają na sformułowanie następujących zdań:


            Ewa jest w kinie i Piotr jest w domu.


            Jeżeli Ewa jest w kinie, to Piotr nie jest w domu.


            i wyrażenie ich w formie symboli:


            e ∧ p


            e → ~p

          
        

      
    


    W pierwszym zdaniu symbol ∧ oznacza i. W drugim zdaniu symbol → oznacza jeżeli... to, a symbol ~ oznacza nie.


    Logikę zdań omówię bardziej szczegółowo w częściach II i III.


    Szerszy system logiki kwantyfikatorów — znanej też jako logika predykatów — obejmuje wszystkie zasady logiki zdań, ale dodatkowo je rozwija. W logice kwantyfikatorów inne litery zastępują przedmiot i predykat prostego wyrażenia. Oto przykład:


    Niech e = Ewa


    Niech p = Piotr


    Niech Kx = x jest w kinie.


    Niech Dx = x jest w domu.


    Powyższe definicje pozwalają na zapisanie następujących dwóch zdań:


    Ewa jest w kinie i Piotr jest w domu.


    Jeżeli Ewa jest w kinie, to Piotr nie jest w domu.


    jako


    Ke ∧ Dp


    Ke → ~Dp


    W logice kwantyfikatorów występują także dwa dodatkowe symbole, oznaczające słowa każdy i pewien, które pozwalają z kolei na zapisanie poniższych zdań:


    Każda osoba jest w kinie.


    Pewna osoba jest w domu.


    jako


    ∀x [Kx]


    ∃x [Dx]


    Logika kwantyfikatorów pozwala na przedstawienie czterech podstawowych zdań kategorycznych z kwadratu logicznego Arystotelesa (omówionego wcześniej w punkcie „Klasyfikacja zdań kategorycznych”). Co więcej, w swojej najbardziej rozwiniętej formie logika kwantyfikatorów daje tyle możliwości, ile sformułowane wcześniej systemy logiczne razem wzięte.


    Więcej na temat logiki kwantyfikatorów przeczytasz w części IV.


    Logika w XX wieku i współcześnie


    Matematycy pod koniec XIX wieku, kierując się przykładem Euklidesa (o którym opowiedziałem w punkcie „Aksjomaty i twierdzenia Euklidesa” we wcześniejszej części rozdziału), dążyli do zredukowania całości matematyki do szeregu twierdzeń ugruntowanych logicznie w niewielkim zbiorze aksjomatów.


    Frege, twórca pierwszego systemu logiki formalnej z prawdziwego zdarzenia, dostrzegł możliwość wywiedzenia samej matematyki z logiki i teorii zbiorów. Wykładając zaledwie kilka aksjomatów dotyczących teorii zbiorów, wykazał, że cała matematyka logicznie z nich wynika.
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            Teoria Fregego sprawdzała się dobrze, dopóki Bertrand Russell (1872 – 1970) nie zwrócił uwagi na paradoks, a konkretnie — niespójność pojawiającą się, gdy zbiór może obejmować sam siebie. Russell zauważył, że w systemie Fregego możliwe było stworzenie zbioru zawierającego każdy zbiór, który nie obejmuje samego siebie. Problem w tym, że jeśli taki zbiór miałby obejmować sam siebie, to nie mógłby sam siebie obejmować — i vice versa. Ta niespójność znana jest pod nazwą paradoksu Russella. (Temat ten omówię szerzej w rozdziale 22.).

          
        

      
    


    Frege był tym błędem zdruzgotany, ale Russell pomimo tego dostrzegał wartość w jego dorobku. W latach 1910 – 1913 Bertrand Russell i Alfred North Whitehead wspólnie napisali trzytomowe dzieło Principia mathematica, przedstawiające opracowane na nowo koncepcje Fregego, które miały ugruntowywać matematykę w aksjomatach teorii zbiorów i logiki.


    Logika nieklasyczna


    Wobec redukcji matematyki i logiki do niewielkiego zbioru aksjomatów nasuwa się pewne ciekawe pytanie: co by się stało, gdybyśmy przyjęli zupełnie inny zestaw aksjomatów?


    Jedną z możliwości jest dopuszczenie, aby zdanie mogło nie być ani prawdziwe, ani fałszywe. Innymi słowy, możemy sprawić, aby zdanie naruszało prawo wyłączonego środka (rozdział 1.). Jawne pogwałcenie tej zasady byłoby dla starożytnych Greków nie do pomyślenia, ale stało się to możliwe po sformułowaniu logiki jako szeregu aksjomatów.


    W 1917 roku Jan Łukasiewicz stworzył pierwszy wielowartościowy system logiczny, w którym dane zdanie mogło być nie tylko prawdziwe lub fałszywe, ale także możliwe. System ten przydawał się w klasyfikacji zdań takich jak poniższe:


    W roku 2162 Legia Warszawa wygra Ligę Mistrzów.
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            Wprowadzenie wartości możliwości było pierwszym tak wyrazistym odejściem od logiki klasycznej — czyli całości istniejącej do tej pory logiki — i wkroczeniem na nowy obszar logiki nieklasycznej. (Więcej na temat różnych form logiki nieklasycznej — w tym rozmytej i kwantowej — przeczytasz w rozdziale 21.).

          
        

      
    


    Twierdzenie Gödla


    Trzytomowe dzieło Russella i Whiteheada Principia mathematica ugruntowało pozycję logiki jako nieodzownego fundamentu matematyki. Logika jednak niesie ze sobą wiele niespodzianek.


    Po sformułowaniu matematyki jako zbioru aksjomatów zaczęto zastanawiać się, czy ten nowy system jest zarówno spójny, jak i zupełny. Innymi słowy: 
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