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  Things should be as simple as possible,


  but not simpler.


  Wszystko powinno być tak proste,


  jak to tylko możliwe, ale nie prostsze.


  Albert Einstein (1878 – 1955)


  Od autora...


  Książka została napisana z myślą o tych, których interesuje poznawanie sposobów tworzenia algorytmów oraz korzystanie z nich w rozwiązywaniu problemów. Zachęcamy do rozpoczęcia jej lektury od przeczytania w całości tej przedmowy, informacji o oznaczeniach i rozdziału 1.


  Algorytm opisuje krok po kroku rozwiązanie postawionego problemu lub sposób osiągnięcia jakiegoś celu. Książka traktuje o tworzeniu algorytmów. Budujemy je i przedstawiamy, korzystając z metod informatycznych, aby mogły być wykonywane również przez komputer. Problemy zostały tak dobrane, aby wyjaśnić różne metody tworzenia rozwiązań, chociaż na ich wybór niewątpliwy wpływ miał również gust i zainteresowania autora. Książka jest więc nie tylko zbiorem algorytmów, choć można w niej znaleźć kompletne opisy wielu z nich. Najlepszą jednak drogą do ich poznania i zrozumienia działania jest prześledzenie, w jaki sposób one powstają. Ponadto, można zapoznać się z realizacją algorytmów w językach Pascal i Python.


  ...do uczniów


  Książka może być pomocą w poznawaniu budowy i działania algorytmów przez wszechstronne prześledzenie procesu ich powstawania: od ścisłego opisania problemu, poprzez analizę różnych aspektów rozwiązania, po realizację w wybranej reprezentacji. Rozważania są ilustrowane przykładami i prostymi ćwiczeniami, które mają ułatwić wyjaśnienie kolejnych etapów tego procesu. Sprawdzianem rozumienia poznawanych algorytmów i zawartych w nich sposobów rozwiązywania problemów może być umiejętność ich wykorzystania w rozwiązaniach pokrewnych zadań, zamieszczonych w tekście i na końcu rozdziałów. Problemy zebrane na końcu książki są przeznaczone do samodzielnego rozwiązania, co będzie stanowić potwierdzenie nabycia poszerzonych umiejętności algorytmicznego myślenia.


  Chociaż w tej książce algorytm służy przede wszystkim do przedstawienia rozwiązania problemu, obecnie jest rozumiany najczęściej jako przepis wykonania pewnego zadania przez komputer. Specyfika obliczeń komputerowych nakłada dodatkowe warunki zarówno na postać, w jakiej przedstawia się algorytmy, jak i przede wszystkim na ich własności, które mają gwarantować cechy rozwiązań wynikające z charakteru rozważanych problemów. Ma to wpływ na dobór sposobów opisu algorytmów, które z jednej strony powinny zapewniać ścisłość i jasność prezentacji, a z drugiej — ułatwiać ich analizowanie i tworzenie komputerowych realizacji.


  ...do nauczyciela


  Z książki można korzystać bez względu na inne pomoce, w tym również informatyczne, stosowane w nauczaniu o algorytmach. Przykłady zadań prowadzące do algorytmów, intuicyjne wyprowadzanie algorytmów oraz ich słowne i graficzne reprezentacje mogą być przydatne na zajęciach prowadzonych z wykorzystaniem dowolnego systemu użytkowego lub systemu (języka) programowania.


  Książka może być przydatna na lekcjach informatyki, matematyki, techniki lub innych przedmiotów, które dotyczą rozwiązywania problemów oraz posługiwania się przy tym komputerami.


  ...podziękowania


  Wyrażam wdzięczność swoim współpracownikom z Instytutu Informatyki Uniwersytetu Wrocławskiego, z którymi przez wiele lat tworzyliśmy pomoce do nauczania informatyki, za dyskusje, sugestie i stwarzanie atmosfery do poszukiwań.


  Książka powstała w czasie mojego pobytu na University of Oregon w Eugene (USA). Pobyt ten był sponsorowany przez Fulbright Senior Research Grant. Za stworzenie warunków do pracy dziękuję zarówno Fundacji Fulbrighta, jak i mojemu koledze z Uniwersytetu w Eugene, Andrzejowi Proskurowskiemu.


  Składam również podziękowania recenzentom, Iwonie Krajewskiej-Kranas i Witoldowi Kranasowi, za wiele cennych uwag, które pomogły ulepszyć prezentację.


  At last but not at least, wyrażam wdzięczność Pani Redaktor Annie Łaskiej-Gmaj, której ta książka wiele zawdzięcza.


  Wstęp do wydania Helion


  W najnowszym wydaniu usunięto opisy algorytmów przygotowane z użyciem programu ELI oraz zostały dodane programy w języku Python.


  Uzupełnieniem tej książki jest inna publikacja autora Piramidy, szyszki i inne konstrukcje algorytmiczne. Przedstawiono w niej sytuacje problemowe z różnych dziedzin i sposoby ich rozwiązywania w postaci algorytmicznej.


  Książce towarzyszą zasoby elektroniczne na stronie http://edukacja.helion.pl/algorytmika. W szczególności znajdują się tam teksty programów w językach Pascal i Python, realizujących algorytmy opisane w tej książce.


  Maciej M. Sysło


  syslo@ii.uni.wroc.pl


  syslo@mat.umk.pl


  http://mmsyslo.pl


  Wrocław, w lutym 2016 roku.


  Wyróżnienia i oznaczenia w tekście


  
    Tu dowiesz się:


    ▶ po co umieszczono punkty na początku każdego rozdziału — zawierają one informacje o treści danego rozdziału;


    ▶ jakie jest znaczenie wyróżnień i oznaczeń stosowanych w tej książce.

  


  Wszystkie wyróżnienia w tekście, takie jak: różne rodzaje pisma (krojów i wielkości czcionek), kolor, umieszczanie fragmentów tekstu w wyróżnionych miejscach i w ramkach oraz ikony nie są tylko ozdobnikami, ale mają na celu przede wszystkim zwrócenie uwagi na charakter prezentowanych informacji oraz powinny ułatwić korzystanie z tej książki. Pojęcia definiowane w tekście są pisane pogrubioną czcionką i zebrane na końcu książki w skorowidzu. Czcionki pochyłej użyto do zapisania symboli i wzorów matematycznych, nazw plików i folderów, linków oraz informacji ukazujących się na ekranie monitora, w tym również nazw klawiszy.


  
    W takiej ramce zachodzącej na margines zamieszczamy informacje, które stanowią uzupełnienie zasadniczych rozważań: uwagi historyczne, ważniejsze zastosowania, uogólnienia rozpatrywanych zagadnień, a także różne ciekawostki. Miejsce umieszczenia tych uwag bynajmniej nie świadczy o ich marginalności.

  


  Teksty programów w językach Pascal i Python, polecenia i komunikaty systemów oprogramowania są zapisane czcionką o stałej szerokości.


  Wiele fragmentów tekstu poprzedzają ikony. Należą do nich rozważania, w których: omawiamy trudniejsze zagadnienia, dyskutujemy zagadnienia znajdujące się w innych opracowaniach lub zamieszczamy programy zapisane w języku Pascal [image: 18871.jpg] lub Python [image: 17189.jpg] .
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  Ta ikona rozpoczyna fragmenty, które z jednej strony stanowią rozszerzenie głównego toku rozważań, a z drugiej — stanowią materiał trudniejszy do przyswojenia. Z obu względów, przy pierwszej lekturze książki można te fragmenty pominąć bez uszczerbku dla zrozumienia myśli przewodniej. Zachęcamy jednak do zapoznania się z nimi po przeczytaniu całego rozdziału — mogą bowiem ułatwić rozwiązanie zadań oraz problemów zamieszczonych na końcu rozdziałów i na końcu książki.
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  Tym znakiem poprzedzamy informacje o rozszerzeniach i uogólnieniach zagadnień, w których najczęściej odsyłamy do innych opracowań zawierających szczegółowe rozważania na ich temat.


  [Harel] Nazwa w takich nawiasach oznacza pozycję w wykazie innych opracowań, skomentowanych krótko w rozdziale 14.


  Każdy wyróżniony ikoną fragment tekstu oraz fragment stanowiący zamknięty blok, np. opis algorytmu czy treść ćwiczenia lub zadania w tekście, jest zakończony znakiem  [image: 12701.jpg].


  
    Zapamiętaj, że:


    ▶ na końcu rozdziału wyszczególniono najważniejsze pojęcia, wiadomości i umiejętności, które mogłeś zdobyć, czytając dany rozdział.


    ▶ w tym rozdziale objaśniono wyróżnienia w tekście oraz znaki specjalne i ikony, które mają zwrócić Twoją uwagę na ważniejsze fragmenty i ułatwić odszukiwanie potrzebnych informacji.

  


  
    
      Rozdział 1. Algorytmy i sposoby ich przedstawiania

    


    
      Tu dowiesz się:


      ▶ co to jest algorytm, chociaż nie znajdziesz ani tutaj, ani w dalszych rozdziałach tej książki, precyzyjnej definicji algorytmu;


      ▶ że książka ta nie jest tylko zbiorem algorytmów, ale przede wszystkim prezentacją algorytmów w procesie ich powstawania na drodze do otrzymania rozwiązania postawionego problemu;


      ▶ że algorytmy tworzono, gdy jeszcze nie było komputerów, jednak dopiero w dobie komputerów nastąpił rozwój algorytmiki — dziedziny zajmującej się konstruowaniem i własnościami algorytmów;


      ▶ o najważniejszych sposobach przedstawiania algorytmów i ich przeznaczeniu oraz własnościach.

    


    1.1. Algorytm w procesie powstawania


    
      Słowo algorytm pochodzi od brzmienia fragmentu nazwiska: Muhammad ibn Musa al-Chorezmi, arabskiego matematyka i astronoma, żyjącego na przełomie VIII i IX wieku. Jest on uznawany za prekursora metod obliczeniowych w matematyce. Od fragmentu tytułu jego dzieła pochodzi inne słowo, algebra. Upowszechnił on również stosowanie systemu dziesiętnego i posługiwanie się zerem.

    


    Algorytm jest przepisem opisującym krok po kroku rozwiązanie problemu lub osiągnięcie jakiegoś celu. Z problemami stykamy się na każdym kroku i aby umieć je rozwiązywać, warto poznać odpowiednie algorytmy. Można wybrać jedną z dróg: spróbować rozwiązać problem samodzielnie lub skorzystać z gotowego rozwiązania. W tym drugim przypadku, gdy wybiera się gotowe rozwiązanie, dobrze jest je zrozumieć. Najczęściej znajdujemy się jednak w sytuacji, gdy dla rozważanego przez nas problemu nie ma w pełni gotowego rozwiązania, a jeśli jest — to mamy kłopoty z jego zrozumieniem. Okazuje się, że najlepszą drogą do tego, by móc rozwiązywać problemy i rozumieć ich rozwiązania, jest poznanie sposobów prowadzących do ich otrzymywania.


    W tej książce przyjęliśmy właśnie takie podejście — objaśniamy rozwiązania wybranych problemów, czyli algorytmy, w trakcie ich wyprowadzania. Kładziemy więc nacisk na proces tworzenia raczej niż na sam efekt tego procesu, czyli na finalny opis metody rozwiązywania. Algorytmów nie podajemy od razu w ostatecznej postaci, ale wyprowadzamy je. Ostateczna postać byłaby zapewne wygodna dla kogoś, kto — jak programista — chce przetłumaczyć algorytm na postać zrozumiałą dla komputera. Nam jednak zależy bardziej na przekazaniu sposobów budowania algorytmów i technik wykonywania obliczeń niż na prezentowaniu tylko samych gotowych algorytmów.


    
      Algorytmika jest nazwą dziedziny zajmującej się algorytmami i ich własnościami. Po raz pierwszy tego terminu użył Dawid Harel w tytule swojej książki Rzecz o istocie informatyki — algorytmika [Harel]. Powstała ona na kanwie pogadanek o algorytmach, prowadzonych przez autora w izraelskim radiu.

    


    Ta książka nie jest zbiorem problemów i algorytmów ich rozwiązywania, do którego można sięgnąć po gotowy przepis. Przedstawione problemy i algorytmy służą do zilustrowania ogólnych technik rozwiązywania problemów. Użyjmy pewnej analogii. Niektórzy uznają przepis kulinarny za przykład algorytmu, chociaż nie ma on wszystkich cech dobrego algorytmu (zobacz problem 13.1, a zwłaszcza rozdział 1. w książce [Piramidy]). Książka kucharska jest na ogół zbiorem pojedynczych przepisów kulinarnych, które mogą być wykorzystywane jedynie do sporządzania potraw w niej opisanych. Niniejsza książka ma być przede wszystkim źródłem metod i wskazówek do rozwiązywania problemów i konstruowania dla nich odpowiednich algorytmów. Chociaż zawiera rozwiązania wielu konkretnych problemów, główny nacisk kładziemy w niej na ogólne zasady i metody. Przyjęte podejście ma więc na celu kształtowanie i rozwijanie umiejętności rozwiązywania problemów, w tym również takich, które nie są omówione w tej książce, a mogą pojawić się przy różnych okazjach.


    1.2. Algorytmy na przestrzeni wieków


    Budowanie algorytmów jest tak stare, jak dążenie człowieka do rozwiązywania problemów lub zdobywania wyznaczanych celów. Człowiek, jak sięgnąć pamięcią, zawsze starał się ułatwiać sobie życie oraz ulepszać metody realizacji swoich zamierzeń, bez względu na to, czy było to wzniecanie ognia, budowanie piramid, wysyłanie wiadomości, sterowanie maszynami, porządkowanie obiektów lub wielkości, wychodzenie z labiryntu, doręczanie listów czy choćby nawet pakowanie plecaka.


    Ćwiczenie 1.1. Przyjmij, że Egipcjanie, wykorzystując jedynie siłę swoich mięśni i mięśni zwierząt pociągowych, potrafili przesunąć blok kamienia po równi o niewielkiej pochyłości. Posługiwali się przy tym co najwyżej drewnianymi płozami lub rolkami. Korzystając z tego „działania podstawowego”, zaproponuj „algorytm” zbudowania piramidy Cheopsa! Zajrzyj do rozdziału 2. w książce [Piramidy], gdzie zastanawiamy się głębiej, jak Egipcjanie budowali piramidy. [image: 12701.jpg]
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    Ćwiczenie 1.2. Wymień przynajmniej trzy sposoby wysyłania wiadomości, które pojawiły się na przestrzeni dziejów, znacznie usprawniając komunikację między ludźmi, i do dzisiaj nie utraciły swojego znaczenia. [image: 12701.jpg]
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    Najstarszy algorytm, który jest opisany w tej książce, algorytm Euklidesa, ma ponad 2000 lat. Wiele innych algorytmów i metod ich tworzenia opracowano przed pojawieniem się pierwszych komputerów. W dużej części były one dziełem matematyków i inżynierów, którzy opracowywali metody rozwiązywania problemów rachunkowych. Niektóre z tych metod są opisane dalej. Sporo ze współczesnych algorytmów korzysta ze zdobyczy przeszłości. Co więcej, okazało się, że często pomysły naszych przodków charakteryzowała olbrzymia intuicja i podane przez nich algorytmy są z powodzeniem stosowane również w dobie komputerów.


    
      Za prekursora algorytmów komputerowych jest uznawana powszechnie Ada Augusta (1815–1852), hrabina Lovelace, córka Byrona. Uważa się ją również za pierwszą programistkę komputerów — to jej imieniem nazwano jeden z nowoczesnych języków programowania wysokiego poziomu, język Ada. Zachwycona konstrukcją analitycznej maszyny Ch. Babbage’a uważała, że będzie ona „tkać wzory algebraiczne, jak krosna Jacquarda tkają liście i kwiaty”. Przełomowe znaczenie tej maszyny upatrywała „w możliwości wielokrotnego wykonywania przez nią danego ciągu instrukcji, z liczbą powtórzeń z góry zadaną lub zależną od wyników obliczeń”. Dzisiaj tak określa się podstawowe cechy algorytmów komputerowych.

    


    Większość problemów wymaga jednak obecnie nowego spojrzenia na sposoby ich rozwiązywania. Należy uwzględniać charakter obliczeń komputerowych, w których wszystkie polecenia (działania) występujące w algorytmie muszą być możliwe do przełożenia na operacje wykonywane przez komputer, a ponadto komputery liczą na ogół niedokładnie. Pojawiają się nowe techniki algorytmiczne, których powstanie jest związane z chęcią opracowania szybszych metod rozwiązywania problemów. Powinniśmy zatem zwracać baczną uwagę na wykonalność tworzonych algorytmów oraz na ich efektywność.


    
      Opisany w ćwiczeniu 1.3 problem znalezienia najkrótszej drogi zamkniętej przechodzącej przez każdy punkt dokładnie jeden raz nazywa się problemem komiwojażera (TSP). Podane rozwiązanie jest bardzo pracochłonne — niestety, dotychczas nie wymyślono algorytmu, który znajdowałby rozwiązanie tego problemu zdecydowanie szybciej. W problemie 13.35 sugerujemy, w jaki sposób można szybko znajdować przybliżone rozwiązania problemu TSP.

    


    Choć mogłoby się wydawać, że szybkość działania komputerów jest zawrotna, nie gwarantuje ona jednak, że każde zadanie dane komputerowi do rozwiązania będzie mogło być przez niego wykonane w „rozsądnym” czasie — niekiedy nasze życie może okazać się za krótkie, abyśmy mogli doczekać się końcowego wyniku działania programu.


    Ćwiczenie 1.3. Aby się przekonać, że w powyższym stwierdzeniu nie ma przesady, wykonajmy wspólnie następujący eksperyment. Najpierw krótka historia. Zaplanowano zorganizowanie trzech spotkań premiera z wojewodami w ich siedzibach. W pierwszym — mają wziąć udział wojewodowie z tych województw, które są w obecnym podziale administracyjnym — jest ich 16, w drugim — z tych, które były w planowanym podziale — miało ich być 25, a w trzecim — z wszystkich województw, które były w latach 1975-1998 — było ich 49. Premier ma wyruszyć z Warszawy, odwiedzić wszystkie województwa, każde dokładnie jeden raz, i wrócić do stolicy. Nasze zadanie polega na wskazaniu premierowi najkrótszej drogi. Na rysunku 1.1 przedstawiono optymalną pod względem długości trasę objazdu wszystkich województw z nowego podziału administracyjnego.


    [image: 1817.jpg]


    Rysunek 1.1. Najkrótsza trasa premiera przebiegająca przez wszystkie województwa w obecnym podziale administracyjnym


    Przypuśćmy, że nie dysponujemy żadnym innym algorytmem i jedyna metoda, jaka przychodzi nam do głowy, polega na przejrzeniu wszystkich możliwych ustawień województw na drodze premiera. Jeśli n jest liczbą województw, to istnieje (n – 1)! = 1 · 2 · 3 · … · (n – 1) możliwych ich ustawień, gdyż poza stolicą, od której rozpoczyna się wizyta, pozostałe województwa mogą wystąpić w dowolnej kolejności (zobacz problem 13.2). Przypuśćmy teraz, że dysponujemy superkomputerem, który w ciągu sekundy przegląda 1015 ustawień województw i wybiera spośród nich to, dla którego trasa premiera jest najkrótsza. Jak długo będzie trwało znalezienie optymalnej drogi objazdu wszystkich województw w tych trzech przypadkach? W tabeli 1.1 przedstawiamy wyniki. By uwierzyć, że autor nie pomylił się w rachunkach, proponujemy sprawdzić na kalkulatorze podane w niej liczby. [image: 12701.jpg]


    Tabela 1.1. Czasy znalezienia przez komputer, wykonujący 1 biliard operacji na sekundę, najkrótszej trasy podróży premiera (zobacz ćwiczenie 1.3)


    
      
        
        
      

      
        
          	
            Liczba województw

          

          	
            Czas znalezienia najkrótszej trasy

          
        


        
          	
            16


            25


            49

          

          	
            0.0002 sek.


            20 lat


            4 ∙ 1038 lat

          
        

      
    


    Równocześnie z tworzeniem algorytmów człowiek starał się budować urządzenia, które pomogłyby mu wykonywać obliczenia. Pierwsze takie urządzenia były liczydłami — konstruowali je Chińczycy, Rzymianie, Arabowie. W XVII wieku zaczęto budować urządzenia, które nazwalibyśmy dzisiaj kalkulatorami — ich twórcami byli m.in. Blaise Pascal (1623 – 1662) i Gottfried W. Leibniz (1646 – 1716). Od początku XIX wieku rozpoczyna się era maszyn budowanych na zasadach, które odnajdujemy w obecnych komputerach — pierwszym wielkim konstruktorem takich maszyn był Charles Babbage (1791 – 1871). Jednak twórcą komputera w dzisiejszym sensie jest Konrad Zuze (1910 – 1995) — pierwszą swoją maszynę zbudował on jeszcze przed II wojną światową.
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    Pascalina — arytmometr zbudowany przez Pascala
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    Zachęcamy do zapoznania się z wybranymi elementami historii komputerów i informatyki, w której przeplata się historia konstruowania coraz doskonalszych maszyn liczących z historią tworzenia coraz efektywniejszych algorytmów dla tych maszyn. Znajomość historii informatyki pomaga zrozumieć teraźniejszość i tendencje w rozwoju tej dziedziny. Najważniejsze jej wyjątki można znaleźć w podręczniku [EI-I]. Polecamy również bardzo bogato ilustrowaną historię informatyki w postaci plansz historycznych [Plansze Historia]. [image: 12701.jpg]


    
      Najlepszym sposobem przyspieszania pracy komputerów jest obarczanie ich mniejszą liczbą działań.


      Ralph Gomory (IBM)

    


    Analiza tempa zwiększania szybkości działania komputerów, które jest jednak dość powolne, i konieczność uwzględnienia rosnących potrzeb użytkowników komputerów skłoniły Ralpha Gomory’ego — byłego szefa naukowego koncernu IBM — do wypowiedzenia słów zamieszczonych obok na marginesie. Oznaczają one, że za pomocą komputerów można rozwiązywać problemy coraz szybciej — przede wszystkim dzięki stosowaniu bardziej efektywnych algorytmów, czyli wykonujących mniejszą liczbę operacji.
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    Fragment maszyny różnicowej Babbage’a


    1.3. Reprezentacje problemów i algorytmów


    Reprezentacje algorytmów są nie tylko ich opisami, ale często wykorzystuje się je przy konstruowaniu algorytmów oraz badaniu własności wykonywanych przez nie obliczeń. Żaden ze sposobów zapisywania algorytmów nie jest faworyzowany w tej książce. Dany algorytm jest opisany w najbardziej odpowiedni dla niego sposób, który zależy od rodzaju wykonywanych w nim operacji oraz możliwości wybranej reprezentacji. Na przykład nie każdy algorytm można zapisać w postaci drzewa obliczeń lub drzewa wyrażeń. Jeśli z kolei planuje się wykonywanie eksperymentów komputerowych z algorytmem, to właściwym opisem może być program komputerowy. Poszczególne rodzaje opisów algorytmów wprowadzamy tylko w takim zakresie, w jakim będą nam potrzebne w konkretnym przypadku. W rozdziale 14. wymieniamy opracowania, w których dokładnie przedstawiono poszczególne sposoby reprezentowania algorytmów. Ponieważ głównym celem tej książki jest przedstawienie algorytmów w procesie ich konstruowania, mniejszą wagę przywiązujemy do ich opisów w postaci programów komputerowych. Chcemy w ten sposób osiągnąć jeszcze jeden cel — by o algorytmach myśleć jak o sposobach rozwiązywania problemów, niezależnych od wybranej reprezentacji oraz systemu programowania, w którym algorytm ma być wykonany za pomocą komputera. Algorytmiczne myślenie można bowiem kształtować niezależnie od programowania komputerów, chociaż każdy program komputerowy jest zapisem jakiegoś algorytmu.


    1.3.1. Roboczy przykład


    Posłużymy się następującym przykładem zadania rachunkowego, dla którego utworzymy algorytm i przedstawimy różne jego reprezentacje.


    Oblicz wartość funkcji:


    [image: 1868.jpg](1.1)


    dla dowolnej liczby rzeczywistej x, gdzie |x| oznacza funkcję — wartość bezwzględną, zwaną również modułem. Naszym zadaniem jest podanie algorytmu, czyli sposobu obliczania wartości tej funkcji. Już na tym prostym przykładzie widać, że przed przystąpieniem do opisania sposobu rozwiązania postawionego zadania musimy najpierw zadbać o jego dokładne sformułowanie. W informatyce używa się pojęcia specyfikacja na oznaczenie dokładnego opisu zadania, które ma być wykonane (lub problemu, który ma być rozwiązany). Na ogół specyfikacja ma postać wyszczególnienia, w którym są wymienione dane dla zadania i warunki, jakie muszą one spełniać, oraz wyniki i również warunki, jakie muszą one spełniać, a ściślej — jaki jest związek wyników z danymi. Aby podać specyfikację zadania polegającego na obliczaniu wartości funkcji (1.1), musimy uzupełnić jej opis o dziedzinę, czyli dla jakich wartości x funkcja ta ma określone wartości. Z postaci wzoru wynika, że x nie może być równe zeru. Ustalmy jednak dodatkowo, że wartością funkcji f w zerze jest 0. Zatem nasza funkcja jest określona dla wszystkich liczb rzeczywistych x. Możemy już teraz podać specyfikację rozwiązywanego zadania:


    


    Obliczanie wartości przykładowej funkcji


    Dane: Dowolna liczba rzeczywista x.


    Wynik: Wartość funkcji f(x) podanej wzorem (1.1), jeśli x jest różne od zera i 0 — w przeciwnym wypadku. [image: 12701.jpg]


    W tej specyfikacji wyszczególniliśmy, że daną w problemie jest jedna liczba rzeczywista, a wartością — również liczba rzeczywista. Dodatkowo z określenia wyniku wiemy, że jeśli dana jest różna od zera, to wynik jest określony wzorem (1.1), a jeśli x = 0, to wynikiem jest również 0.


    W następnych punktach tego rozdziału wprowadzamy różne reprezentacje algorytmu rozwiązywania zadania o tej specyfikacji.


    1.3.2. Słowny opis algorytmu


    Słowny opis algorytmu jest na ogół jego pierwszym, mało ścisłym opisem. Rozpoczyna się często dyskusją, w jaki sposób można rozwiązać postawione zadanie, i służy wyrobieniu pewnej intuicji oraz ukierunkowaniu rozważań na właściwe sposoby i techniki przydatne w rozwiązaniu.


    Dyskusję o sposobie obliczania wartości funkcji danej wzorem (1.1) rozpoczęliśmy już w poprzednim punkcie. Teraz zastanówmy się, czy rzeczywiście musimy wykonywać operacje określone tym wzorem. Przypomnijmy sobie najpierw definicję funkcji moduł — wartość bezwzględna |x|. Wiadomo z matematyki, że:
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  Wynika stąd, że funkcja f(x) dana wzorem (1.1) ma wartość 1 dla liczb dodatnich i –1 dla liczb ujemnych. Na tej podstawie możemy zmienić specyfikację naszego zadania, która teraz przyjmuje następującą postać:


  Obliczanie wartości przykładowej funkcji


  Dane: Dowolna liczba rzeczywista x.


  Wynik: Wartość funkcji f(x) określonej następującym wzorem:


  [image: Obraz1907.PNG] (1.2) [image: 12701.jpg]
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  Na tym można zakończyć słowny opis metody rozwiązania postawionego zadania i uściślenia jego specyfikacji.


  1.3.3. Opis algorytmu w postaci listy kroków


  Lista kroków jest jednym z najczęściej stosowanych, dokładnych sposobów opisywania obliczeń oraz ich kolejności. Poszczególne kroki zawierają opis operacji, które mają być wykonane przez algorytm. Mogą w nich również wystąpić polecenia związane ze zmianą kolejności wykonywania kroków lub polecenia zakończenia algorytmu. Przyjmuje się w tym opisie, że kolejność wykonywania poszczególnych kroków jest zgodna z kolejnością ich wypisania — z wyjątkiem sytuacji, gdy jednym z poleceń w kroku jest przejście do wykonania kroku o podanym numerze.


  Dla ścisłości opisu, między nazwą algorytmu a listą jego kroków podajemy specyfikację problemu rozwiązywanego przez ten algorytm. Dodatkowo w nawiasach {...} możemy umieścić uwagi nie będące częścią algorytmu, a jedynie komentujące jego przebieg i pomagające zrozumieć wykonywane polecenia i ich efekty.


  Dla przykładowego problemu algorytm w postaci listy kroków możemy zapisać następująco:


  Algorytm obliczania wartości przykładowej funkcji (1.2)


  Dane: Dowolna liczba rzeczywista x.


  Wynik: Wartość funkcji f(x) określonej wzorem (1.2).


  Krok 0. Wczytaj wartość danej x.


  Krok 1. Jeśli x > 0, to f(x) = 1. Zakończ algorytm.


  Krok 2. {W tym przypadku x ≤ 0.} Jeśli x = 0, to f(x) = 0. Zakończ algorytm.


  Krok 3. {W tym przypadku x < 0.} Mamy f(x) = –1. Zakończ algorytm. [image: 12701.jpg]


  Ćwiczenie 1.4. Sprawdź dla x = –1, 0 i 1, że ten algorytm poprawnie oblicza wartość funkcji (1.2). [image: 12701.jpg]


  Opis algorytmu w postaci listy kroków występuje w tej książce najczęściej, gdyż najdokładniej określa wykonywane w algorytmie działania i ich kolejność. Aby nieco uprościć zapis algorytmów w tej postaci, będziemy opuszczać krok 0., polegający na wczytaniu danych do algorytmu. Będziemy jednak zakładać, że dane wyszczególnione w specyfikacji problemu są dostępne dla algorytmu i spełniają opisane w niej warunki.


  1.3.4. Schemat blokowy algorytmu


  Schemat blokowy jest jednym z najbardziej popularnych, graficznych sposobów przedstawiania algorytmów. Składa się z bloków oraz połączeń między nimi. W blokach są zapisywane operacje, które mają być wykonane, a połączenia wyznaczają kolejność ich wykonywania. Często stosuje się różne kształty bloków dla odróżnienia rodzajów operacji w nich zawartych (zobacz rysunek 1.2).
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  Rysunek 1.2. Schemat blokowy algorytmu obliczania wartości funkcji (1.2)


  1.3.5. Drzewo algorytmu


  
    Drzewo w opracowaniach informatycznych jest rysowane na ogół do góry nogami, z korzeniem u góry. Stosowane nazewnictwo elementów drzewa jest wzięte z dendrologii — korzeń, wierzchołki końcowe nazywają się liśćmi, a krawędzie, czyli połączenia w drzewie — gałęziami.

  


  Drzewo algorytmu, nazywane również drzewem obliczeń, jest szczególnym rodzajem schematu blokowego, który przyjmuje postać drzewa. Oznacza to, że każde dwie drogi obliczeń w takim schemacie mogą mieć tylko początkowe fragmenty wspólne, ale po rozejściu już się nie spotykają. Schemat blokowy na rysunku 1.2 ma właśnie postać drzewa algorytmu. Najczęściej drzewa algorytmów przedstawia się, upraszczając nieco ich postać graficzną — na rysunku 1.3 jest pokazane drzewo odpowiadające schematowi z rysunku 1.2. W drzewie algorytmu można wyróżnić: korzeń — wierzchołek, w którym rozpoczynają się działania algorytmu, wierzchołki pośrednie, w których są umieszczone operacje wykonywane w algorytmie, oraz wierzchołki końcowe (liście), które odpowiadają różnym wynikom zakończenia obliczeń w algorytmie. Ten sposób przedstawiania algorytmów jest bardzo dogodny do ich analizy, a zwłaszcza do wyznaczania liczby wykonywanych operacji.
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  Rysunek 1.3. Drzewo algorytmu obliczania wartości funkcji (1.2), odpowiadające schematowi blokowemu z rysunku 1.2


  1.3.6. Drzewo wyrażenia


  Drzewo wyrażenia ma ograniczone zastosowania jako reprezentacja algorytmu — jest wykorzystywane przede wszystkim do obliczania wartości wyrażeń. Z tą reprezentacją wyrażeń spotykamy się w szkole bardzo wcześnie, podczas nauki obliczania wartości wyrażenia arytmetycznego zawierającego nawiasy.


  Na rysunku 1.4a jest przedstawiony przykład takiego drzewa — to pierwsze drzewo jest rysowane tradycyjnie, z korzeniem u dołu. Jest w nim zapisane wyrażenie (3 + 2) – (4 – 2). W drzewie można zapisać dowolne wyrażenie — zobacz na rysunku 1.4b drzewo innego wyrażenia, narysowane już w sposób informatyczny, korzeniem do góry. W takich drzewach argumenty wyrażeń znajdują się w liściach, a działania — w wierzchołkach pośrednich. Obliczanie wartości wyrażenia zapisanego w drzewie niejako spływa od liści, gałęziami ku korzeniowi (w dół lub do góry, w zależności od sposobu rysowania drzewa).
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    Rysunek 1.4. Drzewa wyrażeń: a) (3 + 2) – (4 – 2); b) (a + sin x)·b/(a – b)

  


  1.3.7. Program zapisany w języku Pascal lub Python


  Program napisany w języku programowania jest najbardziej ścisłym i zrozumiałym dla komputera opisem algorytmu. Tekst programu może również służyć do komunikowania rozwiązania człowiekowi. Wszystkie algorytmy przedstawione w tej książce zostały opisane w postaci procedur (lub programów) w językach Pascal i Python, a ich teksty znajdują się w towarzyszących jej zasobach elektronicznych na stronie http://edukacja.helion.pl/algorytmika. W książce zamieszczamy tylko kilka takich opisów, gdyż w niewielkim stopniu posługujemy się programami w konkretnym języku programowania jako reprezentacjami algorytmów.


  Przeznaczenie opisów algorytmów w języku programowania jest dwojakie — mogą być one czytane jako ścisłe opisy algorytmów lub wykorzystywane w obliczeniach komputerowych, gdy nauka o algorytmach obejmuje również programowanie. Zachęcamy również tych, którzy nie znają ani języka Pascal, ani języka Python lub nie mają dostatecznej wprawy w posługiwaniu się nimi, by próbowali odczytać opis algorytmu w programach w tych językach. Poniżej przedstawiamy zapis w językach Pascal i Python obliczania wartość funkcji określonej wzorem (1.2).
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    program Funk1_2;

  


  
        var x: real;

  


  
    begin

  


  
      read(x);

  


  
      if x > 0 then write(1)

  


  
      else

  


  
        if x = 0 then write(0)

  


  
        else write(-1)

  


  
    end. {Funk1_2}
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    def Funk1_2(x):

  


  
      print(“Wartość funkcji (1.2)”)

  


  
      print(“dla x =”, x, end=””)

  


  
      print(“równa się =”, end=””)

  


  
      if x > 0:

  


  
        print(1)

  


  
      elif x == 0:

  


  
        print(0)

  


  
      else:

  


  
        print(-1)

  


  1.4. Ćwiczenia, zadania, problemy


  W książce tej zachęcamy Czytelnika do udziału w dyskusji o rozwiązaniach problemów i o algorytmach poprzez zadawanie mu pytań i stawianie zadań do rozwiązania. Chcemy tym samym osiągnąć nasz główny cel: przekonać, że najlepszym sposobem poznania i zrozumienia algorytmu jest przebycie lub przynajmniej prześledzenie drogi jego powstania. Skala trudności zadań stawianych Czytelnikowi oraz spodziewany zakres samodzielności przy ich rozwiązywaniu są różne, postanowiliśmy więc zaznaczać to w odpowiedni sposób.


  Ćwiczenie jest poleceniem wykonania prostych czynności i na ogół pojawia się w trakcie konstruowania algorytmu — angażując Czytelnika do współtworzenia rozwiązania. Może również polegać na sprawdzeniu, czy otrzymane rozwiązanie jest zrozumiałe, poprzez wykonanie algorytmu dla konkretnych danych lub utworzenie prostej jego modyfikacji. Ćwiczenia znajdują się w tekście poszczególnych punktów.


  Rozwiązanie zadania polega na skorzystaniu z poznanych już rozwiązań lub algorytmów albo wykonaniu ich modyfikacji. Na ogół, w treści zadania jest podane, z czego należy skorzystać lub jaka powinna być postać rozwiązania. Zadania pojawiają się w tekście poszczególnych punktów lub na końcu rozdziałów.


  
    Każdy problem jest dla nas wyzwaniem, ale wyposażeni w odpowiednie metody nie powinniśmy traktować żadnego z nich jako trudności nie do pokonania. Pięknie pisze o tym George Pólya [Pólya]: ...rozwiązanie każdego problemu ma pewne cechy odkrycia. Wasz problem może być skromny; jeśli jednak zaciekawi on Was i pobudzi do czynu Wasze zdolności twórcze i jeśli rozwiążecie go własnymi siłami, to możecie doznać emocji towarzyszącej napięciu umysłu i triumfowi dokonanego odkrycia.

  


  Problem jest w naszej skali najtrudniejszym do wykonania poleceniem. W większości problemów to osoba rozwiązująca go musi zadecydować, z czego i jak ma skorzystać. Czasem może w tym pomóc nagłe olśnienie lub nietypowy pomysł. Problemy zamieszczone na końcu rozdziału na ogół można rozwiązać, posługując się wiadomościami zawartymi w tym rozdziale. W rozdziale 13. zostały natomiast zebrane problemy, do których rozwiązania są potrzebne informacje i wiadomości podawane w wielu fragmentach tej książki, oraz problemy, które mogą stanowić niemałe wyzwanie dla Czytelnika.


  Jeszcze jedna uwaga terminologiczna dotycząca znaczenia określenia „problem” — używamy tego terminu również w znaczeniu popularnym, odnoszącym się do zadania postawionego do rozwiązania, a więc występuje on tutaj w znaczeniu przyjętym w dziedzinie rozwiązywania problemów.


  
    Mogłeś dowiedzieć się, że:


    ▶ algorytm jest dokładnym przepisem rozwiązania problemu lub osiągnięcia zamierzonego celu;


    ▶ algorytmika jest dziedziną wiedzy, zajmującą się budowaniem algorytmów oraz wszechstronnym poznawaniem i badaniem ich własności;


    ▶ znaczenie algorytmów w dobie komputerów jest szczególne, ponieważ każdy program komputerowy działa według jakiegoś algorytmu;


    ▶ sposób opisu algorytmu należy dobrać w zależności od rodzaju rozwiązywanego problemu oraz jego przeznaczenia;


    ▶ graficzny opis algorytmu można wykorzystać do symulacji jego działania lub badania własności, bez konieczności pisania programu komputerowego.

  


  
    
      Rozdział 2. Algorytmy liniowe

    


    
      Tu dowiesz się:


      ▶ na czym polegają obliczenia (algorytmy) liniowe;


      ▶ czy rzeczywiście trzeba zajmować się tak prostymi obliczeniami.

    


    Algorytm liniowy ma postać ciągu (listy) kroków, które bezwarunkowo powinny być wykonane zgodnie z kolejnością, w jakiej występują. Taki algorytm nie może więc zawierać sprawdzania warunków, od których spełnienia zależy kolejność wykonywania kroków. Zatem przedstawiony w poprzednim rozdziale algorytm obliczania wartości przykładowej funkcji nie jest w pełni liniowy. Schemat blokowy algorytmu liniowego jest po prostu jednym ciągiem bloków.


    Czy algorytmy liniowe są na tyle ciekawe, by się nimi zajmować? Czy mogą pomóc rozwiązywać jakieś poważniejsze zadania lub problemy, zwłaszcza gdy dodatkowo dysponujemy komputerem? Już przecież Ada, hrabina Lovelace, zachwycając się projektem maszyny analitycznej Babbage’a, miała powiedzieć, że znaczenia komputerów (a więc i algorytmów) należy upatrywać przede wszystkim w ich możliwościach wielokrotnego wykonywania ciągu instrukcji.


    Odpowiedzi na te pytania i wątpliwości zależą oczywiście od stopnia złożoności obliczeń do wykonania. W tej książce zamieszczamy jedynie proste przykłady algorytmów w pełni liniowych. Weźmy jednak pod uwagę obliczenia wykonywane w arkuszach kalkulacyjnych. Większość z nich to rachunki przebiegające według algorytmów liniowych. Co więcej, chcąc wielokrotnie wykonać ciąg tych samych instrukcji w arkuszu, należy je rozpisać na ustaloną z góry liczbę wierszy lub kolumn, czyli przedstawić w postaci algorytmu liniowego. Dodajmy tutaj jeszcze, że każdy algorytm przedstawiony w dalszych rozdziałach zawiera fragmenty mające strukturę obliczeń liniowych.


    Algorytmy liniowe są zapisem obliczeń, które mają postać ciągu operacji rachunkowych (matematycznych) wykonywanych bez sprawdzania jakichkolwiek warunków. Podamy teraz algorytm liniowy dla bardzo prostego zadania, które dodatkowo jeszcze uprościmy.


    Wielomiany występują w wielu szkolnych zadaniach z matematyki oraz fizyki i często obliczamy ich wartości dla konkretnych argumentów. Na ogół są to wielomiany drugiego lub trzeciego stopnia, a więc funkcje tak proste, że bez zastanowienia wykonujemy zapisane w nich działania. Ale czy rzeczywiście postępujemy najprościej? Rozważmy wielomian drugiego stopnia:


    w(x) = ax2 + bx + c.


    Aby obliczyć jego wartość, zwykle podnosimy najpierw x do kwadratu (czyli mnożymy x przez siebie), a następnie dwa razy mnożymy przez współczynniki a i b oraz dwa razy dodajemy. W sumie wykonujemy w ten sposób trzy razy mnożenie i dwa razy dodawanie. Zauważmy jednak, że po zgrupowaniu dwóch pierwszych wyrazów i wyłączeniu wspólnego czynnika x wielomian stopnia drugiego można przedstawić w następującej postaci:


    w(x) = (ax + b) x + c.


    
      Postacie wielomianów drugiego i trzeciego stopnia, które tutaj wyprowadzamy, oraz wynikające z tych postaci sposoby obliczania wartości tych wielomianów są szczególnym przypadkiem tak zwanego schematu Hornera (punkt 7.2).

    


    Jeśli skorzystamy z tej postaci, to obliczenie wartości wielomianu drugiego stopnia polega na wykonaniu już tylko dwóch działań mnożenia i nadal dwóch dodawania, czyli o jedno mnożenie mniej niż poprzednio. Zysk niewielki, ale staje się bardziej widoczny, gdy w ten sam sposób przekształcimy wielomian trzeciego stopnia, by obliczać jego wartości:


    v(x) = ax3 + bx2 + cx + d = ((ax + b) x + c) x + d.


    Obliczenie wartości wielomianu v(x) z pierwszego wzoru wymaga wykonania pięciu działań mnożenia i trzech dodawania, natomiast w przypadku drugiego wzoru — wystarczą jedynie trzy mnożenia i trzy dodawania.


    Na rysunku 2.1 jest przedstawiony schemat blokowy, służący do obliczania wartości wielomianu v(x). W bloku wykonania obliczeń występuje instrukcja przypisania, czyli polecenie stosowane do obliczania wartości wyrażeń. W tej instrukcji w języku Pascal używa się znaku przypisania :=, a w języku Python — zwykłego znaku równości =. Działanie tej instrukcji polega na obliczeniu wartości wyrażenia stojącego po prawej stronie znaku przypisania i przypisaniu tej wartości zmiennej stojącej po lewej stronie tego znaku. Stąd wynika, że przed znakiem przypisania musi być umieszczona nazwa zmiennej. W instrukcji przypisania nazwa jednej zmiennej może więc wystąpić zarówno po lewej, jak i prawej stronie znaku przypisania. Stąd, chociaż w matematyce nie jest prawdziwa równość n = n + 1, w opisach algorytmów można stosować instrukcję n := n + 1 (w języku Pascal) lub n = n + 1 (w języku Python), której wykonanie powoduje zwiększenie wartości zmiennej n o 1.


    [image: 2972.jpg]


    Rysunek 2.1. Schemat blokowy algorytmu liniowego, służącego do obliczania wartości wielomianu v(x).


    Zwróćmy uwagę na podobieństwo między kolejnymi krokami obliczeń w bloku wykonania obliczeń. Wykorzystamy to później (w punkcie 7.2) przy wyprowadzaniu ogólnej postaci schematu Hornera. [image: 12701.jpg]


    Ćwiczenie 2.1. Zmodyfikuj schemat blokowy z rysunku 2.1 tak, aby w bloku wykonania obliczeń znalazła się tylko jedna instrukcja przypisania. Czy można z tego schematu całkowicie usunąć blok wykonania obliczeń? Sprawdź w tym celu, jakie są możliwości bloku wyprowadzania wyniku. [image: 12701.jpg]


    2.1. Zadania


    Zadanie 2.1. Ile razy musisz wykonać mnożenie, aby obliczyć wartość wyrażenia x6? Pięć razy? Wystarczy wykonać trzy razy, skorzystaj w tym celu z przedstawienia 6 = 2 ∙ 3. Podaj inny sposób obliczania szóstej potęgi, polegający na wykonaniu również tylko trzech działań mnożenia, który wynika z rozwinięcia liczby 6 w systemie dwójkowym. Zapisz te sposoby w postaci algorytmów.


    Zadanie 2.2. Dysponujesz w banku na swoim koncie kwotą p złotych. Zaoferowano Ci umieszczenie tej kwoty na koncie oprocentowanym x% w skali rocznej i dopisywanie oprocentowania co trzy miesiące. Jakiej kwoty możesz się spodziewać na swoim koncie po trzech i sześciu miesiącach oraz po roku i po trzech latach? Opisz odpowiedni algorytm postępowania.


    Wskazówka. Czy pamiętasz, że po roku na Twoim koncie będzie kwota (1 + x)p?


    
      Powinieneś wiedzieć:


      ▶ jakie cechy ma algorytm liniowy;


      ▶ że obliczenia według algorytmów liniowych stanowią pokaźny procent wszystkich obliczeń komputerowych.

    

  


  
    
      Rozdział 3. Algorytmy z rozgałęzieniami

    


    
      Tu poznasz:


      ▶ sposób zabezpieczania się przed zabronionymi działaniami matematycznymi w algorytmach;


      ▶ algorytm znajdowania pierwiastków równania kwadratowego, który uwzględnia, że stosujesz do tego komputer;


      ▶ sposób zorganizowania obliczeń rozgałęziających się na wiele przypadków


      oraz dowiesz się:


      ▶ że w niektórych przypadkach nie można uniknąć zgrubnych obliczeń wykonywanych na komputerze.

    


    Znamy wiele przykładów obliczeń w matematyce lub w fizyce, w których wykonanie niektórych kroków zależy od spełnienia warunku. Posłużyliśmy się już takim przykładem w punkcie 1.3, opisując dla niego różne sposoby reprezentowania algorytmów.


    Sprawdzanie warunku występuje w wielu wzorach matematycznych, w których działania mają sens i mogą być wykonane tylko na liczbach spełniających pewne warunki. Wiadomo na przykład, że nie wolno dzielić przez zero i dlatego w algorytmie, w którym występuje dzielenie, należy upewnić się, czy dzielnik nie jest równy zeru. Podobnie umiemy obliczać pierwiastek kwadratowy tylko z liczb nieujemnych i dlatego przed obliczeniem wartości pierwiastka musimy sprawdzić, czy liczba podpierwiastkowa jest nieujemna.


    Te zabezpieczenia, polegające na sprawdzaniu warunków, mają jeszcze większe znaczenie w obliczeniach, które są wykonywane automatycznie, np. za pomocą komputerów. Maszyny te „nie widzą”, nie odróżniają więc dobrych od złych danych i na tych drugich mogą również próbować wykonywać obliczenia, gdy im je podsuniemy. Ale dzielić przez zero nie potrafi nawet komputer, więc wstrzymuje działanie i „zawiesza się” . Dlatego w algorytmach, których jedną z cech ma być niezawodność, musimy umieć zabezpieczać się przed zabronionymi działaniami, by pewne operacje mogły być wykonywane tylko wtedy, gdy są spełnione odpowiednie warunki.


    W tym rozdziale omawiamy wykonywanie obliczeń, które zależą od spełnienia pewnych warunków. Wykorzystujemy w tym celu proste zadania znane z matematyki szkolnej, w których należy zapewnić, że działania matematyczne mogą być wykonane. Podajemy również złożony przykład analizy podprzypadków, w którym występuje duże nagromadzenie kroków warunkowych. Zadania matematyczne posłużą ponadto do przedstawienia przykładów obliczeń, w których może dojść do utraty dokładności obliczeń i ostatecznych wyników.


    Inne algorytmy, w których są wykonywane tylko porównania, przedstawiamy w rozdziale 4., zajmując się porządkowaniem kilku liczb. W następnych rozdziałach niemal każdy algorytm zawiera kroki warunkowe; występują one m.in. w wykonywaniu powtarzających się obliczeń, bez względu na to, czy powtarzanie jest zorganizowane w sposób iteracyjny czy rekurencyjny.


    3.1. Rozwiązywanie równania kwadratowego


    Zajmiemy się tutaj algorytmizacją zadania, które chyba najczęściej jest rozwiązywane na lekcjach matematyki — rozwiązywaniem równania kwadratowego. Występuje ono również dość często wśród zadań, dla których pisze się programy na lekcjach informatyki. Skorzystamy z najczęściej stosowanych wzorów na pierwiastki tego równania, czyli z metody, którą niektórzy nazywają algorytmem „delty”. Wykorzystamy również wzory Viète’a. W tym drugim przypadku utworzymy algorytm, który jest poprawny dla komputerowych obliczeń — uzasadnienie tego faktu nie jest jednak całkiem proste.


    Równanie kwadratowe podaje się na ogół w następującej postaci:


    ax2 + bx + c = 0  (3.1)


    a więc danymi w tym zadaniu są trzy liczby: a, b i c — współczynniki trójmianu. Zakłada się przy tym, że współczynnik a jest różny od zera, gdyż w przeciwnym razie pierwszy składnik w tym równaniu byłby równy zeru i stałoby się ono równaniem pierwszego stopnia. Pierwiastki równania (3.1) wyznacza się w algorytmie „delty” za pomocą następujących wzorów:


    [image: 3360.jpg]  (3.2)


    gdzie ∆ = b2 – 4ac. Kiedy potrafimy obliczyć pierwiastki równania z tych wzorów? Odpowiedź jest dość prosta — wtedy, gdy można wykonać wszystkie działania występujące w tych wzorach. Dwa z tych działań są obwarowane warunkami — dzielić można tylko przez liczbę różną od zera i pierwiastek kwadratowy istnieje, gdy liczba podpierwiastkowa nie jest ujemna. W przypadku wzorów (3.2) dzielenie przez 2a jest zawsze wykonalne, gdyż założyliśmy, że w równaniu (3.1) współczynnik a jest różny od zera. Natomiast aby obliczenie wartości pierwiastka kwadratowego było możliwe, wartość wyróżnika ∆ musi być nieujemna. Zatem jeśli ∆ < 0, to równanie nie ma pierwiastków (a dokładniej — nie ma pierwiastków rzeczywistych). Ponadto, jeśli ∆ = 0, to x1 = x2, czyli oba pierwiastki, są sobie równe. Na podstawie tych rozważań możemy podać kolejne kroki algorytmu obliczania pierwiastków równania kwadratowego, gdy dane są jego współczynniki.


    Algorytm rozwiązywania równania kwadratowego


    Dane: Współczynniki a, b i c równania (3.1).


    Wyniki: Pierwiastki równania (3.1), jeśli dane współczynniki rzeczywiście określają równanie kwadratowe i równanie ma pierwiastki. Jeśli równanie nie ma pierwiastków, to wypisz odpowiedni komunikat.


    Krok 1. Jeśli a = 0, to wypisz komunikat, że nie jest to równanie kwadratowe i zakończ algorytm.


    Krok 2. Oblicz wartość wyróżnika ∆ = b2 – 4ac.


    Krok 3. Jeśli ∆ < 0, to wypisz komunikat, że równanie kwadratowe nie ma pierwiastków i zakończ algorytm.


    Krok 4. Jeśli ∆ = 0, to oblicz oba pierwiastki z tego samego wzoru: x1 = x2 = – b/2a, wypisz ich wartości i zakończ algorytm.


    Krok 5. {W tym przypadku ∆ > 0.} Oblicz pierwiastki x1 i x2 ze wzorów (3.2), wypisz ich wartości i zakończ algorytm. [image: 12701.jpg]


    Podany algorytm[1] jest najczęściej wykorzystywanym algorytmem rozwiązywania równania kwadratowego zarówno na lekcjach matematyki, jak i informatyki. Dla niektórych wartości współczynników może on dawać jednak bardzo niedokładne wartości pierwiastków.
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    Rozważmy przykład zaczerpnięty z książki [EI-I], w którym współczynniki równania (3.1) mają następujące wartości podane z czterema cyframi znaczącymi: a = 1, b = – 6.433 i c = 0.009474, i wykonajmy obliczenia, posługując algorytmem „delty” i przeprowadzając obliczenia z dokładnością do 4 cyfr znaczących. Oznacza to, że każdy wynik pośredni będzie zaokrąglany do czterech cyfr. Zaokrąglenie do czterech cyfr polega na obcięciu cyfr, począwszy od piątej cyfry, i dodanie 1 do czwartej cyfry, gdy piąta cyfra (czyli pierwsza odrzucona) jest większa lub równa 5.


    Otrzymujemy z obliczeń: wartość wyróżnika ∆ = 41.34 oraz wartości pierwiastków x1 = 0.0015 i x2 = 6.43. W porównaniu z dokładną wartością pierwszego pierwiastka x1, która wynosi 0.001473, otrzymany wynik ma tylko pierwszą taką samą cyfrę znaczącą, natomiast dla drugiego pierwiastka x2, którego dokładna wartość wynosi 6.431, otrzymany wynik jest zgodny na trzech cyfrach znaczących.


    Jaka jest przyczyna takiej niedokładności w obliczeniach wartości pierwiastka x1? Na lekcjach matematyki na ogół nie wykonujemy obliczeń dla wartości współczynników, dla których otrzymuje się tak niedokładne rozwiązanie. Oczywiście, wartości podane w przykładzie zostały tak dobrane, by pokazać, że obliczenia komputerowe nie zawsze gwarantują otrzymanie dokładnych wyników. Powodów utraty dokładności może być wiele — nie będziemy o nich tutaj dyskutować, gdyż sformułowanie odpowiednich wniosków wykracza poza zakres szkolnej matematyki. Chcemy jedynie wskazać na przykładzie tego prostego zadania obliczeniowego, że znalezienie dokładnego rozwiązania może stanowić dla komputerów pewien problem. Wynika stąd wniosek: niektóre obliczenia komputerowe wykonywane według matematycznych wzorów wymagają analizy, zanim zapiszemy je w postaci programu komputerowego.


    W przypadku rozwiązywania równania kwadratowego powód utraty dokładności wartości pierwiastków jest dość prosty do wytłumaczenia. Musimy jedynie uzmysłowić sobie, że wszystkie obliczenia w komputerze są wykonywane na liczbach, które mają ograniczoną liczbę cyfr znaczących. W naszych obliczeniach przyjęliśmy dla uproszczenia, że są one wykonywane z dokładnością do czterech cyfr znaczących, by nie wykonywać działań na liczbach o wielu cyfrach. Przypatrzmy się teraz, skąd się wzięła niedokładność w obliczeniach. Wartość iloczynu 4ac = 0.03790 jest mała w stosunku do wartości b2 = 41.38. Oznacza to, że wartość wyróżnika ∆ = 41.34 jest w przybliżeniu równa b2, a więc wartość pierwiastka kwadratowego, [image: 3371.jpg], jest bliska bezwzględnej wartości b, równej 6.433. Jeśli więc współczynnik b jest ujemny, to przy obliczaniu wartości pierwiastka x1 są odejmowane dwie bliskie sobie liczby — w naszym przykładzie odejmowaliśmy 6.430 od 6.433. (Jeśli współczynnik b jest dodatni, to przy obliczaniu x2 są odejmowane dwie bliskie sobie liczby). I to jest właśnie powodem utraty dokładności w algorytmie „delty” rozwiązywania równania kwadratowego. Zauważmy jeszcze, że w obu przypadkach mniej dokładny jest tylko jeden z pierwiastków.


    Algorytm, który wykazuje opisaną wyżej własność dla niektórych danych, nazywa się algorytmem niestabilnym. W takim algorytmie błędy zaokrągleń wyników pośrednich mogą wpływać na niedokładność wyników końcowych. [image: 12701.jpg]


    Na lekcjach matematyki w szkole są podawane również inne wzory, które można zastosować do obliczania pierwiastków równania kwadratowego i które pomagają usunąć opisaną wyżej niedogodność, pojawiającą się przy stosowaniu wzorów (3.2) — są nimi wzory Viète’a. Wyrażają one sumę oraz iloczyn pierwiastków równania kwadratowego. Załóżmy, jak dotychczas, że współczynnik a w równaniu (3.1) jest różny od zera, a więc, że jest to rzeczywiście równanie kwadratowe. Wtedy mamy:


    [image: 3395.jpg](3.3)


    Skorzystamy z drugiego ze wzorów (3.3), wyrażającego iloczyn pierwiastków. Jak już zauważyliśmy, tylko jeden z pierwiastków może być niedokładnie obliczany przy stosowaniu wzorów (3.2). Zatem nasze zmodyfikowane postępowanie będzie polegało na: obliczeniu bardziej dokładnej wartości pierwiastka za pomocą wzorów (3.2) i obliczeniu drugiego pierwiastka ze wzoru Viète’a (3.3) na iloczyn pierwiastków. Wybieramy ten z pierwiastków we wzorach (3.2), w którym w liczniku są dodawane dwie liczby o tych samych znakach, gdyż — jak wyjaśniliśmy powyżej — niedokładność bierze się z odejmowania bliskich sobie liczb. Ten wybór zależy od znaku współczynnika b — jeśli b < 0, to wybieramy x2, a w przeciwnym przypadku wybieramy x1. Szczegółowy opis tego algorytmu pozostawiamy do samodzielnego wykonania. Można się przy tym posłużyć programem w języku Pascal, który zamieszczamy poniżej.


    Ćwiczenie 3.1. Opisz w postaci listy kroków algorytm rozwiązywania równania kwadratowego (opisanego nieformalnie powyżej), w którym do obliczania pierwiastków tego równania korzysta się z jednego ze wzorów (3.2) i drugiego wzoru Viète’a (3.3). [image: 12701.jpg]


    Opis algorytmu z ćwiczenia 3.1. w języku Python jest zamieszczony poniżej, a opis w języku Pascal pozostawiamy do samodzielnego wykonania.. W tej funkcji mamy trzy zagłębiające się instrukcje warunkowe — najpierw jest sprawdzane, czy jest to równanie kwadratowe, jeśli tak, to głębiej jest sprawdzane, czy wyróżnik delta nie jest ujemny, a dopiero w najgłębszej instrukcji warunkowej są obliczane wartości pierwiastków w zależności od znaku współczynnika b.
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      import math

    


    
      def Rowkwad(a,b,c):

    


    
        print(“Rozwiązanie równania kwadratowego”)

    


    
        if a == 0:

    


    
          print(“To nie jest równanie kwadratowe”)

    


    
        else:

    


    
        delta=b*b-4*a*c

    


    
        if delta < 0:

    


    
          print(“Równanie nie ma pierwiastków rzeczywistych”)

    


    
        else:

    


    
          print(“Pierwiastki równania kwadratowego:”)

    


    
          delta=math.sqrt(delta)

    


    
          if b < 0:

    


    
            x2=(-b+delta)/(2*a)

    


    
            print(“x1 =”, c/(a*x2), “x2 =”, x2)

    


    
          else:

    


    
            x1=(-b-delta)/(2*a)

    


    
            print(“x1 =”, x1, “x2 =”, c/(a*x1))
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    Czytelnikom zainteresowanym wnikliwszymi rozważaniami na temat dokładności obliczania pierwiastków równania kwadratowego polecamy podręcznik [EI-I, punkt 6.4.1] oraz program ROWNKWAD.EXE dołączony 

Ciąg dalszy dostępny w wersji pełnej.

  
    
      Rozdział 4. Porządkowanie kilku liczb


Dostępne w wersji pełnej.

  
    
      Rozdział 5. O czym mówią dane — algorytmy iteracyjne


Dostępne w wersji pełnej.

  
    
      Rozdział 6. Porządkowanie ciągu elementów
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