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    Wstęp


    Niemal każdy konstruktor wie, że system CAD wspomaga projektowanie pojedynczych części lub zespołów części (3D) oraz tworzenie dokumentacji technicznej (2D). System CAD jest jedynie narzędziem, które powinno efektywnie wspomagać proces projektowania. Jeżeli korzystamy z systemu CAD, to zasadne wydaje się określenie, w jakim systemie tworzymy projekt. I nie chodzi tu wyłącznie o konkretny system, ale o jego rodzaj, bo to niewątpliwie wpływa na wybór metody zastosowanej przez konstruktora w procesie projektowania. Użytkownicy systemów CAD mają ograniczone możliwości wpływania na rodzaj funkcji oferowanych przez te systemy, ale poprzez właściwą organizację procesu projektowego, struktury modelu oraz poprawny wybór funkcji i ich parametrów wejściowych mogą w sposób znaczący poprawić efektywność zastosowania takiego systemu.


    Pojedyncza część wyrobu finalnego jest niczym innym jak tylko kawałkiem materiału, który odgrywa ściśle określoną rolę w kontekście wyrobu jako całości. Kompletna definicja części ma określony kształt oraz właściwości, na przykład materiał lub rodzaj obróbki powierzchniowej, wynikające z funkcji tej części w produkcie końcowym. Dwie geometrycznie identyczne części mogą być traktowane jako różne, jeśli mają odmienne atrybuty, na przykład estetyczne (kolor, tekstura powierzchni itp.) lub technologiczne (rodzaj obróbki cieplnej). Taka sama część lub cały produkt mogą być przecież produkowane w różnych wariantach, na przykład wykonanie standardowe lub odporne na agresywne środowisko. Może też być tak, że kształt części zależy od wartości atrybutów wyrobu, którego ta część jest komponentem składowym, na przykład wykonanie lewe lub prawe. Jeżeli w procesie projektowania stosujemy komputerowe systemy wspomagania (CAD 3D), to jest oczywiste, że definicja kształtu części, czyli jej reprezentacja graficzna, może być bardzo różna, bo:


    • Format zapisu danych oraz rodzaj modelu (bryłowy, powierzchniowy czy hybrydowy) zależy od systemu CAD. Nawet w tym samym systemie CAD mogą być dostępne różne metody (funkcje) definiowania powierzchni lub bryły, na przykład powierzchnie „z historią” lub bez, bryły funkcjonalne lub klasyczne.


    • Liczba i rodzaj szczegółów konstrukcyjnych zależą od tego, jaką rolę ma odgrywać tworzony model części na kolejnych etapach procesu projektowego. Na przykład dla tej samej części jeden model (ze wszystkimi szczegółami konstrukcyjnymi) może być zastosowany w procesie generowania dokumentacji wykonawczej, a inny (bez zbędnych szczegółów konstrukcyjnych) do analizy potencjalnych kolizji przestrzennych, obliczeń wytrzymałościowych lub generowania rysunku złożeniowego.


    Nieustanny rozwój systemów CAD podsuwa coraz to nowe metody modelowania przestrzennego. Dwa modele przestrzenne wykonane w dwóch różnych systemach różnią się nie tylko formatem zapisu danych, ale głównie metodą, jaka została zastosowana w definicji geometrii i w związku z tym innymi możliwościami modyfikacji tej geometrii. Dlatego niezbyt trafne jest stwierdzenie, że w każdym systemie CAD można zdefiniować model przestrzenny tej samej części lub zespołu części, a jedyna różnica to cena. To prawda, że w dwóch systemach można uzyskać geometrycznie identyczny model, ale jego struktura, czas projektowania, możliwość automatyzacji typowych zadań oraz, o czym często zapominamy, możliwość i czas realizacji nieuniknionych w procesie konstruowania zmian konstrukcyjnych będą różne i powinny wraz z ceną stanowić główne kryteria wyboru systemu CAD.


    Kiedy przed kilkunastu laty pojawiły się parametryczne systemy CAD wspomagające tworzenie modeli bryłowych, wydawało się, że nie ma lepszej metody zarządzania parametrami, które definiują geometrię modelu projektowanej części oraz ustalają jej położenie w przestrzeni projektowej. Projektowanie stało się łatwe i przyjemne, ale nie zawsze model przestrzenny części może być wykonany tylko w środowisku modelowania bryłowego, bo w niektórych przypadkach konstrukcyjnych definicja pewnych cech konstrukcyjnych za pomocą funkcji modelowania powierzchniowego jest niezbędna. Istotne jest to, że już nie tylko bryły, ale także powierzchnie mogą być w pełni parametryczne. Modelowanie powierzchniowe, dostępne jeszcze nie tak dawno tylko dla bardzo zaawansowanych użytkowników systemów CAD, jest dzisiaj równie łatwe jak modelowanie bryłowe. Ale czy zawsze? I co to jest modelowanie powierzchniowe? Używając terminu modelowanie powierzchniowe, musimy pamiętać o tym, że definiowanie powierzchni jest wymagane przez różnych użytkowników systemów CAD i w związku z tym dla każdego z nich ma nieco inne znaczenie.


    Pierwsza grupa potencjalnych użytkowników funkcji modelowania powierzchniowego to konstruktorzy klasycznych części mechanicznych, dla których rezultatem pracy jest zazwyczaj model bryłowy. W większości przypadków geometria projektowanej części jest na tyle prosta, że nie ma potrzeby stosowania powierzchni. Czasami jednak do pełnego opisu geometrii projektowanej części trzeba zdefiniować powierzchnię i zintegrować ją z modelem bryłowym (rysunek W.1). Bywa, że definicja powierzchni jest łatwiejsza i szybsza niż definicja tej samej geometrii za pomocą funkcji modelowania bryłowego, na przykład w środowisku Part Design systemu CATIA V5. Taka, raczej mało skomplikowana z punktu widzenia opisu matematycznego, powierzchnia może być potem zastosowana jako element odcinający bryłę lub „przyszyty” do jej powierzchni zewnętrznej. Model końcowy jest wynikiem połączenia powierzchni teoretycznych oraz powierzchni zewnętrznych bryły.
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    Rysunek W.1. Podstawa manipulatora przestrzennego wykonana jako model hybrydowy (bryłowo-powierzchniowy)


    Czasami, na przykład dla części tłoczonych z blach, konstruktor mechanik wykonuje model przestrzenny jako powierzchniowy i dopiero w ostatnim kroku definiuje jego grubość (polecenie Thickness w środowisku modelowania bryłowego). W zakresie projektowania powierzchniowego potrzebuje on takich narzędzi, które umożliwią zdefiniowanie krzywych (płaskich lub przestrzennych) lub wskazanie istniejących krawędzi (brył lub powierzchni) jako elementów wejściowych w definicji nowej powierzchni. Mechanikowi wystarcza zestaw narzędzi umożliwiających zdefiniowanie wszystkich rodzajów tzw. geometrii „krawędziowej” (punkty, płaszczyzny, linie, krzywe) oraz typowych powierzchni. Powierzchnia musi być „rozpięta” na wskazanych krzywych, czasami z uwzględnieniem warunków styczności do otaczających ją płatów powierzchni. Bardzo często pomiędzy tymi krzywymi zdefiniowane są powierzchnie kanoniczne, na przykład płaskie, obrotowe lub ciągnione. Zazwyczaj nie ma większego znaczenia to, jaki kształt ma powierzchnia pomiędzy wskazanymi krzywymi, bo dla konstruktora mechanika ważne jest jedynie spełnienie wymagań konstrukcyjnych (kształt i wymiary w zadanych przekrojach) oraz warunków ciągłości geometrycznej modelu bryłowo-powierzchniowego (rysunek W.2). Jeśli kształt powierzchni nie spełnia wymagań konstrukcyjnych, to trzeba zmienić kształt krzywych nadrzędnych, dodać nowe krzywe (na przykład przekroje) lub zmienić metodę definicji powierzchni.


    [image: ]


    Rysunek W.2. Element konstrukcji nośnej samochodu wykonany jako model powierzchniowy


    Finalny model powierzchni powstaje z połączenia szeregu dopasowanych do siebie, relatywnie prostych powierzchni cząstkowych. Takie pojedyncze płaty powierzchni muszą być zdefiniowane w kontekście innych, sąsiadujących z nimi powierzchni, aby zapewnić geometryczną ciągłość modelu powierzchniowego (rysunek W.3). Nie można przecież zdefiniować kształtu części przez taką powierzchnię, która nie jest ciągła. Oznacza to, że w systemie CAD musi istnieć nie tylko możliwość definiowania powierzchni jako takiej, ale także wszystkich tych elementów, które określają ciągłość modelu powierzchniowego (punkty, krzywe, wspólne krawędzie pojedynczych płatów powierzchni cząstkowych itp.) oraz narzędzi wspomagających analizy ciągłości krzywych i powierzchni.
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    Rysunek W.3. Wypełnienie naroża w modelu powierzchniowym


    Mówimy, że powierzchnia wynikowa, będąca rezultatem powiązania tak rozumianych powierzchni elementarnych, ma swoją topologię, bo poza definicją geometrii powierzchni składowych zawiera też dane na temat powiązania tych powierzchni z krzywymi i innymi powierzchniami. Topologicznie poprawny model powierzchniowy umożliwia analizę właściwości geometrycznych modelu przestrzennego części (pole powierzchni, objętość, długość krawędzi itp.), zdefiniowanie bryły ograniczonej tą powierzchnią, generowanie widoków i przekrojów na rysunkach wykonawczych i złożeniowych, definiowanie siatki elementów skończonych i analizę wytrzymałościową modelu, analizy przestrzenne i kinematyczne w kontekście innych części wyrobu oraz definiowanie technologii obróbki na obrabiarkach CNC. Nie trzeba tu, jak sądzę, dodawać, że jakość modelu końcowego jest bezpośrednio zależna od tego, jak użytkownik systemu CAD zdefiniował jego powierzchnie cząstkowe oraz jak te powierzchnie są ze sobą połączone. Z tego powodu definicje niektórych powierzchni powinny być modyfikowane (na przykład zmiana wartości parametrów, zamiana krzywych lub zadanie nowych warunków brzegowych) aż do momentu, gdy model końcowy spełnia wszystkie wymagania konstrukcyjne i technologiczne.


    Potrzeby tej grupy użytkowników zaspokajają klasyczne systemy MCAD, gdzie M pochodzi od słowa Mechanical. System CATIA V5, tak jak większość popularnych na rynku polskim systemów CAD, oferuje w tym zakresie cały szereg standardowych konfiguracji. W zakresie modelowania powierzchniowego wszystkie te konfiguracje zawierają funkcje definiowania geometrii krawędziowej i powierzchniowej wymagane w klasycznych projektach mechanicznych. CATIA V5 oferuje w tym zakresie dwa produkty podstawowe: Wireframe and Surface (WS1) oraz Generative Shape Design (GS1 lub GSD). Różnią się one oczywiście rodzajem oferowanych funkcji powierzchniowych oraz możliwością zastosowania zaawansowanych metod projektowania i automatyzacji pewnych zadań projektowych, które w całości są dostępne na przykład w konfiguracji HD2.


    Bardzo często, zanim powstanie precyzyjna, „mechaniczna” definicja kształtu części, tworzony jest model, w którym aspekty estetyczne, a nie tylko dokładnie zdefiniowane wymiary, mają znaczenie podstawowe. Szczególnie w fazie projektowania koncepcyjnego konstruktor przedkłada swobodę modelowania powierzchni nad precyzyjnie opisaną za pomocą wymiarów definicję geometrii. Mówimy wtedy o swobodnym modelowaniu powierzchniowym (ang. FreeStyle), w którym uzyskanie odpowiedniego w aspekcie estetycznym kształtu, a nie zadanej długości, promienia krzywizny czy kształtu przekroju, jest głównym celem konstruktora (rysunek W.4). Wymiary oraz rodzaj ciągłości są oczywiście bardzo ważne, ale dopiero wtedy, gdy zatwierdzony jest ogólny, pozbawiony zbędnych szczegółów konstrukcyjnych, projekt koncepcyjny.
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    Rysunek W.4. Swoboda i intuicyjność tworzenia modelu przestrzennego w środowisku Imagine and Shape


    Dla tej grupy konstruktorów już nie tylko prosta ciągłość geometryczna i dokładność rozpięcia powierzchni na krzywych charakterystycznych, ale także kształt powierzchni pomiędzy tymi krzywymi oraz zaawansowane wymagania dotyczące ciągłości mają znaczenie podstawowe. Ciągłość poszczególnych płatów powierzchni, wskazana już wcześniej jako warunek poprawnej topologii modelu powierzchniowego, nabiera w modelu estetycznym zupełnie innego znaczenia. Trudno sobie wyobrazić karoserię samochodu, kadłub samolotu czy obudowę większości produktów z grupy AGD bez perfekcyjnej definicji powierzchni zewnętrznych (rysunek W.5). Podkreślam słowo zewnętrznych, bo forma i jakość widocznych powierzchni jest jednym z głównych parametrów decydujących o jakości produktu finalnego. W tym zakresie system CATIA V5 oferuje pokaźny zestaw aplikacji z grupy FreeStyle (FSK, FSS, FSO, FSP) oraz Imagine and Shape (IMA), które w tej książce nie są omówione.
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    Rysunek W.5. Wypełnienie otworu w modelu powierzchniowym powiązane z analizą jego ciągłości (jakości)


    Warto podkreślić, że model powierzchniowy jest jedynie początkiem procesu powstawania nowego wyrobu. Dlatego ważne jest, by definicja powierzchni mogła być wprost, bez żadnych dodatkowych konwersji, wykorzystana na kolejnych etapach, na przykład do analiz wytrzymałościowych czy definiowania programów obróbki na obrabiarkach CNC. Nie muszę tu chyba dodawać, że także w tym zakresie CATIA V5 jako system zintegrowany umożliwia wspomaganie różnorodnych prac inżynierskich.


    Projektowanie przestrzenne to jednak nie tylko definiowanie nowych elementów geometrycznych, ale także różnego typu modyfikacje i zmiany konstrukcyjne. Dlatego w systemach CAD coraz powszechniej stosowane są takie algorytmy, które ułatwiają nie tylko lokalne modyfikacje pojedynczych obiektów geometrycznych (krzywych lub powierzchni), ale także globalne modyfikacje modelu powierzchniowego (rysunek W.6). Globalne, czyli takie, w których deformowanych jest kilka lub kilkanaście płatów powierzchni, a system utrzymuje zdefiniowane wcześniej warunki ciągłości pomiędzy nimi i zapewnia spełnienie warunków technologiczności. Przykładem takiej aplikacji w systemie CATIA V5 może być Generative Shape Optimizer (GSO), umożliwiający globalne modyfikacje stylizacyjne modelu powierzchniowego lub Realistic Shape Optimizer (RSO), który ułatwia uwzględnienie skurczu materiału, jego sprężystości, a nawet analizy kształtu części pod zadanym obciążeniem.
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    Rysunek W.6. Globalna deformacja powierzchniowego modelu drzwi bocznych samochodu uwzględniająca efekt sprężystości wytłoczki


    Pozostał jeszcze jeden aspekt związany z definiowaniem przestrzennych modeli powierzchniowych. Modele powierzchniowe mogą być i są tworzone w różnych systemach CAD, na przykład model powierzchniowy wyrobu jest tworzony w systemie A, a narzędzia do jego produkcji w systemie B. W takich przypadkach konieczna jest wymiana danych pomiędzy systemami i tu zazwyczaj pojawiają się problemy, zwłaszcza jeśli konwersja opisu geometrii z formatu A na format B nie odbywa się bezpośrednio, ale przez tak zwany format neutralny (IGES, STEP). Każdy rodzaj konwersji danych pociąga za sobą ryzyko przekłamań, nieścisłości, a nawet utraty danych. Ponadto każdy system CAD ma zdefiniowane własne tolerancje geometryczne. Na przykład dwa płaty powierzchni mogą mieć wspólną krawędź w jednym systemie, a w innym nie (rysunek W.7), bo tolerancje identyczności krzywych nie muszą być w obu systemach takie same. Tego typu problemy mogą być rozwiązywane „ręcznie” przez analizę (głównie pomiary) i stosowne modyfikacje problematycznych elementów geometrycznych lub za pomocą specjalistycznych aplikacji. Przykładem takiej aplikacji systemu CATIA V5 jest Healing Assistant (HA1).
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    Rysunek W.7. Sąsiednie płaty powierzchni po konwersji z formatu X na format CATIA V5


    Modele powierzchniowe mogą być definiowane i modyfikowane na wiele sposobów. To, jaką metodę zastosuje użytkownik systemu CAD, zależy oczywiście od tego, jakie funkcje ma dostępne w systemie, w którym pracuje. Czasami system oferuje więcej niż jedną metodę definiowania powierzchni i wtedy od doświadczenia użytkownika, ale także od przeznaczenia modelu powierzchniowego zależy to, która z dostępnych metod powinna być zastosowana. Nie mniej ważna wydaje się możliwość obiektywnej oceny jakości powierzchni oraz przyjazne narzędzia ułatwiające modyfikację geometrii modelu, bo nie ma takiego projektu, który nie musiałby być sprawdzony, a po sprawdzeniu zmodyfikowany tak, aby spełnić wszystkie wymagania i zalecenia. I wbrew obiegowym opiniom nie ma większego znaczenia, czy pracujemy nad projektem karoserii, prototypem nowej konstrukcji lampy, czy nowoczesną formą krzesła. Przecież zawsze projekt każdego wyrobu musi spełniać nie tylko wymagania techniczne, ale także technologiczne i estetyczne. Tak rozumiane projektowanie powierzchniowe jest dzisiaj coraz bardziej sztuką, a nie tylko rutynowym zajęciem inżynierskim (rysunek W.8).
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    Rysunek W.8. Przykłady różnych projektów wykonanych jako modele powierzchniowe


    CATIA V5. Sztuka modelowania powierzchniowego to próba odpowiedzi na niektóre z opisanych powyżej problemów. Niestety, nie na wszystkie, bo moim celem było wyjaśnienie różnych aspektów pracy konstruktora mechanika tylko w jednym środowisku: Generative Shape Design. Osiągnięcie tak zdefiniowanego celu jest uwarunkowane, moim zdaniem, podziałem materiału na dwie główne grupy tematów: część teoretyczną (modele matematyczne) i część praktyczną (definiowanie krzywych i powierzchni). Książka została napisana dla użytkowników systemu CATIA V5, ale spora część omówionych w niej tematów ma charakter uniwersalny, niezależny od systemu CAD (na przykład teoria modelowania krzywych i powierzchni, metodyka budowy modelu powierzchniowego czy definicja i zastosowanie powierzchni typu Loft lub Sweep).


    Większość firm oraz użytkowników systemów CAD preferuje pracę w stabilnym, gruntownie przetestowanym środowisku i nie instaluje najnowszych wersji oprogramowania. Na przykład dla systemu CATIA to oznacza, że wtedy, gdy dostępna jest wersja V5R19 (grudzień 2008), to praktyczne zastosowanie mają wersje V5R18, V5R17, a nawet V5R16. Z tego i tylko z tego powodu przykłady dostępne na dołączonym do książki CD-ROM-ie zostały przygotowane w wersji V5R17. Wszystkie opisane w tej książce procedury konstrukcyjne mogą być zrealizowane także w wersjach nowszych. Może się zmienić wygląd okien dialogowych, liczba i rodzaj parametrów mogą różnić się nieznacznie od tych pokazanych na rysunkach, ale te drobne różnice nie mają żadnego wpływu na metodykę konstruowania, która może być z powodzeniem zastosowana także w innych niż CATIA systemach CAD.

  


  
    Rozdział 1.

    Modele matematyczne krzywych i powierzchni


    Wprowadzenie


    Jeszcze na początku drugiej połowy XX wieku konstruktorzy samolotów lub samochodów, nie mając takich narzędzi jak komputer i systemy CAD, zmuszeni byli do stosowania glinianych modeli wykonanych w skali 1:1, aby uzyskać powtarzalność kształtu produkowanych części. Proces przenoszenia kształtu z glinianej makiety na zarys narzędzia stosowanego w procesie produkcyjnym (forma, tłocznik czy stempel) odbywał się oczywiście „ręcznie”. Model zderzaka samochodu lub statecznika samolotu był cierpliwie mierzony w dziesiątkach lub setkach przekrojów, a wyniki pomiarów były podstawą do określenia kształtu powierzchni, ale oczywiście tylko w ograniczonej liczbie przekrojów. Można powiedzieć, że powierzchnia robocza narzędzia była definiowana „na oko” pomiędzy kolejnymi przekrojami — taki „ręczny” lofting. Tu proszę mi wybaczyć żargonowe słownictwo, ale angielskie słowo lofting, znane wszystkim, którzy dzisiaj zajmują się modelowaniem powierzchniowym, jest najbardziej odpowiednie do określenia rodzaju takiej powierzchni. Proces definiowania i wykonania takich narzędzi był oczywiście długi i kosztowny, a kształt powierzchni pomiędzy kolejnymi przekrojami ciągle pozostawał niezdefiniowany i zależał w dużej mierze od fantazji i doświadczenia tego, kto taką powierzchnię fizycznie wykonywał.


    Rozwój komputerów oraz dążenie do uzyskania precyzyjnej definicji powierzchni zmusiły konstruktorów i matematyków do intensywnych poszukiwań optymalnych modeli matematycznych krzywych i powierzchni. Model optymalny to taki, który precyzyjnie definiuje każdy kształt, umożliwiając jednocześnie jego łatwą modyfikację bez wygórowanych wymagań mocy obliczeniowej komputera. Wydaje się, że w dzisiejszych systemach wspomagających projektowanie zastosowane zostały takie optymalne modele matematyczne, choć nie można z całą pewnością twierdzić, że to już szczyt możliwości. Ewolucja systemów CAD powoduje, że konstruktor znajduje w nich coraz rzadziej polecenia umożliwiające bezpośrednią modyfikację cech lub parametrów modelu matematycznego krzywej bądź powierzchni i coraz częściej takie funkcje, które umożliwiają definiowanie parametrycznych i inteligentnych obiektów geometrycznych. Parametrycznych, bo definicja oraz modyfikacja geometrii odbywa się przez zmianę wartości parametrów, a nie przez bezpośrednią ingerencję w model matematyczny. Inteligentnych, bo w modelach asocjatywnych, a takie są definiowane w większości dzisiejszych systemów CAD, zmiana parametrów jednego obiektu geometrycznego pociąga za sobą stosowne zmiany we wszystkich obiektach od niego zależnych.


    Taka struktura modelu przestrzennego nabiera szczególnego znaczenia w przypadku modeli powierzchniowych, bo użytkownik systemu CAD widzi w coraz mniejszym stopniu model matematyczny krzywej lub powierzchni. To, co jest zaletą systemów klasy Feature-Based Design (rysunek 1.1), a więc odejście od czysto matematycznego opisu geometrii (stopień krzywej, kierunki główne powierzchni, sieć punktów kontrolnych itp.) w kierunku pracy z cechami konstrukcyjnymi (ang. Feature), parametrami oraz asocjatywnie powiązanymi elementami zależnymi (punkty, płaszczyzny, krzywe itd.), powoduje, że konstruktor nie zawsze zdaje sobie sprawę z tego, jak jego decyzje projektowe wpływają na geometryczną jakość finalnego modelu powierzchniowego projektowanej części. Obiekty projektowe mogą mieć kilka różnych reprezentacji graficznych, a to, co widzimy na ekranie komputera, nie musi być w pełni zgodne z wymaganiami konstrukcyjnymi, nawet jeśli na pierwszy rzut oka wydaje się nam poprawne.
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    Rysunek 1.1. Struktura cechy konstrukcyjnej (Feature) w systemie CAD


    Matematyczna część opisu krzywej lub powierzchni zawiera zazwyczaj definicję geometrii i topologii obiektu. Definicja geometryczna to kształt i położenie w przestrzeni 3D, czyli model matematyczny (równania kanoniczne lub parametryczne), punkty charakterystyczne, wektory lub kąty. Element topologiczny opisu matematycznego zapewnia poprawne powiązanie obiektów geometrycznych, czyli ich orientację oraz warunki brzegowe, na przykład zgodność wierzchołków lub styczność wzdłuż krawędzi.


    Ciągłość geometryczna


    Dla większości konstruktorów, którzy tworzą modele powierzchniowe w systemach 3D, jest rzeczą zupełnie oczywistą, że powierzchnia jest tak dobra, jak dobre są krzywe zastosowane do jej definicji. Jeśli dysponujemy krzywymi złej jakości i zastosujemy te krzywe do definicji powierzchni, to oczywiście rezultat będzie również złej jakości. Dlatego tak ważne jest, aby konstruktor dysponował w systemie CAD nie tylko narzędziami do modelowania przestrzennego krzywych lub powierzchni, ale także możliwościami analizy ich jakości.


    Mówiąc „dobra krzywa”, musimy zdefiniować, czym różni się dobra krzywa od złej krzywej. Podstawowym kryterium oceny jakości krzywej jest jej ciągłość. W teorii modelowania przestrzennego mówimy o ciągłości parametrycznej (C) i geometrycznej (G). Ciągłość parametryczna krzywej lub powierzchni zależy od rodzaju algorytmu zastosowanego w definicji geometrii i jest nierozerwalnie związana z zastosowanym modelem matematycznym. Konstruktor (użytkownik systemu CAD) nie ma wpływu na ten rodzaj ciągłości, bo wybierając określone polecenie, wybiera też algorytm, czyli pośrednio, świadomie lub nie, model matematyczny oraz zestaw parametrów i elementów geometrycznych potrzebnych do pełnej definicji wybranego rodzaju krzywej lub powierzchni. Można powiedzieć, że ciągłości parametrycznej nie widać na ekranie komputera. Inaczej jest z ciągłością geometryczną, która jest widoczna i w sposób oczywisty decyduje o jakości krzywych i powierzchni. W teorii systemów CAD mówimy o następujących rodzajach takiej ciągłości:


    1. Ciągłość geometryczna (G0): dwie krzywe mają wspólny punkt początkowy lub końcowy. Jeśli dwie krzywe nie są ciągłe, to także powierzchnie zbudowane na tych krzywych nie będą ciągłe. Aby zapewnić ciągłość geometryczną dwóch krzywych, należy zmodyfikować odpowiednio punkt końcowy przynajmniej jednej z nich (rysunek 1.2).
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    Rysunek 1.2. Przykład (nie)ciągłości geometrycznej krzywych


    2. Ciągłość styczności (G1): dwie krzywe ciągłe według kryterium G0 są wzajemnie styczne w punkcie wspólnym. Kąt pomiędzy kierunkami stycznymi do obu krzywych w punkcie wspólnym może mieć wartość 0° lub 180°. Jeśli dwie krzywe elementarne nie są styczne, to należy tak zmodyfikować przynajmniej jedną z nich, aby kierunki styczności w punkcie wspólnym były zgodne (rysunek 1.3).
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    Rysunek 1.3. Przykład (nie)ciągłości stycznej dwóch krzywych


    3. Ciągłość krzywizny (G2): dwie krzywe ciągłe według kryterium G1 mają taki sam promień krzywizny w punkcie wspólnym. Klasycznym przykładem nieciągłości krzywizny jest przypadek dwóch stycznych łuków okręgów o różnym promieniu — w punkcie wspólnym tych krzywych promień krzywizny zmienia się skokowo. Jeśli dwie krzywe elementarne nie mają ciągłości krzywizny, to należy odpowiednio zmodyfikować przynajmniej jedną z nich lub w obszarze przyległym do punktu wspólnego zdefiniować taką krzywą „przejścia”, która zapewni ciągłość zmian promienia wzdłuż krzywych (rysunek 1.4).


    4. Ciągłość zmian krzywizny (G3): dwie krzywe ciągłe według kryterium G2 mają w częściach przyległych do punktu wspólnego równomierny i łagodny charakter zmian (gradient) krzywizny (rysunek 1.5). Jeśli dwie krzywe mają ciągłość G3, to w pobliżu ich punktu wspólnego krzywizna żadnej z krzywych nie zmienia się w sposób radykalny.
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    Rysunek 1.4. Przykład (nie)ciągłości krzywizny dwóch krzywych
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    Rysunek 1.5. Przykład różnych przebiegów zmian krzywizny dwóch krzywych w pobliżu punktu wspólnego


    5. Niektórzy użytkownicy systemów CAD wymagają ciągłości G4, która może być interpretowana jako gradient gradientu zmian krzywizny. Ciągłość tego typu jest gwarantowana tylko w bardzo specjalistycznych aplikacjach.


    Pojęcie ciągłości geometrycznej dotyczy tylko takich przypadków, w których analizowana krzywa jest rezultatem połączenia kilku innych krzywych, bo z definicji algorytmy definiowania krzywej elementarnej w systemach CAD gwarantują jej ciągłość. W każdym systemie CAD krzywa elementarna, czyli taka, która jest opisana jednym równaniem lub układem równań parametrycznych, jest zawsze ciągła — przynajmniej według kryterium G0. Może się jednak zdarzyć, że krzywa będąca rezultatem zastosowania jakiegoś polecenia, pomimo że jest jednym obiektem w modelu CAD, składa się z kilku krzywych elementarnych, na przykład krzywa przecięcia dwóch powierzchni. Każda z tych krzywych elementarnych może mieć ciągłość typu G2, ale pomiędzy krzywymi elementarnymi może być zachowana tylko ciągłość G1 lub nawet G0. Możliwe jest też, że to konstruktor zdefiniuje kilka krzywych elementarnych, które potem zamierza ze sobą połączyć w jeden obiekt. Dlatego analiza ciągłości krzywej jest na etapie definiowania elementów podstawowych dla nowo tworzonej powierzchni niezbędna.


    Oczywiście nie każdy system CAD oferuje wszystkie wymienione wyżej rodzaje ciągłości. Trzeba też dodać, że ciągłość typu G2 lub G3 jest wymagana w wyjątkowych zastosowaniach, na przykład przy projektowaniu karoserii niektórych typów samochodów, i dlatego, nawet jeśli system CAD pozwala uzyskać ciągłość typu G3, nie można oczekiwać, że każda krzywa, która posłuży do definicji powierzchni, musi mieć najwyższy z dostępnych rodzaj ciągłości. W większości zastosowań ciągłość typu G2, a niekiedy tylko G1, zapewnia spełnienie wymagań konstrukcyjnych.


    Trzeba też zauważyć, że zapewnienie ciągłości określonego typu może powodować znaczne modyfikacje geometryczne. Na przykład zmiana rodzaju ciągłości dwóch krzywych z G0 na G1 lub G1 na G2 (rysunek 1.6) może spowodować globalną modyfikację kształtu jednej z nich. Może, bo w zależności od modelu matematycznego zastosowanego w definicji krzywej zmiana jej kształtu wymuszona rodzajem ciągłości może być lokalna (tylko w pobliżu punktu wspólnego) lub globalna (na całej długości krzywej).
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    Rysunek 1.6. Wpływ rodzaju ciągłości na kształt krzywej


    Podobnie jak w przypadku krzywych, model powierzchniowy części można analizować pod kątem różnych rodzajów ciągłości:


    • Ciągłość geometryczna (G0): dwie powierzchnie mają wspólną krawędź i ponadto w obszarze „wspólnym” nie ma żadnych szczelin.


    • Ciągłość styczności (G1): dwie powierzchnie ciągłe według kryterium G0 mają zgodne kierunki styczne w każdym punkcie wspólnej krawędzi.


    • Ciągłość krzywizny (G2): dwie powierzchnie ciągłe według kryterium G1 mają taki sam promień krzywizny w każdym punkcie wspólnej krawędzi.


    • Ciągłość zmian krzywizny (G3): dwie powierzchnie ciągłe według kryterium G2 mają w obszarach przyległych do wspólnej krawędzi podobny i równomierny charakter zmian (gradient) krzywizny.


    Ciągłość geometryczna jest podstawowym kryterium oceny jakości modelu powierzchniowego. Zanim jednak rozważymy metody analizy jakości powierzchni, warto zastanowić się chwilę nad metodami definiowania modelu powierzchniowego, bo jakość powierzchni, a także możliwości analizy jej jakości są wprost powiązane z jej przeznaczeniem. Nie ma przecież uzasadnienia, aby klasyczne powierzchnie mechaniczne, na przykład takie, które definiują kształt odkuwki, miały ciągłość typu G2. Z drugiej strony trudno zaakceptować powierzchnię, która określa kształt obudowy zewnętrznej odkurzacza bez ciągłości typu G2, bo jeśli będzie ona ciągła tylko w zakresie G1, to estetyczne walory obudowy wykonanej z wykorzystaniem takiej powierzchni będą co najmniej wątpliwe. Z powodów wymienionych powyżej różne rodzaje analizy jakości powierzchni są dostępne w różnych środowiskach projektowania powierzchniowego.


    Ciągłość geometryczna (G0) może być oceniona wzrokowo, ale zazwyczaj obszary nieciągłości są tak małe, że trudno jest je zauważyć gołym okiem. Zakładam oczywiście, że konstruktor przykłada się do swojej pracy i nie tworzy modelu powierzchniowego byle jak, czyli „na oko”. Na przykład dwie powierzchnie, które „na oko” mają wspólną krawędź, są „na oko” ciągłe według kryterium G0 (rysunek 1.7).
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    Rysunek 1.7. Przykład nieciągłości modelu powierzchniowego i jej wpływ na model bryłowy


    Dlaczego ciągłość geometryczna modelu powierzchniowego jest tak ważna? Otóż dlatego, że model powierzchniowy części jest zazwyczaj wykorzystany na kolejnych etapach procesu projektowego, na przykład w modelowaniu bryłowym, lub jako podstawa definicji programu obróbki na obrabiarce CNC. Jeśli powierzchnia nie jest ciągła, to bryła zbudowana na takiej powierzchni może być również nieciągła lub w najgorszym przypadku definicja takiej bryły może okazać się niemożliwa. Podobnie tor ruchu freza jest bezpośrednio związany z ciągłością powierzchni obrabianej, a w przypadku nieciągłości geometrycznej może być nieokreślony.


    Gładkość


    Tradycyjny sposób definiowania krzywej polega na określeniu zbioru punktów, przez które ma być poprowadzona krzywa. Współrzędne tych punktów mogą być arbitralnie zadane przez konstruktora albo mogą być uzyskane z pomiarów lub obliczeń. Załóżmy, że zadaniem konstruktora jest poprowadzenie krzywej przechodzącej przez 10 punktów o znanych współrzędnych. Niemal natychmiast pojawiają się pytania:


    • Czy istnieje tylko jedna taka krzywa, która przechodzi przez wszystkie wskazane punkty?


    • Jak zdefiniować równanie dla krzywej swobodnej?


    • Czy dla konstruktora jest ważne to, jakie jest równanie takiej krzywej?


    Myślę, że nie ma tu miejsca na przypominanie elementarnych zagadnień z zakresu geometrii analitycznej. Jest oczywiste, że istnieje wiele krzywych, które mogą być wyznaczone przez zbiór 10 punktów. Mówimy, że każda z tych krzywych jest interpolacją wskazanego zbioru punktów. Ale jeśli nie ma jednego rozwiązania tego problemu geometrycznego, to która z krzywych jest najlepsza? Odpowiedź może być tylko jedna: najlepszą jest ta z krzywych, która jest najbardziej gładka. Gładkość krzywej to cecha, którą trudno opisać w sposób mierzalny bez zastosowania zaawansowanych metod matematycznych, na które moim zdaniem nie ma miejsca w tej książce. Na szczęście dość łatwo można ocenić gładkość krzywej wzrokowo. Mówimy, że krzywa jest gładka, jeśli jej krzywizna nie zmienia się w sposób niepotrzebnie skomplikowany — albo prościej, jeśli pomiędzy dwoma punktami krzywizna zmienia się równomiernie, a sama krzywa nie ma niepożądanego efektu oscylatora:


    • Na rysunku 1.8 dwie krzywe są gładkie, a trzecia — wyraźnie „pofalowana” — nie może być uznana za krzywą gładką.
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    Rysunek 1.8. Przykład krzywych interpolowanych


    • Na rysunku 1.9:


    • Model powierzchniowy A jest wyraźnie nieciągły, bo poszczególne płaty powierzchni (łatki) nie mają wspólnych krawędzi.


    • „Kanciasty” model powierzchniowy B jest ciągły, ale nie jest gładki, bo jego powierzchnie cząstkowe są wzajemnie ciągłe tylko według kryterium G0.


    • Model powierzchniowy C może być uznany za gładki, bo nie ma ostrych krawędzi (ciągłość co najmniej typu G1 pomiędzy łatkami) oraz nie widać żadnych lokalnych i gwałtownych zmian krzywizny.
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    Rysunek 1.9. Przykłady modeli powierzchniowych o różnej ciągłości


    Skoro kształt krzywej interpolowanej zależy od tego, jakie punkty zostaną wskazane w definicji tej krzywej, to należałoby zapytać, czy zawsze krzywa powinna przechodzić przez wszystkie punkty? Tak postawione pytanie nabiera szczególnego znaczenia w kontekście gładkości krzywej wynikowej. Inżynier musi przecież uwzględniać błąd obliczeń lub pomiarów współrzędnych punktów, które są podstawą definicji krzywej. A to oznacza, że powinien rozważyć definicję krzywej przybliżonej, która spełni wymagania dotyczące jej gładkości i jednocześnie nie będzie zbyt odległa od punktów bazowych (rysunek 1.10).
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    Rysunek 1.10. Definicja gładkiej krzywej przybliżonej


    Inną niepożądaną cechą krzywej jest pętla, bowiem samoprzecinająca się krzywa (rysunek 1.11) nie ma praktycznego zastosowania w modelowaniu powierzchniowym. Dlatego należy unikać takich krzywych i w takich przypadkach stosować krzywe przybliżone — oczywiście w zakresie zadanej tolerancji.
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    Rysunek 1.11. Przykład samoprzecinającej się krzywej


    Reasumując, należy powiedzieć, że zadaniem konstruktora zajmującego się modelowaniem powierzchniowym jest zdefiniowanie takich krzywych, które mają gładki przebieg i w miarę łagodny charakter zmian krzywizny, bo zawsze można znaleźć taką krzywą, która różniąc się nieznacznie kształtem od krzywej pierwotnej, będzie miała znacznie lepszą gładkość, czyli równomierne zmiany krzywizny (rysunek 1.12).
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    Rysunek 1.12. Rozkład zmian krzywizny jako jeden z mierników gładkości krzywej


    Model matematyczny krzywej lub powierzchni


    CATIA V5 jest systemem klasy Feature-Based Design, a to oznacza, że konstruktor (także w zakresie definiowania modelu powierzchniowego projektowanej części) definiuje i zarządza obiektami, które są czymś więcej niż tylko definicją matematyczną. Model matematyczny jest tylko jedną z możliwych reprezentacji projektowanej cechy konstrukcyjnej. Na przykład powierzchnia zaokrąglenia wspólnej krawędzi dwóch powierzchni zrealizowana za pomocą tego samego polecenia, czyli de facto taka sama cecha konstrukcyjna, może mieć różną reprezentację graficzną (rysunek 1.13):


    • Powierzchnia cylindryczna pomiędzy dwoma powierzchniami płaskimi.


    • Powierzchnia toroidalna pomiędzy powierzchnią płaską i cylindryczną.


    • Powierzchnia swobodna pomiędzy dwoma dowolnymi powierzchniami.
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    Rysunek 1.13. Różny model geometryczny tej samej cechy konstrukcyjnej


    Zrozumienie istoty takiego rodzaju modelowania i jego umiejętne zastosowanie jest, moim zdaniem, kluczem do poprawnej definicji modelu powierzchniowego. Dotyczy to w szczególności użytkowników systemu CATIA V4, dla których V5 jest po prostu kolejną wersją tego samego systemu CAD. Tymczasem ta sama jest tylko nazwa, a konstruktor musi zmienić sposób konstruowania, dostosowując go do natury systemu CATIA V5. W środowisku Generative Shape Design model powierzchni jest kontrolowany przez konstruktora za pomocą cech konstrukcyjnych (typ cechy, jej parametry liczbowe lub wymiarowe, warunki brzegowe), a nie jak w systemie CATIA V4 bezpośrednio przez model matematyczny (stopień, rozkład parametrów U i V, punkty kontrolne itd.). Model matematyczny każdego obiektu w środowisku GSD zawiera:


    a. Część geometryczną, czyli kształt i położenie w przestrzeni. Definicja geometryczna jest określona przez punkty, wektory, krzywe, kąty itp.


    b. Część topologiczną, która zapewnia uzyskanie zadanej ciągłości geometrycznej modelu. Topologia modelu powierzchniowego jest określona przez wierzchołki (ang. Vertex), krawędzie (ang. Edge) i powierzchnie elementarne (ang. Face). Element topologiczny opisu matematycznego zapewnia poprawne powiązanie obiektów geometrycznych, czyli ich orientację oraz warunki brzegowe, na przykład zgodność wierzchołków lub styczność wzdłuż krawędzi.


    Model matematyczny krzywej może mieć postać kanoniczną (linia, okrąg, elipsa itd.) lub parametrycznie swobodną. Na przykład obiekt typu Line może być zdefiniowany przez płaszczyznę podstawową, punkt odniesienia, kierunek na płaszczyźnie podstawowej oraz punkt początkowy i końcowy (rysunek 1.14). Podobnie obiekt typu Circle może być zdefiniowany przez płaszczyznę podstawową, środek łuku, promień oraz kąt początkowy i końcowy.
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    Rysunek 1.14. Przykłady krzywych kanonicznych


    Krzywa parametrycznie swobodna może być pojedynczą krzywą elementarną lub zestawem wzajemnie powiązanych krzywych elementarnych, na przykład S&nnbsp;1, S&nnbsp;2 i S&nnbsp;3 na rysunku 1.15. Każda z tych krzywych elementarnych ma własny parametr u, którego wartość określa położenie każdego punktu krzywej oraz własny zestaw równań. Na przykład dla krzywej S&nnbsp;i mamy: X&nnbsp;i = F&nnbsp;xi(u &nnbsp;i), Y&nnbsp;i = F&nnbsp;yi(u &nnbsp;i) oraz Z&nnbsp;i = F&nnbsp;zi(u &nnbsp;i). Więcej szczegółów na temat modelu matematycznego krzywych w punkcie „Krzywe” tego rozdziału.


    Krzywa elementarna w systemie CATIA V5 ma zawsze ciągłość minimum G2. Rzeczywiste krzywe generowane w środowisku GSD (na przykład za pomocą polecenia Boundary lub Intersection) nie zawsze spełniają warunek ciągłości G2. Dlatego jeśli system nie może zdefiniować krzywej z ciągłością krzywizny, to w każdym punkcie nieciągłości G2 dzieli krzywą wynikową na krzywe elementarne. W kolejnym kroku te krzywe (Edges) są topologicznie „sklejane” w jedną krzywą wynikową. Topologiczny opis krzywej złożonej jest po prostu listą punktów nieciągłości G2 lub G1, które są współdzielone przez dwie sąsiednie krzywe elementarne, oraz punktów brzegowych (początek i koniec krzywej złożonej) związanych tylko z jedną krzywą elementarną.
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    Rysunek 1.15. Przykład krzywej parametrycznej


    Na przykład analiza ciągłości kompletnej krzywej brzegowej powierzchni (rysunek 1.16) wskazuje na 6 punktów nieciągłości G2. Z oczywistych powodów punkty A, C, D i G są wierzchołkami tej krzywej. Punkt B (0%) nie jest traktowany jako wierzchołek (Vertex) tej krzywej i chociaż model matematyczny tej części krzywej, która jest zawarta pomiędzy punktami A i C, składa się z dwóch krzywych elementarnych (A-B i B-C), to ma ona w tym punkcie B ciągłość typu G2. Punkty E i F są wierzchołkami krzywej granicznej, bo ma ona w tych punktach nieciągłość krzywizny. Z powodów opisanych powyżej zastosowanie polecenia Extract umożliwia wyizolowanie z definicji kompletnej krzywej brzegowej jej krzywych cząstkowych C-D, D-E, E-F, F-G i G-A, ale nie A-B i B-C. Krzywa A-C jest „widoczna” jako całość, bo jest ciągła według kryterium G2.
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    Rysunek 1.16. Przykład krzywej nieciągłej według kryterium G2


    Podobnie jak w przypadku krzywych, model matematyczny powierzchni może mieć postać kanoniczną (na przykład płaszczyzna, sfera, cylinder na rysunku 1.17) lub parametrycznie swobodną.


    Powierzchnia parametrycznie swobodna może być pojedynczą powierzchnią elementarną lub zestawem wzajemnie powiązanych powierzchni elementarnych, na przykład S&nnbsp;11, S&nnbsp;12... S&nnbsp;33 na rysunku 1.18. Każda z tych powierzchni elementarnych ma własne parametry u i v oraz własny zestaw równań. Na przykład dla powierzchni S &nnbsp;ik mamy: X&nnbsp;ik = F&nnbsp;xik(u &nnbsp;i,v &nnbsp;k), Y&nnbsp;ik = F&nnbsp;yik(u &nnbsp;i,v &nnbsp;k) oraz Z&nnbsp;ik = F&nnbsp;zik(u &nnbsp;i,v &nnbsp;k). Więcej szczegółów na temat modelu matematycznego powierzchni w punkcie „Powierzchnie” tego rozdziału.
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    Rysunek 1.17. Przykłady powierzchni kanonicznych
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    Rysunek 1.18. Przykład powierzchni parametrycznej


    Podobnie należy rozumieć topologię modelu powierzchniowego, dla którego system definiuje listę krawędzi współdzielonych oraz krawędzie brzegowe i gwarantuje ciągłość typu G2 pomiędzy powierzchniami elementarnymi. Powierzchnia elementarna w systemie CATIA V5 ma zawsze ciągłość typu G2. Rzeczywiste powierzchnie generowane w środowisku GSD nie zawsze spełniają warunek ciągłości G2. Dlatego, jeśli system nie może zdefiniować powierzchni z ciągłością krzywizny, wzdłuż każdej krzywej nieciągłości dzieli powierzchnię wynikową na powierzchnie elementarne. W kolejnym kroku te powierzchnie (Faces) są topologicznie „sklejane” w jedną powierzchnię wynikową. Topologiczny opis powierzchni jest po prostu listą krzywych nieciągłości G2 (Edges), które są współdzielone przez dwie sąsiednie powierzchnie elementarne, oraz krzywych brzegowych związanych tylko z jedną powierzchnią elementarną. Na przykład powierzchnia (rysunek 1.19), która powstała po wyciągnięciu krzywej kontur wzdłuż linii kierunek, nie ma ciągłości G2. Ba, nie ma nawet ciągłości G1, a mimo to definicja powierzchni jest poprawna! Oczywiście nieciągłość powierzchni wynika z nieciągłości krzywej kontur i dlatego możliwe jest wyizolowanie jednej z pięciu powierzchni elementarnych za pomocą polecenia Extract. Liczba powierzchni elementarnych wynika w tym przypadku z liczby segmentów krzywej kontur.
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    Rysunek 1.19. Przykład powierzchni nieciągłej według kryterium G2

  


  
    Krzywe


    Jeszcze przed kilkoma laty konstruktor zajmujący się definiowaniem modeli powierzchniowych, szczególnie w zakresie zewnętrznych powierzchni estetycznych (karoseria samochodu, obudowa odkurzacza itp.), musiał posiadać ogromną wiedzę z zakresu matematycznego opisu krzywych i powierzchni stosowanych w systemach CAD. Znajomość szczegółów matematycznych zastosowanych w algorytmach obliczeniowych i powiązanych wprost z funkcjami, jakie ma do dyspozycji konstruktor, nie jest, moim zdaniem, głównym zadaniem konstruktora, bo powinien się on skupić na zdefiniowaniu takiego modelu geometrycznego, który spełnia wszystkie wymagania techniczne, technologiczne, estetyczne czy funkcjonalne. Rozwój aplikacji wspomagających modelowanie powierzchniowe doprowadził do zdefiniowania takiego interfejsu użytkownika, w którym konstruktor jest w coraz większym zakresie „zwolniony” z obowiązku wyboru typu krzywej lub powierzchni, czyli funkcji, jaką powinien zastosować. Wybór algorytmu jest coraz częściej dokonywany przez system CAD, z uwzględnieniem wymagań zdefiniowanych przez konstruktora. Przykłady takich wymagań można mnożyć:


    1. Potrzebuję takiej krzywej, która połączy dwie inne krzywe. Krzywa łącząca musi mieć ciągły i jednorodny przebieg zmian krzywizny, a w punktach skrajnych musi zachować ciągłość typu G2 ze wskazanymi krzywymi. Co jest ważniejsze dla konstruktora: spełnienie powyższych wymagań czy zastosowanie wybranego typu krzywej, na przykład krzywej Béziera lub B-Spline? Która z tych krzywych najlepiej spełnia wymagania konstrukcyjne? Czy lepiej, aby konstruktor dokonywał takiego wyboru, czy może system CAD?


    2. Potrzebuję powierzchni, która wypełni przestrzeń pomiędzy wskazanymi krzywymi granicznymi z zachowaniem ciągłości typu G0 wzdłuż jednej krzywej i ciągłości typu G2 wzdłuż innych. Powierzchnia typu UPBS czy NURBS? Czy stopień powierzchni w obu kierunkach głównych powinien być równy?


    Na te i podobne pytania „guru” modelowania powierzchniowego odpowie bez zastanowienia, bo przez lata dokonywał takich wyborów. Ale jaka będzie odpowiedź początkującego konstruktora? Czy w związku z tym można całkowicie zapomnieć o MATEMATYCE, której reguły zapamiętane w postaci algorytmów decydują bez udziału konstruktora o rezultacie zastosowania konkretnej funkcji? Czy dzisiejsze systemy CAD faktycznie „zwalniają” konstruktora ze znajomości teorii modelowania powierzchniowego?


    Moim zdaniem i tak, i nie. Tak, bowiem, jak już napisałem wcześniej, wiele funkcji dzisiejszych systemów CAD dokonuje wyboru rodzaju krzywej lub powierzchni oraz ich parametrów w sposób automatyczny, a kryterium tego wyboru jest spełnienie wymagań zdefiniowanych przez konstruktora. Nie, bo taki automatyczny wybór nie zawsze jest najlepszy i konstruktor musi czasami „ręcznie” zmodyfikować rozwiązanie (krzywą lub powierzchnię) proponowane przez system CAD, na przykład zmienić stopień krzywej lub lokalnie zmodyfikować sieć punktów kontrolnych powierzchni, aby zapewnić lepszy rozkład zmian krzywizny. No tak, ale co to jest stopień krzywej lub sieć punktów kontrolnych powierzchni? Odpowiedzi znajdzie Czytelnik w kolejnych punktach tego rozdziału, w których są wyjaśnione elementarne pojęcia z zakresu teorii modelowania powierzchniowego.


    Krzywe swobodne typu Natural Spline


    Krzywe swobodne nie są, jak powszechnie się wydaje, wynalazkiem XX wieku. Już w starożytności do budowy okrętów korzystano z szablonów, które zastosowane jako wręgi pozwalały na nieomal seryjną produkcję kadłubów. Technikę przygotowania szablonów kadłuba, których kształt można byłoby opisać za pomocą zestawu stycznych do siebie łuków okręgu, rozwinęli w okresie średniowiecza Wenecjanie. Dzisiaj powiedzielibyśmy, że kształt takiego szablonu był opisany za pomocą krzywej gładkiej o ciągłości G1. Drewniane szablony były tak popularne, że aż do końca XVI wieku do budowy okrętów nie stosowano rysunków. Te stały się popularne w stoczniach angielskich w XVII wieku i to zmusiło konstruktorów statków do zbudowania przyrządów wspomagających rysowanie krzywych swobodnych. Projekt jednego z takich przyrządów pokazano na rysunku 1.20.
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    Rysunek 1.20. Przyrząd kreślarski do rysowania krzywych gładkich z początku XVIII wieku


    Podstawowym elementem tego typu pomocy kreślarskiej była cienka drewniana listwa (ang. Spline), której kształt można było swobodnie formować poprzez odpowiednie ustawienia napinaczy śrubowych. Przez następnych kilka stuleci aż do drugiej połowy XX wieku nie wymyślono nic lepszego. Mimo że krzywe swobodne znalazły się w powszechnym użytku także w przemyśle lotniczym i samochodowym, to nadal cienki pasek drewna był najlepszą pomocą konstruktora kadłuba, skrzydła czy karoserii. Taka sama koncepcja została zastosowana do konstrukcji krzywika swobodnego (rysunek 1.21), w którym Spline interpoluje położenie „kaczek”.


    Ktoś mógłby w tym miejscu zaprzeczyć, mówiąc, że przecież przez długie lata konstruktorzy korzystali także z tabel współczynników i wykresów typowych krzywych oraz krzywików. No tak, ale nie zapominajmy, że kreślenie krzywej swobodnej przy pomocy tabel, wykresów i krzywików odbywało się metodą na raty. Wynikowa krzywa swobodna była „na oko” posklejana z kawałków paraboli, hiperboli i elipsy, które co prawda tworzyły krzywą ciągłą, ale tylko w zakresie kryterium G0, czasami G1 i na pewno nie G2. Pamiętajmy też, że w czasach stosowania krzywików rysunek elementu krzywoliniowego (rzut krzywki płaskiej czy przekroje błotnika samochodu) nie był bezpośrednio wykorzystywany w procesie produkcji, bo w przypadku krzywki poza rysunkiem konstruktor przygotowywał też tabelkę ze współrzędnymi punktów, a w przypadku błotnika jego przekroje były jedynie pomocne na etapie budowy szablonów prototypowych.
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    Rysunek 1.21. Przyrząd kreślarski do rysowania krzywych gładkich z I połowy XX wieku


    Krzywe Béziera


    W latach 50. ubiegłego stulecia, czyli w początkach ery komputerów, w wielu ośrodkach na świecie prowadzono równolegle intensywne prace nad przygotowaniem matematycznego opisu krzywych i powierzchni, w których uczestniczyło wielu konstruktorów — Ferguson (Boeing), de Boor i Gordon (General Motors), Coons (Massachusetts Institute of Technology), Sabin (British Aircraft Corporation), de Casteljau (Citroën), Bézier (Renault) i wielu innych. Rezultaty ich pracy stały się podstawą modelowania powierzchniowego w dzisiejszych systemach CAD, a wcześniej CAGD (Computer Aided Geometric Design).


    Zanim jednak przejdę do omówienia rezultatów ich pracy, proponuję zastanowić się nad tym, jakie cechy powinien posiadać model matematyczny krzywej, aby mógł być zastosowany w systemie CAD. I nie mam tu na myśli typowych krzywych (okrąg, elipsa, parabola itp.), których równania kanoniczne są od wieków znane, a każda z nich może być precyzyjnie wykreślona. Niestety, taki „klasyczny” opis krzywej jako funkcji jednej (y = F[x]) lub dwóch (z = F[x,y]) zmiennych zupełnie nie nadaje się do zastosowania w systemach CAD, bo:


    • Jeśli krzywa jest w otoczeniu jakiegoś punktu prawie pionowa, to nawet bardzo niewielkie zmiany wartości argumentów wpływają na znaczne zmiany wartości funkcji F.


    • Jeśli krzywa jest w otoczeniu jakiegoś punktu pionowa, to pojawia się problem obliczenia wartości pochodnej funkcji F, czyli problem z ustaleniem rodzaju jej ciągłości.


    • Współrzędne punktu krzywej wyznaczone na podstawie równania z = F[x,y] są w sposób oczywisty zależne od układu współrzędnych. W przypadku krzywych konstrukcyjnych istotny jest kształt krzywej wynikający z relacji pomiędzy jej punktami, kierunkami stycznymi i wartością promienia krzywizny, a nie relacje punktów krzywej do arbitralnie ustalonego układu współrzędnych.


    • W przypadku krzywych zamkniętych dla tych samych wartości argumentów krzywa może mieć dwa lub więcej punktów. Jak w takiej sytuacji jednoznacznie opisać te punkty? Konieczny jest wtedy podział krzywej na segmenty i rozważenie różnych funkcji F dla pewnych zakresów argumentów, a to ewidentnie komplikuje obliczenia.


    W tym miejscu chciałbym przypomnieć, że w definicji krzywych swobodnych istotne jest to, żeby przechodziła ona przez ograniczoną liczbę punktów (na przykład tylko punkt początkowy i końcowy) oraz aby była „gładka”. Ale jak zdefiniować takie równanie dla dowolnej krzywej interpolowanej lub przybliżonej do kilku lub kilkunastu punktów? Model matematyczny krzywej powinien więc spełniać następujące wymagania podstawowe:


    1. Definicja dowolnego kształtu (także kanonicznego) z zadaną dokładnością.


    2. Łatwość wyznaczenia współrzędnych i pochodnych dla dowolnego punktu krzywej.


    3. Model geometryczny krzywej powinien być łatwo i intuicyjnie modyfikowalny.


    Pierwsze z tych wymagań jako oczywiste pozostawię bez komentarza. Jeśli mówimy o modelu matematycznym krzywej, który ma być zastosowany w interaktywnym systemie CAD, to wszystkie konieczne obliczenia, na przykład współrzędne dowolnego punktu na krzywej oraz wartości pochodnych w dowolnym punkcie (związane bezpośrednio z zapewnieniem zadanego rodzaju ciągłości krzywych) powinny być wykonane szybko — to w odniesieniu do punktu drugiego. I wreszcie punkt trzeci — jeśli proces modelowania krzywej lub powierzchni ma być interakcyjny, to konstruktor nie może być zmuszony do posługiwania się pojęciami z zakresu matematyki wyższej (komputer powinien to zrobić za niego), ale musi mieć intuicyjną możliwość modyfikacji kształtu krzywej.


    Wszystkie powyższe wymagania spełniają funkcje wielomianowe, bo zgodnie z twierdzeniem Taylora (rysunek 1.22) każdą funkcję można z zadaną dokładnością przybliżyć wielomianem. Wielomiany bardzo łatwo zastosować w metodach numerycznych i co ważne — zawsze można wyznaczyć pochodną funkcji wielomianowej — wymagania 1) i 2) są więc spełnione. Jestem pewien, że po przeczytaniu tego rozdziału Czytelnik uzna, że także trzecie z wymagań podstawowych jest spełnione dla wielomianowego modelu matematycznego krzywej.
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    Rysunek 1.22. Równanie Taylora — przybliżenie dowolnej funkcji wielomianem


    Niestety, trzeba też zauważyć, że wraz ze wzrostem liczby zadanych punktów krzywej jej równanie staje się coraz bardziej złożone — wzrasta stopień wielomianu. A to w kontekście algorytmów oznacza więcej czasu potrzebnego na obliczenia. Problemem jest jednak nie tylko równanie i czas obliczeń, bo krzywa musi być nie tylko precyzyjnie zdefiniowana, ale jej model matematyczny musi także umożliwiać w miarę lokalne modyfikacje (na przykład w celu uzyskania lepszego rozkładu zmian krzywizny), stabilność po zmianie kryteriów konstrukcyjnych oraz łatwość wizualizacji. Dlatego w systemach CAD zastosowano parametryczną definicję krzywej (rysunek 1.23), w której dla zadanego przedziału zmienności parametru u zdefiniowane są wielomianowe funkcje zmienności współrzędnych x, y i z dla dowolnego punktu krzywej:


    F: [0,1] → (x = f(u), y = g(u)) — dla krzywej płaskiej,


    F: [0,1] → (x = f(u), y = g(u), z = h(u)) — dla krzywej przestrzennej,


    gdzie f, g i h są wielomianami, a u jest parametrem z zakresu [0,1].
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    Rysunek 1.23. Ogólna definicja krzywej parametrycznej


    Kształt takiej krzywej jest określony przez jej punkty skrajne (początek i koniec) oraz funkcje f, g, h, które opisują charakter zmian współrzędnych x, y i z dowolnego punku Q krzywej — gdzieś pomiędzy jej początkiem i końcem. Napisałem „gdzieś”, bo istnieje nieskończenie wiele krzywych swobodnych „rozpiętych” pomiędzy dwoma punktami.


    Jest jeszcze jeden aspekt, który zadecydował o zastosowaniu krzywych parametrycznych w systemach CAD. Parametryczna definicja krzywej może być z powodzeniem zastosowana w przypadku krzywych zamkniętych. Rozważmy przypadek krzywej płaskiej pokazanej po prawej stronie rysunku 1.24. Budowa takiej krzywej na bazie jej klasycznego równania (y = F[x]) nie jest możliwa, bo definicja funkcji nie dopuszcza dwóch wartości y dla tego samego argumentu x. W modelu parametrycznym, w którym krzywa wynikowa C(u) powstaje z dwóch krzywych parametrycznych Cx(u) i Cy(u), problem dwóch wartości dla jednego argumentu nie występuje. Punkty Q&nnbsp;1 i Q&nnbsp;2 są jednoznacznie zdefiniowane za pomocą innych wartości parametru u, chociaż w układzie XY ich położenie jest określone tą samą wartością współrzędnej x.


    Próbując znaleźć najlepszy w zastosowaniach CAD model matematyczny krzywej parametrycznej proponuję rozważyć na początek model takiej krzywej parametrycznej, dla której znane są tylko dwa punkty: początek (P&nnbsp;0) i koniec (P&nnbsp;1). Krzywa opisana dwoma punktami redukuje się oczywiście do odcinka linii prostej (rysunek 1.25), a jej wektorowe równanie parametryczne (dla 0 ≤ u ≤ 1) jest następujące:


    P (u ) = P&nnbsp;0 +u ·(P &nnbsp;1–P &nnbsp;0) = (1–u )·P &nnbsp;0+u ·P&nnbsp;1


    Dla u = 0 punkt P&nnbsp;0 ma największy wpływ na położenie punktu P (u ) i dlatego P (u ) = P&nnbsp;0. W miarę zwiększania wartości parametru u wzrasta wpływ punktu P&nnbsp;1 na położenie punktu P (u ) i jednocześnie maleje wpływ punktu P&nnbsp;0. Można powiedzieć, że punkty P&nnbsp;0 i P&nnbsp;1 przyciągają punkt krzywej P (u ) z siłą proporcjonalną do wartości parametru u. Dla punktu P&nnbsp;0 ta „siła” może być opisana równaniem B&nnbsp;0 = 1 –u, a dla punktu P&nnbsp;1 równaniem B &nnbsp;1 = u, czyli


    P(u) = B&nnbsp;0·P&nnbsp;0+B&nnbsp;1·P&nnbsp;1
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    Rysunek 1.24. Przykład konstrukcji płaskiej krzywej parametrycznej
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    Rysunek 1.25. Przykład krzywej parametrycznej wyznaczonej przez dwa punkty


    Gdybyśmy rozważyli podobny przypadek krzywej, ale dla trzech punktów (rysunek 1.26), to przez analogię jej równanie mogłoby mieć postać:


    P (u ) = B &nnbsp;0·P &nnbsp;0+B &nnbsp;1·P &nnbsp;1+B &nnbsp;2·P&nnbsp;2
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    Rysunek 1.26. Przykład krzywej parametrycznej wyznaczonej przez trzy punkty


    Natychmiast pojawia się jednak pytanie: Jak opisać „siły” przyciągania punktów P&nnbsp;1, P&nnbsp;2 i P&nnbsp;3, czyli jak znaleźć funkcje B&nnbsp;0, B&nnbsp;1 i B&nnbsp;2? Istnieje przecież nieskończenie wiele krzywych, które mogą być kontrolowane przez te trzy punkty. Czy wobec tego, wracając to świata CAD, należałoby powiedzieć, że system arbitralnie wybiera jedną spośród wielu teoretycznie możliwych krzywych? W pewnym uproszczeniu można odpowiedzieć twierdząco, choć oczywiście zależy to od systemu i algorytmu realizowanego przez wybrane polecenie.


    W systemach CAD powszechnie zastosowanie znalazły krzywe Béziera, bo ten jako jedyny bez ograniczeń publikował swoje prace już na przełomie lat 50. i 60. ubiegłego stulecia. Chociaż trzeba przyznać, że inni (na przykład Paul de Faget de Casteljau) dochodzili do tych samych wniosków mniej więcej w tym samym czasie. Ogólne równanie krzywej Béziera przedstawiono na rysunku 1.27.
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    Rysunek 1.27. Równanie krzywej Béziera stopnia N


    Bézier wyszedł z założenia, że dla konstruktora nie jest ważne równanie krzywej, ale jej gładkość, rozkład zmian krzywizny wzdłuż krzywej, łatwość modyfikacji oraz spełnienie warunków brzegowych (ciągłość w punktach skrajnych). Dlatego w modelu krzywej Béziera podstawowe znaczenie ma uporządkowany zbiór N punktów kontrolnych (P&nnbsp;0, P&nnbsp;1... P &nnbsp;N) oraz wielomiany Bernsteina (rok 1911), których wartości decydują o tym, jaki wpływ na kształt krzywej ma każdy z tych punktów. Konstruktor nie zna równania krzywej (nie ma takiej potrzeby!), ale widzi (i ma możliwość ich modyfikacji) punkty kontrolne krzywej nazywane także wielobokiem kontrolnym krzywej Béziera. Modyfikacje położenia punktów kontrolnych wpływają na kształt krzywej, rozkład zmian krzywizny oraz umożliwiają ustalenie ciągłości krzywej w jej punktach skrajnych.


    Myślę, że najłatwiej zrozumieć istotę modelu Béziera na przykładzie. Dlatego proponuję analizę takiej krzywej (rysunek 1.28) z 4 punktami kontrolnymi (P&nnbsp;0, P&nnbsp;1, P&nnbsp;2 i P &nnbsp;3):
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    Rysunek 1.28. Równanie i konstrukcja krzywej Béziera stopnia d° = 3


    1. Liczba punktów wieloboku kontrolnego decyduje o tak zwanym stopniu swobody krzywej Béziera (d°). Mówimy, że krzywa jest stopnia d° = N, jeśli jest opisana przez N+1 punktów kontrolnych. Dla 4 punktów kontrolnych stopień krzywej jest d° = 3.


    2. Parametr u krzywej zmienia się w zakresie [0;1]. Dla u = 0 punkt krzywej Béziera Q(0) = P&nnbsp;0, a dla u = 1 Q(1) = P&nnbsp;3. Punkty P&nnbsp;0 i P&nnbsp;3 definiują odpowiednio początek i koniec krzywej, a to oznacza, że krzywa ma zwrot od punktu P&nnbsp;0 do P&nnbsp;3.


    3. W miarę zwiększania wartości parametru u punkt Q(u) podąża od punktu P&nnbsp;0 do punktu P&nnbsp;3. Gdyby nie było punktów P&nnbsp;1 i P&nnbsp;2, to krzywa Béziera łącząca punkty P&nnbsp;0 i P&nnbsp;3 byłaby odcinkiem linii prostej. Można powiedzieć, że punkty P&nnbsp;1 i P&nnbsp;2 „przyciągają” kolejne punkty krzywej Q(u).


    Jeśli wszystkie punkty kontrolne leżą na jednej prostej, to krzywa redukuje się do odcinka linii prostej, a efekt „przyciągania” kolejnych punktów krzywej Q(u) jest niewidoczny.


    Jeśli choć jeden punkt kontrolny nie leży na wspólnej prostej, to:


    • Położenie i kolejność punktów kontrolnych decydują o kształcie krzywej. Krzywa Béziera nie przechodzi przez punkty P&nnbsp;1 i P&nnbsp;2, ale każdy z tych punktów wpływa na kształt krzywej (rysunek 1.29). Można powiedzieć, że krzywa Béziera jest krzywą przybliżającą zbiór jej punktów kontrolnych.
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    Rysunek 1.29. Przykłady różnych krzywych Béziera stopnia d° = 3


    • Dla u < 0,5 wpływ punktu kontrolnego P&nnbsp;1 na położenie punktu Q(u) jest większy niż wpływ punktu kontrolnego P&nnbsp;2.


    • Dla u = 0,5 wpływ punktu kontrolnego P&nnbsp;1 na położenie punktu Q(u) jest taki sam jak wpływ punktu kontrolnego P&nnbsp;2.


    • Dla u > 0,5 wpływ punktu kontrolnego P&nnbsp;1 na położenie punktu Q(u) jest mniejszy niż wpływ punktu kontrolnego P&nnbsp;2.


    • Dla dowolnego u jest określona siła „przyciągania” krzywej przez każdy punkt kontrolny (inaczej waga punktu wyrażona wartością wielomianu Bernsteina) — patrz rysunek 1.30. Wielomiany Bernsteina są różne dla różnych wartości N. Funkcje definiujące wagi są obliczane automatycznie przez algorytm definiujący krzywą Béziera i nie mogą być modyfikowane.
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    Rysunek 1.30. Wykresy wielomianów Bernsteina dla krzywej stopnia d° = 3


    4. Punkty P&nnbsp;0 i P&nnbsp;1 określają kierunek styczności do tej krzywej w jej punkcie początkowym, a punkty P&nnbsp;2 i P&nnbsp;3 w punkcie końcowym.


    5. Przesunięcie jednego z punktów kontrolnych wpływa na kształt całej krzywej, bo wartości wielomianów Bernsteina są dodatnie dla każdego punktu krzywej opisanego wartością parametru 0 < u < 1. Choć trzeba przyznać, że każdy z punktów kontrolnych „przyciąga” krzywą najbardziej w tej części, która jest najbliżej tego punktu.


    6. Możliwa jest modyfikacja położenia każdego z punktów kontrolnych, chociaż dla P&nnbsp;0 i P&nnbsp;3 zazwyczaj nie ma takiej potrzeby, bo początek i koniec krzywej wynika z wymagań konstrukcyjnych.


    O ile wpływ wielomianów Bernsteina na kształt krzywej Béziera wydaje się oczywisty, to wyjaśnienia wymaga jeszcze wpływ położenia punktów kontrolnych na kształt krzywej. Rozważmy ponownie przykład krzywej stopnia 3. Jeśli są zadane współrzędne punktów kontrolnych, to bardzo łatwo można zdefiniować wektory położenia tych punktów względem środka układu współrzędnych. Zwrot takiego wektora jest od punktu O do punktu kontrolnego, a jego wartość jest równa odległości punktu kontrolnego od środka układu współrzędnych. Jeśli dla zadanej wartości parametru u (tu u = 0,5) obliczymy na podstawie wielomianów Bernsteina wartości wag dla każdego punktu kontrolnego (Waga_B0, Waga_B1, Waga_B2 i Waga_B3), to wektor Q definiujący położenie punktu Q(u = 0,5) krzywej Béziera można opisać równaniem wektorowym przedstawionym na rysunku konstrukcyjnym tego punktu (rysunek 1.31).


    [image: ]


    Rysunek 1.31. Konstrukcja wektorowa dowolnego punktu krzywej Béziera


    Warto zwrócić uwagę na to, że parametryczny środek krzywej Béziera, czyli punkt Q(u = 0,5), nie pokrywa się z geometrycznym środkiem krzywej. A to oznacza, że zmienność parametru u wzdłuż krzywej Béziera nie jest liniowo zależna od liczonej po łuku odległości punktu na krzywej od jej początku. Widać to wyraźnie na rysunku 1.32, na którym pokazano 4 punkty wyznaczone dla stałych przyrostów parametru u (tu Δu = 0,2), a mimo to odległości pomiędzy nimi (L1-2 = 32,733mm, L2-3 = 29,907mm i L3-4 = 31,129mm) nie są równe.
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    Rysunek 1.32. Parametryzacja krzywej Béziera


    Krzywą Béziera można także wykreślić, stosując algorytm opracowany przez de Casteljau. Rozważmy jeszcze raz przykład krzywej stopnia d° = 3 i spróbujmy wykreślić taką krzywą, która ma 4 punkty kontrolne (metoda de Casteljau jest ważna dla dowolnej liczby punktów kontrolnych). Dla zadanej wartości parametru u:


    • Znajdujemy punkty A, B i C położone odpowiednio na odcinkach P&nnbsp;0P&nnbsp;1, P&nnbsp;1P&nnbsp;2 i P&nnbsp;2P&nnbsp;3. Odległości tych punktów od początków segmentów liniowych P&nnbsp;0P&nnbsp;1, P&nnbsp;1P&nnbsp;2 i P&nnbsp;2P&nnbsp;3 są proporcjonalne do wartości parametru u, na przykład u = 0,5 (rysunek 1.33).
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    Rysunek 1.33. Metoda konstrukcyjna punktu Q(u = 0,5) krzywej Béziera dla zadanych punktów kontrolnych


    • Punkty A, B i C łączymy odcinkami linii prostych i powtarzamy procedurę jak wyżej dla odcinków AB i BC. W rezultacie otrzymujemy punkty D i E, których odległości od początków segmentów liniowych AB i BC są proporcjonalne do wartości parametru u.


    • Na odcinku DE wyznaczamy punkt Q(u), którego odległość od punktu D jest proporcjonalna do wartości parametru u.


    • W przypadku konstrukcji krzywej wyższych stopni opisana wyżej procedura powinna być powtarzana tyle razy, ile potrzeba do zdefiniowania punktu Q(u).


    • Oczywiście całą procedurę należy powtórzyć dla kilku (kilkunastu) wartości parametru u, bo dopiero wtedy zbiór punktów Q(u) umożliwi wykreślenie krzywej z zadaną dokładnością (rysunek 1.34).
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    Rysunek 1.34. Metoda wykreślna (de Casteljau) konstrukcji krzywej Béziera


    Chociaż maksymalna liczba punktów kontrolnych teoretycznej krzywej Béziera nie jest ograniczona, to praktyczne zastosowanie znajdują krzywe, które są opisane przez 4 do 8 punktów kontrolnych — zazwyczaj nie więcej niż 16 (rysunek 1.35). Dlaczego? Liczba punktów kontrolnych decyduje o stopniu krzywej, a ten z kolei określa stopień wielomianów Bernsteina zastosowanych w definicji krzywej. Na przykład dla 16 punktów kontrolnych stopień krzywej, a także stopień wielomianów Bernsteina jest równy 15. Nie trzeba chyba dodawać, że łatwiej i szybciej wykonuje się obliczenia dla wielomianów niższych stopni i dlatego krzywe Béziera stopnia d° > 7 nie znajdują praktycznego zastosowania.
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    Rysunek 1.35. Przykłady konstrukcji krzywych Béziera różnych stopni


    Krzywe Béziera mają wiele właściwości bardzo przydatnych w zastosowaniach CAD. Na przykład taka krzywa może być podzielona na dwie części, a każda z nich też będzie krzywą Béziera. Procedura podziału krzywej nosi w literaturze nazwę Bézier Curve Subdivision, a jej istota została pokazana na rysunku 1.36. Krzywa C jest opisana przez wielobok P&nnbsp;0-P&nnbsp;1-P&nnbsp;2-P&nnbsp;3. Kolejne punkty są wyznaczane w środkach odpowiednich odcinków wieloboku, na przykład punkt P&nnbsp;01 jest środkiem odcinka P&nnbsp;0-P&nnbsp;1, a punkt P&nnbsp;02 jest środkiem odcinka P&nnbsp;01-P&nnbsp;11. W rezultacie zastosowania procedury podziału krzywej Béziera otrzymujemy dwa wieloboki kontrolne (P&nnbsp;0-P&nnbsp;01-P&nnbsp;02-P&nnbsp;03 oraz P&nnbsp;03-P&nnbsp;12-P&nnbsp;21-P&nnbsp;30), które definiują dwie nowe krzywe Béziera: C&nnbsp;1 i C&nnbsp;2.
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    Rysunek 1.36. Metoda podziału krzywej Béziera


    Kolejna bardzo użyteczna cecha to zwiększenie stopnia krzywej Béziera. Do wieloboku kontrolnego krzywej zawsze można dodać nowy punkt, czyli każdą krzywą stopnia d° = N można zamienić na krzywą stopnia d° = N+1 bez zmiany kształtu krzywej (rysunek 1.37). Oczywiście wraz ze wzrostem liczby punktów kontrolnych rośnie możliwość zdefiniowania bardziej skomplikowanej krzywej, a modyfikacje jej kształtu stają się coraz bardziej lokalne. Nie zawsze jest możliwe działanie odwrotne, bo zmniejszenie stopnia krzywej skutkuje zazwyczaj wygenerowaniem krzywej, która różni się od krzywej pierwotnej. I nie ma w tym nic złego, pod warunkiem, że różnice mieszczą się w zakresie akceptowalnym przez konstruktora i zachowane są warunki brzegowe, czyli rodzaj ciągłości modyfikowanej krzywej z innymi krzywymi w modelu CAD.
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    Rysunek 1.37. Zmiana liczby punktów kontrolnych krzywej Béziera


    Parametryczna definicja krzywej (Polynomial curve), omówiona tu na przykładzie krzywej Béziera, jest najlepszym z możliwych modeli matematycznych stosowanych w systemach CAD. Najlepsza nie tylko dlatego, że funkcje wielomianowe wykorzystane w tym modelu dają się łatwo zastosować w algorytmach komputerowych, ale także dlatego, że krzywe parametryczne można łatwo modyfikować, gdyż położenie każdego punktu krzywej jest opisane współrzędną liczoną po łuku tej krzywej od innego punktu tej krzywej, na przykład punktu początkowego. Ta cecha nabiera szczególnego znaczenia wtedy, gdy trzeba znaleźć punkt przecięcia krzywych, albo wtedy, gdy krzywa teoretyczna musi być przycięta do lub od jakiegoś punktu na krzywej.


    Model matematyczny krzywej Béziera, jakkolwiek łatwy do zastosowania w systemach CAD, to jednak ma swoje wady. W przypadku skomplikowanych krzywych konstrukcyjnych zwiększanie liczby punktów kontrolnych krzywej, czyli także stopnia wielomianu, który jest modelem matematycznym krzywej, implikuje dłuższy czas obliczeń oraz, co wydaje się ważniejsze, utrudnia kontrolę kształtu krzywej, bo nawet niewielkie zmiany współczynników mogą wpływać na jej globalny kształt. Wraz ze wzrostem stopnia wielomianu rośnie liczba jego lokalnych minimów i maksimów — także tych „niechcianych”, bo wysoki stopień wielomianów może być powodem oscylacji krzywej. Na przykład parabola (krzywa stopnia d° = 2) ma tylko jedno minimum, a krzywa stopnia d° = 3 może ich mieć aż dwa. Reasumując, można powiedzieć, że praktyczne zastosowanie krzywych Béziera jest ograniczone, gdyż:


    1. Jeśli zadaniem konstruktora jest zdefiniowanie krzywej gładkiej z gwałtownymi i lokalnymi zmianami krzywizny (rysunek 1.38), to aby spełnić wymagania konstrukcyjne, konieczne jest zastosowanie równań wysokiego stopnia — jednorodny rozkład punktów kontrolnych krzywej zagęszcza się w obszarach o dużych zmianach krzywizny.
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    Rysunek 1.38. Przykład krzywej z gwałtowną i lokalną zmianą krzywizny


    2. Definicja krzywej, która ma więcej niż 2 punkty przegięcia, wymaga zastosowania 6 lub więcej punktów kontrolnych, czyli wielomianów Bernsteina co najmniej stopnia d° = 5. Niestety, dla krzywych wysokiego stopnia rośnie nie tylko stopień wielomianów definiujących, ale także prawdopodobieństwo lokalnych i niezamierzonych oscylacji krzywej, zwłaszcza wtedy, kiedy kształt wcześniej zdefiniowanej i poprawnej krzywej musi być nawet nieznacznie zmodyfikowany.


    3. Modyfikacje krzywej Béziera mają charakter globalny — przesunięcie jednego punktu kontrolnego wpływa na kształt całej krzywej.


    4. Nie ma takiej krzywej Béziera, która byłaby precyzyjnym modelem łuku okręgu (rysunek 1.39). Jeśli zbudujemy krzywą Béziera stopnia d° = 5 i ustalimy dla tej krzywej ciągłość typu G0 (punkty skrajne krzywej są zgodne z punktami skrajnymi łuku okręgu), ciągłość typu G1 (kierunki styczne w punktach skrajnych łuku okręgu i krzywej Béziera są zgodne) i ciągłość typu G2 (promień krzywizny w punktach skrajnych krzywej jest równy promieniowi łuku okręgu), to maksymalna odległość (błąd odwzorowania) krzywej Béziera od łuku okręgu jest równa 0,492mm dla promienia R = 20mm, czyli 2,46% wartości R. Wyższy stopień krzywej Béziera wpływa na zmniejszenie tego błędu, ale z powodów opisanych wyżej nieracjonalne jest zwiększanie tego stopnia powyżej d° = 7. Gdyby można było modyfikować wartości wag punktów kontrolnych, czyli wielomianów Bernsteina krzywej Béziera, to problemu by nie było, ale te są, jakie są, i nie mogą być modyfikowane w tym modelu matematycznym.


    5. Jak zdefiniować zamkniętą krzywą Béziera z ciągłością G2 (rysunek 1.40)? Może lepszym rozwiązaniem byłaby konstrukcja krzywej zamkniętej złożonej z dwóch lub więcej krzywych połączonych ze sobą z zachowaniem ciągłości G2?


    Czy krzywa Béziera może być zastosowana w definiowaniu skomplikowanych krzywych? Czy 16 punktów kontrolnych zawsze wystarczy do spełnienia wszystkich wymagań konstrukcyjnych? Z pewnością nie. Dlatego w systemach wspomagających modelowanie powierzchniowe, aby zrekompensować ograniczenia krzywej Béziera oraz uniknąć bardzo skomplikowanych równań opisujących kształt krzywych złożonych, stosuje się pewien wybieg. Jedną skomplikowaną krzywą można przecież „posklejać” z kawałków...
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    Rysunek 1.39. Porównanie łuku okręgu z przybliżającą ten łuk krzywą Béziera
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    Rysunek 1.40. Analiza rodzaju ciągłości zamkniętej krzywej Béziera
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            1. Kształt krzywej Béziera jest przybliżeniem rozkładu jej punktów kontrolnych:


            a. Pierwszy (P&nnbsp;0) i ostatni (P &nnbsp;N) punkt kontrolny krzywej Béziera leży na tej krzywej. Pozostałe punkty (P&nnbsp;1, P&nnbsp;2... P &nnbsp;N-1) kontrolne są aproksymowane.


            b. Każdy punkt krzywej Béziera jest liniową kombinacją położenia wszystkich punktów kontrolnych i ich funkcji wagowych.


            2. Funkcje wagowe są wielomianami Bernsteina:


            a. Suma wartości funkcji wagowych wszystkich punktów kontrolnych jest dla zadanej wartości parametru u krzywej równa 1.


            b. Wartości funkcji wagowych są nieujemne.


            3. Dwa pierwsze punkty kontrolne wyznaczają wektor styczności krzywej w punkcie początkowym, a dwa ostatnie w punkcie końcowym.


            4. Modyfikacja położenia jednego punktu kontrolnego wpływa na kształt całej krzywej.


            5. Krzywa Béziera nie może być modelem łuku okręgu.

          
        

      
    


    Krzywe typu Spline


    Rozwiązanie opisanych wcześniej problemów wydaje się oczywiste: rzeczywistą krzywą konstrukcyjną można podzielić na kilka (kilkanaście) segmentów, z których każdy jest krzywą Béziera. Nie można oczywiście zapomnieć o zachowaniu ciągłości pomiędzy takimi krzywymi cząstkowymi. I tu pojawia się kolejne pytanie: Jaki jest najniższy stopień krzywej Béziera, która zapewni spełnienie opisanych wcześniej wymagań konstrukcyjnych (czyli ciągłość krzywizny)?


    Krzywe stopnia d° = 1 mogą być zastosowane tylko jako modele linii prostej, a to zbyt mało, aby zdefiniować model dowolnej krzywej. Krzywe stopnia d° = 2, czyli parabole, hiperbole lub elipsy, także nie są odpowiednie, bo nie mogą być modelem krzywej z punktem przegięcia (rysunek 1.41), czyli w sytuacji, gdy krzywizna zmienia znak. Można sobie wyobrazić połączenie paraboli i elipsy w jedną krzywą, ale wtedy w punkcie wspólnym krzywizna krzywej wynikowej zmieniałaby się skokowo. A to oznacza, że maksymalna ciągłość takiej krzywej to G1, podczas gdy w większości nowoczesnych systemów wspomagających modelowanie powierzchniowe wymagana jest ciągłość przynajmniej G2.
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    Rysunek 1.41. Analiza przypadku połączenia paraboli i elipsy w jedną krzywą


    Więc może krzywa stopnia d° = 3? Tak, dwie krzywe Béziera stopnia d° = 3 można ze sobą połączyć, zachowując ciągłość typu G2 w ich punkcie wspólnym. Trzeba jednak zauważyć, że spełnienie kryterium ciągłości dwóch krzywych oznacza jednocześnie ograniczenie lub nawet zablokowanie możliwości modyfikacji niektórych punktów kontrolnych tych krzywych (rysunek 1.42). Rozważmy przypadek konstrukcji krzywej Béziera (C&nnbsp;1), która będzie ciągła według kryterium G2 do innej krzywej (C&nnbsp;2):


    Rysunek 1.42. Konstrukcja geometryczna krzywej Béziera (stopnia d° = 3) z zachowaniem warunku ciągłości G2 do innej krzywej Béziera


    • Krzywa C&nnbsp;2 jest opisana przez wielobok P&nnbsp;20-P&nnbsp;21-P&nnbsp;22-P&nnbsp;23.


    • Jeśli dwie krzywe mają być geometrycznie ciągłe (ciągłość typu G0), to ich punkty skrajne muszą być identyczne — punkt P&nnbsp;13 ma ustalone położenie (P&nnbsp;13 = P&nnbsp;20).
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    • Punkt P&nnbsp;12 wieloboku kontrolnego krzywej C&nnbsp;1 (najbliższy punktowi wspólnemu) musi leżeć na linii wyznaczonej przez punkty P&nnbsp;20 i P&nnbsp;21, bo linia P&nnbsp;20-P&nnbsp;21 określa kierunek styczności do krzywej C&nnbsp;1 w jej punkcie końcowym P&nnbsp;13, czyli definiuje jej ciągłość typu G1 z krzywą C&nnbsp;2. Ponadto długości odcinków P&nnbsp;20P&nnbsp;21 i P&nnbsp;13P&nnbsp;12 muszą być równe.


    • Nie jest możliwa żadna bezpośrednia modyfikacja położenia punktu P&nnbsp;12 — tylko zmiana współrzędnych punktów P&nnbsp;20, P&nnbsp;21 lub P&nnbsp;22 może pośrednio zmienić współrzędne punktu P&nnbsp;12.


    • Konstrukcja kolejnego punktu kontrolnego krzywej C&nnbsp;1 wymaga znalezienia punktu pomocniczego R. Punkt ten znajduje się na linii wyznaczonej przez punkty P&nnbsp;21 i P&nnbsp;22, a długości odcinków P&nnbsp;21P&nnbsp;22 i P&nnbsp;21R są równe. Jeśli przez punkty R i P&nnbsp;12 poprowadzimy prostą, to punkt P&nnbsp;11 znajdziemy na tej prostej w odległości równej długości odcinka R P &nnbsp;12 od punktu P&nnbsp;12. Taka konstrukcja zapewnia ciągłość typu G2 krzywych C1 i C2. Z analizy trójkątów P&nnbsp;11-P&nnbsp;22-R i P&nnbsp;12-P&nnbsp;21-R wynika, że są one podobne, a to oznacza, że punkt P&nnbsp;11 zawsze znajduje się na prostej równoległej do kierunku wyznaczonego przez punkty P&nnbsp;20 i P&nnbsp;21. Ponadto ta prosta zawsze przechodzi przez punkt P&nnbsp;22. Stąd można wnioskować, że:


    • Utrzymanie ciągłości typu G2 pomiędzy krzywymi C&nnbsp;1 i C&nnbsp;2 oznacza, że każda modyfikacja punktów kontrolnych P&nnbsp;20, P&nnbsp;21 lub P&nnbsp;22 krzywej C&nnbsp;2 musi wpływać na położenie punktów P&nnbsp;13, P&nnbsp;12 lub P&nnbsp;11 krzywej C&nnbsp;1 (rysunek 1.43).
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    Rysunek 1.43. Analiza rodzaju ciągłości krzywej Spline po modyfikacji jej wieloboku kontrolnego


    • Punkt P&nnbsp;10 może być dowolnie modyfikowany, chociaż zazwyczaj początek krzywej jest zdefiniowany przez warunki konstrukcyjne.


    Krzywe C&nnbsp;1 i C&nnbsp;2 mogą być sklejone w jedną krzywą, która jest ciągła według kryterium G2. Takie sklejane krzywe konstrukcyjne zbudowane z kilku innych krzywych (na przykład krzywych Béziera) nazywane są w teorii systemów CAD krzywymi typu Spline lub po prostu krzywymi sklejanymi. Zanim przejdę do omówienia modelu matematycznego takiej krzywej, proponuję zastanowić się jeszcze nad kolejnym przykładem krzywej sklejanej złożonej z dwóch krzywych Béziera stopnia d° = 3, który ma pomóc w udzieleniu odpowiedzi na pytanie: Jeśli można połączyć dwie krzywe Béziera, zachowując ciągłość typu G2 w ich punkcie wspólnym, to czy można skonstruować jedną krzywą, która zastąpi dwie krzywe Béziera? Rozważmy dwie krzywe cząstkowe (rysunek 1.44), których kształt jest określony przez dwa wieloboki kontrolne: P&nnbsp;10-P&nnbsp;11-P&nnbsp;12-P&nnbsp;13 i P&nnbsp;20-P&nnbsp;21-P&nnbsp;22-P&nnbsp;23:
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    Rysunek 1.44. Konstrukcja krzywej sklejanej złożonej z dwóch krzywych Béziera


    • Jeśli te krzywe cząstkowe mają być ciągłe według kryterium G0, to punkt końcowy pierwszej z nich (P&nnbsp;13) jest zgodny z punktem początkowym drugiej (P&nnbsp;20) — można powiedzieć, że wieloboki kontrolne tych krzywych „trzymają się za ręce”. Krzywa wynikowa może być opisana przez 7 punktów kontrolnych.


    • Jeśli te krzywe cząstkowe mają być ciągłe według kryterium G1, to oczywiście mają punkt wspólny (P&nnbsp;20 = P&nnbsp;13) oraz zgodne kierunki styczności w tym punkcie (segmenty P&nnbsp;13-P&nnbsp;12 i P&nnbsp;20-P&nnbsp;21 leżą na tej samej linii prostej) — można powiedzieć, że wieloboki kontrolne tych krzywych „trzymają się za łokcie”. Krzywa wynikowa może być opisana przez 6 punktów kontrolnych (punkt P&nnbsp;20 = P&nnbsp;13 można pominąć), a segment P&nnbsp;2-P &nnbsp;3 wieloboku kontrolnego krzywej wynikowej jest wspólny dla obu krzywych cząstkowych.


    • Jeśli te krzywe cząstkowe mają być ciągłe według kryterium G2, to oczywiście mają punkt wspólny, zgodne kierunki styczności w tym punkcie, a położenie punktów P&nnbsp;11 i P&nnbsp;22 jest powiązane z położeniem odpowiednio punktów P&nnbsp;12 i P&nnbsp;21 w celu zapewnienia ciągłości zmian krzywizny krzywej wynikowej — można powiedzieć, że wieloboki kontrolne tych krzywych „trzymają się za ramiona, a łokcie są w tym samym punkcie”. Krzywa wynikowa może być opisana przez 5 punktów kontrolnych (punkt P&nnbsp;2 powstaje na przecięciu kierunków P&nnbsp;11-P&nnbsp;12 i P&nnbsp;21-P&nnbsp;22), a segmenty P&nnbsp;1-P&nnbsp;2 i P&nnbsp;2-P&nnbsp;3 wieloboku kontrolnego krzywej wynikowej są wspólne dla obu krzywych cząstkowych.
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            Dwie ciągłe krzywe Béziera stopnia d° = 3 mogą być zastąpione jedną krzywą sklejaną, która może mieć ciągłość G0, G1 lub G2.

          
        

      
    


    Byłoby idealnie, gdyby możliwa była lokalna modyfikacja tylko jednej z krzywych cząstkowych krzywej sklejanej. Aby zapewnić jednocześnie ciągłość typu G2 i jak najbardziej lokalne możliwości modyfikacji, niektóre systemy CAD (na przykład CATIA V5) oferują algorytmy definiowania krzywych sklejanych zbudowanych z krzywych Béziera stopnia wyższego niż d° = 3. Załóżmy (rysunek 1.45), że jedna z krzywych składowych (środkowa) ma ciągłość typu G2 w punkcie początkowym (P&nnbsp;0). Wtedy w jej punkcie końcowym (P&nnbsp;3) możliwe jest jedynie ustalenie ciągłości typu G0. Dopiero zwiększenie stopnia tej krzywej do d° = 5, czyli zwiększenie liczby punktów kontrolnych do 6, umożliwia zdefiniowanie ciągłości G2 na obu jej końcach — odpowiednie położenie punktów P&nnbsp;0, P&nnbsp;1 i P&nnbsp;2 wieloboku kontrolnego zapewnia zachowanie ciągłości G2 w punkcie początkowym tej krzywej i analogicznie położenie punktów P&nnbsp;3, P&nnbsp;4 i P&nnbsp;5 zapewnia ciągłość G2 w jej punkcie końcowym. Dlatego w przypadku ogólnym krzywa sklejana musi być zbudowana z krzywych Béziera stopnia d° ≥ 5, aby zagwarantować jej ciągłość krzywizny. Przypomnę jednak, że zazwyczaj wystarczy d° = 3, zwłaszcza wtedy, gdy modyfikacje krzywej sklejanej nie muszą być ograniczone do jednej krzywej cząstkowej, lub wtedy, gdy krzywa sklejana może mieć ciągłość G1. Trzeba też pamiętać, że im wyższy jest stopień krzywych cząstkowych, tym dłuższy jest czas obliczeń, a model geometryczny zajmuje więcej miejsca na dysku.
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    Rysunek 1.45. Przykład krzywej sklejanej zbudowanej z 3 krzywych Béziera
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            Zakres możliwych modyfikacji krzywej sklejanej zależy od rodzaju ciągłości krzywej sklejanej i stopnia krzywych cząstkowych.

          
        

      
    


    Zastanówmy się jeszcze chwilę nad kolejnym przykładem krzywej sklejanej, tym razem zbudowanej z 3 krzywych Béziera stopnia d° = 3 i ciągłości G2. Zachowanie ciągłości G2 oznacza, że wieloboki kontrolne krzywych cząstkowych „trzymają się za ramiona, a łokcie są w tym samym punkcie” (patrz opis rysunku 1.44). Gdybyśmy chcieli zmodyfikować położenie jednego z punktów kontrolnych drugiej z tych krzywych, opisanej wielobokiem P&nnbsp;1-P&nnbsp;2-P&nnbsp;3-P&nnbsp;4, to taka zmiana wpływa nie tylko na kształt tej krzywej cząstkowej, ale także na kształt pierwszej, trzeciej lub obu tych krzywych jednocześnie zależnie od tego, który punkt kontrolny jest modyfikowany. Na przykład jeśli zmienimy położenie punktu P&nnbsp;2 lub P&nnbsp;3, które kontrolują kształt wszystkich trzech segmentów krzywej sklejanej pokazanej na rysunku 1.46, to zmieni się kształt wszystkich trzech krzywych cząstkowych. Inaczej mówiąc, lokalny charakter modyfikacji takiej krzywej nie zawsze oznacza zmianę kształtu jednej krzywej cząstkowej, bo aby zachować ciągłość krzywej sklejanej, konieczna jest modyfikacja kształtu przynajmniej jednej krzywej sąsiedniej. Trzeba jednak przyznać, że dla krzywej sklejanej, zbudowanej z 10 krzywych cząstkowych, nie będą to zmiany globalne — i o to chodzi. Poszukujemy przecież takiej krzywej, która będzie ciągła, gładka i lokalnie modyfikowalna. O ile pojęcia krzywej gładkiej i ciągłej nie wymagają komentarza, to trzeba jeszcze wyjaśnić znaczenie określenia lokalnie modyfikowalna.
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    Rysunek 1.46. Przykład krzywej sklejanej zbudowanej z 3 krzywych Béziera stopnia d° = 3


    Trudno w tym miejscu nie zauważyć podobieństwa takiej krzywej sklejanej do krzywych typu Natural Spline. Punkty wspólne krzywych cząstkowych, czyli węzły krzywej sklejanej, mogą odpowiadać położeniom kolejnych „kaczek” (patrz rysunek 1.21), a kształt krzywej sklejanej jest dokładnie taki, jaki mogłaby mieć wygięta listwa drewniana podtrzymywana przez „kaczki”.


    Wydaje się, że krzywe sklejane mogą być modyfikowane lokalnie, ale to tylko iluzja. Wrażenie lokalnych modyfikacji wynika przecież z opisanej w tym punkcie „konstrukcyjnej” definicji krzywej, a nie z jej modelu matematycznego — tego modelu jeszcze nie znamy. Krzywa sklejana jest zdefiniowana z krzywych elementarnych, a jej modyfikacje mogą być wykonane tylko przez odpowiednie zmiany jednej z krzywych składowych. Czyli tak naprawdę są to modyfikacje elementarnych krzywych Béziera, a nie krzywej sklejanej jako całości. Trzeba też zauważyć, że, jak wykazałem powyżej, nie wszystkie punkty kontrolne krzywych składowych można modyfikować bez naruszenia rodzaju ciągłości pomiędzy krzywymi cząstkowymi.


    Krzywe pokazane na rysunkach 1.44,1.45 i 1.46 są w pewnym sensie tylko wariacjami na temat krzywych sklejanych, które mają inspirować kreatywne myślenie o definiowaniu krzywych konstrukcyjnych.
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            1. Kształt krzywej sklejanej, podobnie jak dla krzywej Béziera, jest przybliżeniem rozkładu punktów kontrolnych krzywych składowych.


            2. Krzywa typu Spline może być sklejona z krzywych Béziera niskiego stopnia, a mimo to precyzyjnie opisywać nawet bardzo skomplikowany kształt.


            3. Spline, podobnie jak krzywa Béziera, może (ale nie musi!) mieć ciągłość typu G2.


            4. Aby zachować zadaną ciągłość krzywej sklejanej niektóre punkty kontrolne krzywych cząstkowych nie mogą być swobodnie modyfikowane. W związku z tym pojawia się pytanie: Po co konstruktorowi takie punkty kontrolne, których nie można modyfikować?


            5. Liczba punktów wieloboku kontrolnego krzywej sklejanej mogłaby być mniejsza od sumy liczb punktów kontrolnych jej krzywych cząstkowych pod warunkiem, że zdefiniowany zostanie model matematyczny takiej krzywej.

          
        

      
    


    Krzywe B-Spline


    Modelami matematycznymi krzywych zajmowano się od wieków, ale były to głównie prace teoretyczne bez przełożenia na praktyczne wykorzystanie takich krzywych w technice. Pierwsze próby zastąpienia krzywych typu Natural Spline przez modele matematyczne możliwe do zastosowania w komputerach podjęto w połowie XX wieku. Już wtedy było oczywiste, że próby zdefiniowania jednego równania krzywej przechodzącej przez zadany zbiór punktów są nieracjonalne. Dlatego w roku 1946 Isaac Jacob Schoenberg (Contributions to the problem of approximation of equidistant data by analytic functions) zaproponował podział jednej krzywej na mniejsze „kawałki” oraz opartą na wielomianach metodę zapewniającą zachowanie ciągłości pomiędzy nimi i nazwał takie krzywe B-Spline. Niestety, w tym czasie ani możliwość zastosowania takiego modelu w technice komputerowej, ani geometryczna elastyczność nie mogły być docenione. A może należałoby powiedzieć, że nikt nie zastosował krzywych B-Spline, bo nikt nie wiedział, jak zinterpretować geometrycznie taki model matematyczny i w konsekwencji nikt nie zaproponował efektywnego algorytmu obliczeniowego. Przełom nastąpił na początku lat 70. ubiegłego wieku, kiedy Maurice Cox (The Numerical Evaluation of B-Splines, 1971) i Carl de Boor (On calculating with B-Splines, 1972), pracując niezależnie od siebie nad interpretacją geometryczną prac Schoenberga, zaproponowali prostą i stabilną formułę rekurencyjną, która umożliwia obliczenia konieczne do wizualizacji krzywej B-Spline. W tym miejscu powinien być zdefiniowany i wyjaśniony model matematyczny takiej krzywej. Jednak, moim zdaniem, lepiej rozpocząć od wyjaśnienia podstawowych pojęć i opisu właściwości, a dopiero potem zaprezentować definicję matematyczną krzywej B-Spline. Zwłaszcza że to nie sam model, ale właściwości decydują o praktycznym zastosowaniu krzywej w projektowaniu. Przypomnijmy, że model matematyczny krzywej typu Spline powinien spełniać określone wymagania:


    • Niski stopień krzywych cząstkowych — łatwość i szybkość obliczeń.


    • Lokalne modyfikacje krzywej — każdy z punktów kontrolnych krzywej sklejanej powinien mieć wpływ na ograniczoną część krzywej, a nie na całą krzywą.


    • Ciągłość typu G2.


    Krzywa typu B-Spline, podobnie jak opisana wcześniej krzywa Béziera, jest opisana za pomocą uporządkowanego zbioru punktów kontrolnych (P&nnbsp;0, P&nnbsp;1... P&nnbsp;n), zestawu funkcji wagowych tych punktów oraz dodatkowo zbioru punktów węzłowych (W&nnbsp;0, W&nnbsp;1... W&nnbsp;i, W&nnbsp;i+1... W&nnbsp;k) — patrz rysunek 1.47. W przestrzeni parametrycznej kolejne węzły krzywej B-Spline są opisane przez niemalejący ciąg wartości: u&nnbsp;0, u&nnbsp;1... u&nnbsp;i, u&nnbsp;i+1... u&nnbsp;k. Zazwyczaj punkty węzłowe nie są widoczne, bo większość algorytmów stosowanych w systemach CAD nie pozwala na bezpośrednią modyfikację tych punktów. Ale nawet jeśli są one niewidoczne, to węzły mają ogromny wpływ na kształt takiej krzywej (szczegóły poniżej). Do budowy krzywej sklejanej typu B-Spline nie można zastosować krzywych stopnia niższego niż d° = 3, bo są one za mało elastyczne (liczba punktów kontrolnych mniejsza od 4) i nie gwarantują zachowania ciągłości typu G2 krzywej wynikowej. Możliwe jest zdefiniowanie krzywych typu B-Spline stopnia d° > 3, ale najczęściej wystarczy d° = 3 — mówimy wtedy w skrócie o krzywej B-Spline stopnia d° = 3. Litera B w nazwie typu krzywej pochodzi od funkcji wagowych (Basis functions). W tym sensie model matematyczny krzywej B-Spline jest bardzo podobny do modelu krzywej Béziera, ale funkcje wagowe mają inne równania.
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    Rysunek 1.47. Przykład krzywej sklejanej typu B-Spline


    W tym miejscu trzeba jeszcze określić to, w jaki sposób jest zdefiniowana parametryzacja krzywej B-Spline (rysunek 1.48). Otóż, podobnie jak dla krzywej Béziera, parametr krzywej B-Spline może się zmieniać w zakresie [0,1]. Tak naprawdę bezwzględny zakres zmienności parametru u krzywej nie ma żadnego znaczenia, bo zawsze można wykonać przekształcenie parametru u na parametr t. Jeśli na przykład parametr u є [a,b], to można zdefiniować taki parametr t є [0,1], którego wartości są liniowo powiązane z wartościami parametru u, bo t = (u–a)/(b–a). Istotne znaczenie ma natomiast parametryczne położenie węzłów krzywej B-Spline, czyli punktów wspólnych kolejnych krzywych cząstkowych. Jeśli położenie tych punktów jest opisane równomiernymi (Uniform) przyrostami parametru u, to taką krzywą nazywamy UPBS (Uniform Polynomial B-Spline). Inaczej mówiąc, każda cząstkowa krzywa Béziera krzywej typu UPBS ma taką samą długość mierzoną przyrostem parametru u. Zakres zmian tego parametru oraz jego wartości w węzłach mogą być dowolne, bo istotna jest tu równomierność przyrostów pomiędzy kolejnymi węzłami krzywej sklejanej. Na przykład dla krzywej sklejonej z 4 segmentów każdy z następujących rozkładów jest równomierny: [–2,–1,0,1,2], [0,0.25,0.5,0.75,1], [1,5,9,13,17]. Słowo Polynomial (wymierny) w nazwie Uniform Polynomial B-Spline odnosi się do standardowych wartości funkcji wagowych, które dla krzywej B-Spline (podobnie jak dla krzywej Béziera) są opisane za pomocą funkcji wymiernych (wielomianów).
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    Rysunek 1.48. Przykład funkcji wagowej jednego z punktów kontrolnych krzywej typu B-Spline


    Każdy punkt kontrolny (tak dla krzywych Béziera, jak i B-Spline) ma zdefiniowaną „siłę przyciągania” tej krzywej. W przypadku krzywej Béziera dla każdej wartości parametru u ta „siła” jest ustalona dla każdego z punktów kontrolnych P&nnbsp;i i jest ona większa od 0 dla każdego punktu krzywej pomiędzy jej początkiem a końcem. Dlatego modyfikacja jednego punktu kontrolnego krzywej Béziera wpływa na kształt całej krzywej. W przypadku krzywej B-Spline dla zadanej wartości parametru u siła przyciągania punktu krzywej B(u) jest większa od 0 tylko dla „niektórych” punktów kontrolnych P&nnbsp;i. Każdy punkt kontrolny krzywej B-Spline wpływa na jej kształt „w obszarze najbliższym” punktowi Q(u) i nie wpływa w ogóle lub „w stopniu bardzo małym” na tą część krzywej, która jest „daleko” od niego. Dlatego modyfikacje punktów kontrolnych krzywej typu B-Spline mają charakter lokalny. Rozważając problem zupełnie teoretycznie, można dojść do wniosku, że najlepszym rozwiązaniem byłoby zastosowanie krzywej Gaussa jako funkcji wagowej punktu kontrolnego P&nnbsp;i, czyli wykres takiej funkcji w całym przedziale zmienności parametru u mógłby być taki jak pokazany na rysunku 1.48. Czy jednak można poprzestać na określeniach typu „niektóre”, „w obszarze najbliższym” lub „daleko”? Myślę, że są one mało precyzyjne i wymagają bardziej szczegółowego wyjaśnienia.


    Ale jak zdefiniować szerokość zakresu, dla którego funkcja wagowa punktu P&nnbsp;i, jest dodatnia, czyli jak określić współrzędne a i b na rysunku 1.48? Aby znaleźć odpowiedź na to pytanie, rozważmy krzywą sklejoną z 5 krzywych cząstkowych (rysunek 1.49 i 1.50). Skoro krzywa typu B-Spline jest zbudowana z krzywych stopnia d° = 3 połączonych ze sobą z ciągłością G2, to każda z krzywych cząstkowych jest opisana 4 punktami kontrolnymi, a ich wieloboki „trzymają się za ramiona, a łokcie są w tym samym punkcie” — patrz wyjaśnienia do rysunku 1.44. Punkt kontrolny P&nnbsp;3, jako początek wieloboku P&nnbsp;3-P&nnbsp;4-P&nnbsp;5-P&nnbsp;6, kontrolującego czwartą krzywą składową (C4), jest jednocześnie końcem wieloboku P&nnbsp;0-P&nnbsp;1-P&nnbsp;2-P&nnbsp;3, kontrolującego pierwszą z krzywych składowych (C1).
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    Rysunek 1.49. Analiza wieloboków kontrolnych krzywych cząstkowych
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            Każdy punkt kontrolny krzywej B-Spline stopnia d° = 3 wpływa na kształt 4 krzywych cząstkowych.

          
        

      
    


    Nie ma powodu, aby „wewnętrzne” punkty kontrolne (na przykład P&nnbsp;3 lub P&nnbsp;4) krzywej B-Spline z rysunku 1.49 miały różne wykresy funkcji wagowych. Jedyna różnica to początek i koniec przedziału w przestrzeni parametrycznej, w którym waga punktu kontrolnego, czyli „siła przyciągania” punktu Q(u) krzywej przez punkt kontrolny P&nnbsp;i, jest większa od 0. Dlatego dla kolejnych punktów kontrolnych ich funkcje wagowe powinny być po prostu przesunięte wzdłuż osi parametrycznej (rysunek 1.51).
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    Rysunek 1.50. Dekompozycja krzywej B-Spline


    [image: ]


    Rysunek 1.51. Funkcje wagowe równomiernej krzywej B-Spline dla kolejnych punktów kontrolnych


    Współrzędne dowolnego punktu Q(u) krzywej B-Spline są zdeterminowane tylko przez 4 (a nie wszystkie!) punkty kontrolne i to jest uzasadnienie zastosowanego wcześniej określenia „niektóre”. Dlaczego? Dlatego, że dla każdej krzywej cząstkowej, czyli dla każdego u є [u&nnbsp;i,u&nnbsp;i+1], tylko dla 4 punktów kontrolnych ich funkcje wagowe mają wartości różne od 0. Warto też zauważyć, że wpływ dwóch („środkowych”) punktów kontrolnych (P&nnbsp;k-1 i P&nnbsp;k) na kształt krzywej jest znaczny, a pozostałych dwóch („skrajnych”) jest niewielki. Ponadto z rysunku 1.51 wynika jasno, że każdy punkt kontrolny równomiernej krzywej B-Spline stopnia d° = 3 ma wpływ na 4 kolejne krzywe cząstkowe i to jest wyjaśnienie określenia „w obszarze najbliższym”.
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            Dla rozkładu równomiernego funkcje wagowe krzywej B-Spline mają dla każdego punktu kontrolnego identyczne wykresy, ale przesunięte o stałą wartość ∆u, czyli o parametryczną (mierzoną w przestrzeni parametru u) długość cząstkowej krzywej Béziera.

          
        

      
    


    Trzeba jeszcze ustalić wartości funkcji wagowych, czyli znaleźć równania tych funkcji dla wszystkich punktów kontrolnych krzywej B-Spline. Przykład takich wielomianów dla jednorodnej krzywej B-Spline stopnia d° = 3 pokazano na rysunku 1.52.


    [image: ]


    Rysunek 1.52. Funkcje wagowe punktów kontrolnych dla jednego segmentu krzywej B-Spline stopnia d° = 3 zdefiniowanego węzłami u&nnbsp;i i u&nnbsp;i+1


    Skoro każdy punkt kontrolny krzywej B-Spline wpływa na kształt 4 krzywych cząstkowych, to nie ma problemu z konstrukcją wykresu funkcji wagowej dla jednego punktu kontrolnego (rysunek 1.53) — wystarczy przesunąć odpowiednie części wykresów B&nnbsp;k pokazanych na rysunku 1.52 o wielokrotność parametrycznej długości krzywej cząstkowej ∆u. Wykres takiej funkcji dla krzywej B-Spline stopnia d° = 3 obejmuje 4 krzywe cząstkowe, czyli na przykład zakres u є [u&nnbsp;i-2,u &nnbsp;i+2]. Czy już na pierwszy rzut oka nie widać podobieństwa tej krzywej do krzywej Gaussa?
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    Rysunek 1.53. Konstrukcja funkcji wagowej jednego punktu kontrolnego krzywej B Spline stopnia d° = 3


    Gdybyśmy powrócili do przykładu przedstawionego na rysunku 1.50 i rozważyli krzywą C4, to dojdziemy do takich wniosków:


    • Krzywa C4 jest opisana wielobokiem P&nnbsp;3-P&nnbsp;4-P&nnbsp;5-P&nnbsp;6.


    • Punkt początkowy tej krzywej (W&nnbsp;3) jest zdefiniowany dla u = u&nnbsp;3, a punkt końcowy (W&nnbsp;4) dla u = u&nnbsp;4.


    • Dla czwartego punktu kontrolnego tej krzywej (P&nnbsp;6) jego waga w punkcie W&nnbsp;3 jest równa 0. W miarę zwiększania wartości parametru u wpływ punktu kontrolnego P&nnbsp;6 na kształt krzywej rośnie, aż do wartości 1/&nnbsp;6 w punkcie W&nnbsp;4.


    • Dla trzeciego punktu kontrolnego tej krzywej (P&nnbsp;5) jego waga w punkcie W&nnbsp;3 jest równa 1/&nnbsp;6. W miarę zwiększania wartości parametru u wpływ punktu kontrolnego P&nnbsp;5 na kształt krzywej rośnie, aż do wartości 4/&nnbsp;6 w punkcie W&nnbsp;4.


    • Punkt kontrolny P&nnbsp;5 wpływa także na poprzednią krzywą cząstkową C3 — dla tej krzywej jego wpływ jest rosnący (od wartości 0 w punkcie W&nnbsp;2 do 1/&nnbsp;6 w punkcie W&nnbsp;3). Punkt początkowy tej krzywej (W&nnbsp;2) jest zdefiniowany dla u = u&nnbsp;2, a punkt końcowy (W&nnbsp;3) dla u = u&nnbsp;3.


    • Dla drugiego punktu kontrolnego tej krzywej (P&nnbsp;4) jego waga w punkcie W&nnbsp;3 jest równa 4/&nnbsp;6. W miarę zwiększania wartości parametru u wpływ punktu kontrolnego P&nnbsp;4 na kształt krzywej maleje, aż do wartości 1/&nnbsp;6 w punkcie W&nnbsp;4. Punkt kontrolny P&nnbsp;4 wpływa także na poprzednie krzywe cząstkowe:


    • C3 — dla tej krzywej jego wpływ jest rosnący (od wartości 1/&nnbsp;6 w punkcie W&nnbsp;2 do 4/&nnbsp;6 w punkcie W&nnbsp;3).


    • C2 — dla tej krzywej jego wpływ jest rosnący (od wartości 0 w punkcie W&nnbsp;1 do 1/&nnbsp;6 w punkcie W&nnbsp;2). Punkt początkowy tej krzywej (W&nnbsp;1) jest zdefiniowany dla u = u&nnbsp;1, a punkt końcowy (W&nnbsp;2) dla u = u&nnbsp;2.


    • Dla pierwszego punktu kontrolnego tej krzywej (P&nnbsp;3) jego waga w punkcie W&nnbsp;3 jest równa 1/&nnbsp;6. W miarę zwiększania wartości parametru u wpływ punktu kontrolnego P&nnbsp;3 na kształt krzywej maleje, aż do wartości 0 w punkcie W&nnbsp;4. Punkt kontrolny P&nnbsp;4 wpływa także na poprzednie krzywe cząstkowe:


    • C3 — dla tej krzywej jego wpływ jest malejący (od wartości 4/&nnbsp;6 w punkcie W&nnbsp;2 do 1/&nnbsp;6 w punkcie W&nnbsp;3).


    • C2 — dla tej krzywej jego wpływ jest rosnący (od wartości 1/&nnbsp;6 w punkcie W&nnbsp;1 do 4/&nnbsp;6 w punkcie W&nnbsp;2).


    • C1 — dla tej krzywej jego wpływ jest rosnący (od wartości 0 w punkcie W&nnbsp;0 do 1/&nnbsp;6 w punkcie W&nnbsp;1). Punkt początkowy tej krzywej (W&nnbsp;0) jest zdefiniowany dla u = u&nnbsp;0, a punkt końcowy (W&nnbsp;1) dla u = u&nnbsp;1.


    Powyższe rozumowanie zilustrowane na rysunku 1.54 dowodzi prawdziwości rozkładu funkcji wagowych równomiernej krzywej B-Spline, pokazanego na rysunku 1.51.
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    Rysunek 1.54. Wykresy funkcji wagowych dla punktów kontrolnych krzywej cząstkowej C4


    Po tym, mam nadzieję nie za długim wstępie zilustrowanym przykładem krzywej B-Spline stopnia d° = 3, pora na uogólnienie. Model matematyczny krzywej B-Spline dowolnego stopnia d = k–1 ≥ 3 jest jednoznacznie zdefiniowany dla n+1 punktów kontrolnych (P&nnbsp;0, P&nnbsp;1... P&nnbsp;n) oraz m = n+k+1 punktów węzłowych (u&nnbsp;0, u&nnbsp;1... u&nnbsp;n... u&nnbsp;n+k). Funkcje wagowe poszczególnych punktów kontrolnych są obliczane według formuły rekurencyjnej pokazanej na rysunku 1.55.
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    Rysunek 1.55. Model matematyczny krzywej B-Spline stopnia d


    Mimo że na pierwszy rzut oka ten model wydaje się podobny do modelu krzywej Béziera, to w istocie taki nie jest, bo jak wykazałem wcześniej, funkcje wagowe punktów kontrolnych są dla krzywych B-Spline inne niż dla krzywych Béziera. Porównanie takich krzywych stopnia d° = 3 dla 4 punktów kontrolnych pokazano na rysunku 1.56.
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    Rysunek 1.56. Krzywe Béziera i B-Spline opisane za pomocą tych samych punktów kontrolnych


    
      
        
          	
            [image: palec]


          

          	
            Wartości funkcji wagowych punktów skrajnych (P&nnbsp;k-2 i P&nnbsp;k+1) wieloboku kontrolnego jednej krzywej cząstkowej B-Spline są znacznie mniejsze od wartości tych funkcji dla punktów środkowych (P&nnbsp;k-1 i P&nnbsp;k):


            • Na krańcach przedziału [u&nnbsp;i,u&nnbsp;i+1] ta różnica jest 6-krotna,


            • W środku przedziału [u&nnbsp;i,u&nnbsp;i+1] ta różnica jest 23-krotna.


            To wyjaśnia, dlaczego krzywa cząstkowa B-Spline jest tak daleko od punktów skrajnych i tak blisko punktów środkowych jej wieloboku kontrolnego.

          
        

      
    


    Podobnie jak dla krzywej Béziera (patrz rysunek 1.31), można wykonać konstrukcję wektorową dowolnego punktu Q krzywej B-Spline, na przykład dla krzywej stopnia d° = 3 i 4 punktów kontrolnych. Jeśli dla zadanej wartości parametru u (tu u = 0,5) obliczymy wartości funkcji wagowych dla każdego punktu kontrolnego (Waga_P_k-2, Waga_P_k-1, Waga_P_k i Waga_P_k+1), to wektor Q definiujący położenie punktu Q(u) równomiernej krzywej B-Spline można wyznaczyć zgodnie z równaniem wektorowym przedstawionym na rysunku konstrukcyjnym tego punktu (rysunek 1.57). Dla porównania pokazano na tym rysunku także krzywą Béziera stopnia d° = 3 zbudowaną dla tych samych punktów kontrolnych.
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    Rysunek 1.57. Konstrukcja wektorowa dowolnego punktu krzywej B-Spline


    Aby lepiej zrozumieć istotę krzywych typu B-Spline, proponuję wykonanie konstrukcji geometrycznej opisanej przez de Boora i bardzo podobnej do algorytmu de Casteljau stosowanego do krzywych Béziera. Rozważmy po raz kolejny krzywą B-Spline stopnia d° = 3 dla 4 punktów kontrolnych (rysunek 1.58):


    1. Punkty P&nnbsp;01 i P&nnbsp;11 są położone na odcinkach odpowiednio P&nnbsp;0P&nnbsp;1 i P&nnbsp;1P&nnbsp;2 w odległości od punktu P&nnbsp;1 równej 1/&nnbsp;3 długości tych odcinków. Analogicznie znajdujemy punkty P&nnbsp;12 i P&nnbsp;21.


    2. Jeśli krzywa B-Spline ma stopień d° = 3 i jest zdefiniowana przez 4 punkty kontrolne, to składa się ona tylko z jednej krzywej Béziera stopnia d° = 3 — wielobok P&nnbsp;02-P&nnbsp;11-P&nnbsp;12-P&nnbsp;13 definiuje jednoznacznie tę krzywą.
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    Rysunek 1.58. Konstrukcja krzywej B Spline stopnia d° = 3 dla 4 punktów kontrolnych


    Podobną konstrukcję można przeprowadzić dla dowolnej liczby punktów kontrolnych. Na przykład jeśli stopień krzywej B-Spline jest d° = 3 i krzywa jest opisana 5 punktami kontrolnymi (rysunek 1.59), to jest ona „sklejona” z dwóch krzywych Béziera stopnia d° = 3. Dla każdej z tych krzywych cząstkowych (zgodnie z metodą pokazaną na rysunku 1.58) można wyznaczyć wielobok kontrolny:


    A. Wielobok P&nnbsp;02-P&nnbsp;11-P&nnbsp;12-P&nnbsp;13 definiuje pierwszą krzywą cząstkową, a wielobok P&nnbsp;13-P&nnbsp;21-P&nnbsp;22-P&nnbsp;23 definiuje drugą krzywą cząstkową.


    B. Obie krzywe B-Spline pokazano za pomocą linii ciągłej, a krzywą Béziera za pomocą linii kropkowej.


    C. Po „sklejeniu” tych dwóch krzywych cząstkowych powstaje krzywa ciągła według kryterium G2.
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    Rysunek 1.59. Konstrukcja krzywej B-Spline stopnia d° = 3 dla 5 punktów kontrolnych


    Powyższe przykłady pokazują wyraźnie różnice pomiędzy krzywą Béziera a krzywą B-Spline. Każda z nich ma inaczej zdefiniowane wagi punktów kontrolnych (Basis Functions), ale jest jeszcze jeden aspekt decydujący o różnicach. Kształt krzywej B-Spline jest określony nie tylko przez jej punkty kontrolne, ale także przez jej punkty węzłowe. Podstawowa różnica pomiędzy krzywą Béziera i B-Spline polega na tym, że gdy ta druga ma równomierny rozkład węzłów, to początek i koniec krzywej nie pokrywa się z pierwszym i ostatnim punktem kontrolnym. Dlaczego? Odpowiedź można znaleźć na wykresie funkcji wagowych punktów kontrolnych krzywej B-Spline (rysunek 1.52). Aby punkt kontrolny pokrywał się z punktem Q(u) krzywej, to jego waga dla zadanej wartości parametru u musi być równa 1. Tymczasem żadna z funkcji wagowych jednorodnej krzywej B-Spline nie osiąga wartości 1, bo dla zadanej wartości parametru u jedynie suma wag wszystkich punktów kontrolnych jest równa 1. Na przykład dla punktu P&nnbsp;k-2 (najbliższego punktowi początkowemu krzywej B-Spline) jego waga w tym punkcie (u = 0) wynosi B&nnbsp;k-2(u = 0) = 1/&nnbsp;6, a dla kolejnych punktów kontrolnych ich wagi są odpowiednio B&nnbsp;k-1(u = 0) = 4/&nnbsp;6, B&nnbsp;k(u = 0) = 1/&nnbsp;6 i B&nnbsp;k+1(u = 0) = 0. Dlatego, aby waga punktu kontrolnego była równa 1, należy zdefiniować kilka kolejnych punktów kontrolnych z tymi samymi współrzędnymi (powtórzyć punkty kontrolne) i zsumować ich wagi. Dlatego w punkcie początkowym (u = 0) krzywej z powtórzonymi punktami kontrolnymi, tak jak dla każdej innej wartości parametru u, mamy:


    B&nnbsp;k-2(u = 0)+B&nnbsp;k-1(u = 0)+B&nnbsp;k(u = 0)+B&nnbsp;k+1(u = 0) = 1/&nnbsp;6+ 4/&nnbsp;6+ 1/&nnbsp;6+0 = 1
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            Skrajne punkty wieloboku kontrolnego krzywej B-Spline leżą na tej krzywej tylko wtedy, gdy są powtórzone d°+1 razy. Na przykład dla krzywej stopnia d° = 3:


            • Czterokrokrotne powtórzenie pierwszego punktu kontrolnego krzywej B-Spline gwarantuje zgodność punktu początkowego krzywej z pierwszym punktem kontrolnym.


            • Podobnie czterokrokrotne powtórzenie ostatniego punktu kontrolnego krzywej B-Spline gwarantuje zgodność punktu końcowego krzywej z ostatnim punktem kontrolnym.

          
        

      
    


    Zgodność punktów skrajnych krzywej ze skrajnymi punktami kontrolnymi jest oczywistym wymaganiem konstrukcyjnym, które jest spełnione dla krzywej Béziera i nie jest spełnione dla jednorodnej krzywej B-Spline. Dlatego w systemach CAD krzywa tego typu ma zazwyczaj niejednorodny (Non-Uniform) rozkład węzłów — możemy wtedy sklasyfikować taką krzywą jako NUPBS (Non-Uniform Polynomial B-Spline). Niejednorodność krzywej proponuję rozważyć na przykładzie. Załóżmy, że mamy krzywą typu B-Spline zbudowaną z m = 5 krzywych stopnia d° = 3 (rysunek 1.60). Liczbę punktów kontrolnych (n) takiej krzywej można łatwo wyznaczyć na podstawie równania:


    n = d°+m, czyli n = 3+5 = 8.
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    Rysunek 1.60. Porównanie jednorodnej i niejednorodnej krzywej B-Spline stopnia d° = 3


    Teoretyczną liczbę krzywych cząstkowych (k) lub inaczej liczbę przedziałów zmienności parametru u ([u &nnbsp;i,u&nnbsp;i+1]) określa równanie:


    k = d°+n, czyli k = 3+8 = 11.


    Pierwsze i ostatnie trzy przedziały zmienności parametru u wynikają z modelu matematycznego krzywej B-Spline i jako nielogiczne z punktu widzenia konstruktora powinny być usunięte. Niejednorodność krzywej widać też na podstawie wektora węzłów, który z równomiernego [0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11] został zmieniony na nierównomierny [0,0,0,0,1,2,3,4,5,5,5,5].


    Niejednorodność krzywej B-Spline może wynikać nie tylko z powtórzenia jej punktów kontrolnych, ale także z różnych długości krzywych cząstkowych, czyli różnych długości przedziałów [u&nnbsp;i,u&nnbsp;i+1]. Na przykład dla krzywej stopnia d° = 2 (rysunek 1.61):


    • Rozkład równomierny oznacza identyczne wykresy funkcji wagowych dla kolejnych punktów kontrolnych, czyli taką samą wartość maksymalną oraz taką samą szerokość zakresu, w którym waga punktu kontrolnego jest dodatnia. Dla d° = 2 szerokość tego zakresu określa przedział [u&nnbsp;i,u &nnbsp;i+3].


    • Rozkład nierównomierny oznacza różne wykresy funkcji wagowych dla kolejnych punktów kontrolnych, czyli różne wartości maksymalne oraz różne szerokości zakresów, w których wagi kolejnych punktów kontrolnych są dodatnie.
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    Rysunek 1.61. Przykład różnych wykresów funkcji wagowych krzywej B-Spline stopnia d° = 2


    W szczególnym przypadku niejednorodna krzywa typu B-Spline może być identyczna z krzywą Béziera, pod warunkiem, że obie są tego samego stopnia i są opisane przez te same punkty kontrolne (rysunek 1.62).
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    Rysunek 1.62. Porównanie niejednorodnej krzywych Béziera i B Spline stopnia d° = 3


    Niejednorodność rozkładu punktów kontrolnych może też spowodować zmianę rodzaju ciągłości pomiędzy krzywymi cząstkowymi z G2 na G1 lub nawet na G0. Myślę jednak, że nie ma tu miejsca na tak szczegółowe rozważania teoretyczne, zwłaszcza że takie akademickie przypadki rzadko znajdują zastosowanie w praktyce konstrukcyjnej.


    Na zakończenie proponuję jeszcze jeden przykład, który powinien uzasadnić lokalne modyfikacje krzywej typu B-Spline. Rozważmy w tym celu krzywą stopnia d° = 3 z 8 punktami kontrolnymi, czyli krzywą sklejoną z 5 krzywych cząstkowych. Jeśli zmodyfikujemy położenie punktu P&nnbsp;5, to jak pokazano na rysunku 1.63, zmieni się kształt tylko prawej części krzywej, a dokładnie zmieni się kształt tylko krzywych cząstkowych C3, C4 i C5. Rezultat jest więc taki, jak należało się spodziewać — zmiana kształtu krzywej jest lokalna, bo:


    • Punkt P&nnbsp;5 należy do wieloboku kontrolnego P&nnbsp;4-P&nnbsp;5-P&nnbsp;6-P&nnbsp;7 krzywej cząstkowej C5. Co więcej, nie jest to punkt skrajny wieloboku i dlatego zmiana kształtu krzywej C5 jest znaczna.


    • Punkt P&nnbsp;5 należy do wieloboku kontrolnego P&nnbsp;3-P&nnbsp;4-P&nnbsp;5-P&nnbsp;6 krzywej cząstkowej C4. Z powodów jak wyżej zmiana kształtu krzywej C4 jest znaczna.


    • Punkt P&nnbsp;5 należy do wieloboku kontrolnego P&nnbsp;2-P&nnbsp;3-P&nnbsp;4-P&nnbsp;5 krzywej cząstkowej C3, a ponieważ jest to punkt skrajny wieloboku, to jego wpływ na kształt krzywej C3 jest nieznaczny.


    • Punkt P&nnbsp;5 nie jest częścią wieloboków kontrolnych P&nnbsp;0-P&nnbsp;1-P&nnbsp;2-P&nnbsp;3 i P&nnbsp;1-P&nnbsp;2-P&nnbsp;3-P&nnbsp;4 krzywych cząstkowych C1 i C2 i dlatego zmiana jego położenia nie ma żadnego wpływu na kształt tych krzywych cząstkowych.


    [image: ]


    Rysunek 1.63. Przykład modyfikacji jednego punktu kontrolnego krzywej B Spline


    Reasumując, trzeba stwierdzić, że:


    1. Model B-Spline pozwala zdefiniować krzywą gładką z gwałtownymi i lokalnymi zmianami krzywizny — spełnienie wymagań konstrukcyjnych nie wymaga stosowania równań wysokiego stopnia, tak jak w przypadku krzywej Béziera.


    2. Modyfikacje krzywej B-Spline mają charakter lokalny.


    3. Jak zdefiniować zamkniętą krzywą B-Spline z ciągłością G2? Możliwe są takie rozwiązania:


    a. Pierwsze — teoretyczne: jeśli pierwsze trzy i ostatnie trzy punkty kontrolne będą identyczne, to zgodnie z konstrukcją pokazaną na rysunku 1.64 zapewniona będzie ciągłość G2 krzywej. Na przykład dla krzywej stopnia d° = 3 z 7 punktami kontrolnymi (przypadek A na rysunku 1.64) zgodność punktów P&nnbsp;0 z P&nnbsp;4, P&nnbsp;1 z P&nnbsp;5 i P&nnbsp;2 z P&nnbsp;6 gwarantuje jej ciągłość typu G2.
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    Rysunek 1.64. Przykład zamkniętej krzywej typu B-Spline (A) oraz podział zamkniętej krzywej B Spline na dwie krzywe wzajemnie ciągłe (B)


    b. Drugie — praktyczne: każdą zamkniętą krzywą można podzielić na dwie krzywe otwarte wzajemnie ciągłe według kryterium G2 (przypadek B na rysunku 1.64). Takie rozwiązanie jest stosowane w większości systemów CAD.


    4. Czy krzywa typu B-Spline może być precyzyjnym modelem krzywej stożkowej, na przykład łuku okręgu? Aby odpowiedzieć na to pytanie, proponuję kolejny przykład (rysunek 1.65). Łuk okręgu (R = 200mm), na przykład zdefiniowany za pomocą polecenia Circle w środowisku Generative Shape Design, można zamienić na krzywą B-Spline, stosując polecenie Converter Wizard w środowisku FreeStyle:
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    Rysunek 1.65. Przybliżenie łuku okręgu za pomocą krzywej B-Spline


    c. Trzeba ustalić warunki przybliżenia łuku okręgu za pomocą krzywej swobodnej:


    • Tolerance = 0,001mm — wartość tolerancji nie może być mniejsza, bo 0,001mm jest standardową tolerancją geometryczną w systemie CATIA V5,


    • Orders Along U = 16 — maksymalna liczba punktów kontrolnych krzywej,


    • Segmentation = Single — krzywa B-Spline będzie złożona tylko z jednej krzywej cząstkowej,


    d. Po zatwierdzeniu definicji (Apply) w prawym dolnym rogu okna Converter Wizard pojawia się informacja o różnicach pomiędzy oryginalną krzywą (tu łuk okręgu) a krzywą B-Spline:


    • Max deviation = 0mm — maksymalna odległość dowolnego punktu łuku okręgu i jego przybliżenia na krzywej B-Spline,


    • Min radius = 199,985mm i Max radius = 200,046mm — promień krzywizny krzywej B-Spline zmienia się w tym zakresie,


    • Możliwa jest także zmiana warunków brzegowych krzywej B-Spline — wybór pomiędzy ciągłością typu G1 (tangent continuity) a G2 (curvature continuity).


    Czy taka krzywa może być modelem łuku okręgu? Matematyk odpowie: Nie. Konstruktor zastanowi się, rozważy dokładność konwersji (błąd jest mniejszy niż 0,001mm), wykona precyzyjną analizę rozkładu krzywizny — polecenie Porcupine Curvature Analysis (rysunek 1.66) i jeśli uzna, że dokładność takiej krzywej mieści się w granicach zadanych tolerancji, to odpowie: Tak.
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    Rysunek 1.66. Analiza rozkładu krzywizny krzywej B Spline przybliżającej łuk okręgu
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            1. Definicja krzywej B-Spline wynika z położenia punktów kontrolnych oraz punktów węzłowych.


            2. Stopień krzywej typu B-Spline może być ustalony zależnie od potrzeb, ale nie powinien być mniejszy niż d° = 3, bo dla stopnia d° < 3 nie można zachować ciągłości G2 krzywej.


            3. Stopień krzywej B-Spline nie zależy tylko od liczby punktów kontrolnych krzywej.


            4. W przypadku większej liczby punktów kontrolnych zmiana położenia jednego z nich nie wpływa na kształt całej krzywej (lokalne modyfikacje!).


            5. Początek i koniec jednorodnej krzywej B-Spline (UPBS) nie pokrywają się z pierwszym i ostatnim punktem kontrolnym. Dlatego w praktyce konstrukcyjnej stosujemy krzywe niejednorodne (NUPBS).


            6. Wartości funkcji wagowych punktów kontrolnych (Basis Functions) nie mogą być modyfikowane.

          
        

      
    


    Krzywe NURBS


    Krzywe typu B-Spline omówione w poprzednim rozdziale, jakkolwiek spełniające większość wymagań konstrukcyjnych, mają jednak pewną drobną niedogodność — użytkownik systemu CAD, ale także sam system, nie mogą swobodnie zmieniać wartości wag poszczególnych punktów kontrolnych takiej krzywej. Logicznie uzasadnione wydaje się więc zadanie kolejnego pytania: Czy istnieje taki model matematyczny krzywej, w którym „siły”, z jakimi punkty kontrolne „przyciągają” krzywą, można modyfikować tak, by uzyskać efekt pokazany na rysunku 1.67.


    Oczywiście jest taki model krzywej, w którym wagi punktów kontrolnych mogą być różne od wartości standardowych. Opis takiego modelu proponuję rozpocząć od omówienia krzywych stożkowych (d° = 2), których kształt jest wyznaczony przez 3 punkty kontrolne i parametr p. W zależności od tego, jaką wartość ma ten parametr, krzywa może być elipsą, parabolą lub hiperbolą (rysunek 1.68). Przez analogię można przyjąć, że parametr p jest proporcjonalny do „wagi”, z jaką punkt kontrolny P&nnbsp;1 „przyciąga” definiowaną krzywą.
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    Rysunek 1.67. Model „magnetyczny” krzywej
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    Rysunek 1.68. Krzywe stożkowe dla różnych wartości parametru p


    Gdybyśmy uogólnili ten przypadek dla krzywych wyższych stopni i funkcję bazową każdego punktu kontrolnego krzywej B-Spline pomnożyli przez współczynnik wagi W, to uzyskamy krzywą wymierną (Rational). Na przykład (rysunek 1.69) dla W = 0 punkt P&nnbsp;2 nie „przyciąga” krzywej, dla W = 1 wartość „współczynnika wagi” jest standardowa, a dla W > 1 ten wpływ jest większy niż dla standardowej wartości funkcji bazowej — krzywa B-Spline jest znacznie bliżej punktu kontrolnego.
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    Rysunek 1.69. Przykład krzywych z różnymi wagami punktu kontrolnego P2


    W konsekwencji, jeśli dla krzywej typu B-Spline połączymy cechy nierównomierności i wymierności, to uzyskamy krzywą typu NURBS (Non-Uniform Rational B-Spline). Podstawy teoretyczne krzywych typu NURBS zostały opracowane przez Kena Versprilla (1975) i opublikowane jako praca doktorska na Uniwersytecie Syracuse. Krzywa tego typu ma oczywiście wszystkie opisane wcześniej własności krzywych B-Spline oraz dodatkową możliwość lokalnych modyfikacji krzywej uzyskaną dzięki wprowadzeniu „współczynnika wagi” punktu kontrolnego. Na rysunku 1.70 pokazano krzywą typu NURBS opisaną za pomocą tego samego zbioru punktów kontrolnych, ale z różnymi „wagami” punktu P&nnbsp;1 (W1 = 1 i W1 = 10).
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    Rysunek 1.70. Porównanie dwóch krzywych z różnymi wagami punktu kontrolnego P1


    Model matematyczny krzywej typu NURBS pokazano na rysunku 1.71.
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    Rysunek 1.71. Model matematyczny krzywej typu NURBS


    Wartości współczynników w&nnbsp;k mogą przyjmować dowolne, niekoniecznie całkowite wartości. Im większa wartość współczynnika w&nnbsp;k, tym bliżej punktu kontrolnego P&nnbsp;k znajduje się krzywa typu NURBS. Powyższe równanie jest uogólnieniem równania krzywej B-Spline, bo jeśli współczynnik wagi w&nnbsp;k dla każdego punktu kontrolnego P&nnbsp;k krzywej będzie równy wartości standardowej (w&nnbsp;k = 1), to R&nnbsp;k(u) = B &nnbsp;k,d(u). A skoro krzywa typu B-Spline jest uogólnieniem krzywej Béziera, to także krzywa typu NURBS może być modelem krzywej Béziera (rysunek 1.72).
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    Rysunek 1.72. Przykład krzywych wymiernych Béziera dla różnych współczynników wagowych punktu P&nnbsp;1


    Krzywe typu NURBS zachowują własności krzywych typu B-Spline, ale dzięki współczynnikom wagi punktów kontrolnych stwarzają dodatkową „przestrzeń swobody” w modelowaniu krzywych (rysunek 1.73). W przypadku zmiany położenia punktu kontrolnego punkty krzywej przemieszczają się równolegle do kierunku przesunięcia tego punktu. Natomiast jeśli zmieni się waga punktu kontrolnego, to punkty krzywej przemieszczają się zbieżnie w kierunku tego punktu.
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    Rysunek 1.73. Porównanie zmian kształtu wymiernej krzywej Béziera dla modyfikacji położenia punktu kontrolnego i zmiany wagi tego punktu


    Podobnie jak dla krzywych Béziera i B-Spline, także dla krzywej typu NURBS możliwa jest jej konstrukcja geometryczna. Przed wyjaśnieniem istoty takiej procedury konstrukcyjnej warto jednak przypomnieć kilka pojęć z zakresu geometrii przestrzennej. Każdą przestrzenną krzywą parametryczną Q(u) można zrzutować na płaszczyznę z = 1 (rysunek 1.74) i w ten sposób otrzymać krzywą R(u).
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    Rysunek 1.74. Rzutowanie krzywej przestrzennej na płaszczyznę z = 1 w kierunku środka układu współrzędnych


    Możliwa jest też procedura odwrotna, w której dowolny punkt płaszczyzny (także dowolny punkt krzywej leżącej na tej płaszczyźnie) może mieć swój odpowiednik w przestrzeni 3D. Na przykład (rysunek 1.75) dla punktu P&nnbsp;i(x&nnbsp;i,y&nnbsp;i,1) leżącego na płaszczyźnie z = 1 jego odpowiednikiem w przestrzeni 3D może być punkt P&nnbsp;i’(w&nnbsp;ix&nnbsp;i,w&nnbsp;iy&nnbsp;i,w&nnbsp;i). Trudno nie zauważyć, że współczynnik w&nnbsp;i odgrywa taką sama rolę jak współczynniki wagowe punktów kontrolnych krzywej NURBS.


    Po tym krótkim teoretycznym wstępie rozważmy przypadek krzywej NURBS złożonej z jednej krzywej Béziera, czyli konstrukcję płaskiej wymiernej krzywej Béziera (Rational Bézier Curve). Jeśli punkty P&nnbsp;0, P&nnbsp;1, P&nnbsp;2 i P&nnbsp;3 leżą na płaszczyźnie w = 1, to wielobok P&nnbsp;0-P&nnbsp;1-P&nnbsp;2-P&nnbsp;3 definiuje płaską krzywą Béziera zaznaczoną linią kropkową na rysunku 1.76. Gdybyśmy dla punktów P&nnbsp;1 i P&nnbsp;2 skonstruowali ich odpowiedniki w przestrzeni 3D, stosując współczynniki wagowe w&nnbsp;1 = 4 i w&nnbsp;2 = 2, to otrzymamy przestrzenny wielobok P&nnbsp;0-P&nnbsp;1’-P&nnbsp;2’-P&nnbsp;3, który definiuje przestrzenną krzywą Béziera Q(u). Dla każdego punktu krzywej Q(u) można wyznaczyć jego rzut na płaszczyznę w = 1 (zgodnie z procedurą pokazaną na rysunku 1.74). W ten sposób powstanie płaska krzywa R(u), która zachowuje współczynniki wagowe przestrzennej krzywej Q(u) i dlatego jest krzywą typu NURBS, a dokładniej typu Rational Bézier Curve. Nic nie stoi na przeszkodzie, aby podobną procedurę zastosować do większej liczby punktów kontrolnych i krzywej typu B-Spline.
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    Rysunek 1.75. Konstrukcja punktów w przestrzeni 3D na linii wagowej
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    Rysunek 1.76. Procedura konstrukcyjna krzywej typu Rational Bézier Curve


    Dzięki możliwościom, jakie dają współczynniki wag punktów kontrolnych, krzywe typu NURBS mogą być dokładnym modelem krzywych stożkowych (elipsy, hiperbole lub okręgi), czyli to, co jest wadą krzywych typu B-Spline, nie jest żadnym problemem dla krzywych typu NURBS (rysunek 1.77).


    Na zakończenie trzeba jeszcze dodać, że krzywa typu NURBS, podobnie jak B-Spline, może mieć ciągłość G2, G1 lub nawet G0. Przypadek ciągłości typu G0 nabiera szczególnego znaczenia w przypadku definiowania krzywych stylistycznych, kiedy intencją konstruktora jest uzyskanie „ostrego” wierzchołka na krzywej, a potem „ostrej” krawędzi na modelu powierzchniowym „rozpiętym” na takiej krzywej.
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    Rysunek 1.77. Definicja okręgu jako krzywej typu NURBS


    Podsumowując temat modeli matematycznych krzywych swobodnych, trzeba powiedzieć, że:


    1. Krzywą Béziera stosujemy wtedy, gdy można spełnić wymagania konstrukcyjne, a wynikowy stopień krzywej nie jest większy niż 15 (w praktyce maksymalnie 7 – 9).


    • Modyfikacja dowolnego punktu kontrolnego krzywej powoduje globalną zmianę jej kształtu.


    • Stopień krzywej Béziera zależy tylko od liczby jej punktów kontrolnych.


    2. Sklejona z kilku krzywych Béziera krzywa typu B-Spline zapewnia ciągłość typu G2 i „w miarę lokalne” modyfikacje.


    a. Stopień krzywej B-Spline nie zależy jedynie od liczby punktów kontrolnych, ale także od liczby jej krzywych cząstkowych.


    b. Jeśli B-Spline zostanie zredukowana do jednej krzywej Béziera i dodamy „wagi” punktów kontrolnych, to otrzymamy krzywą typu Rational Bézier Curve (rysunek 1.78).


    3. Krzywe typu NURBS zapewniają największą swobodę konstrukcyjną, ale trzeba pamiętać, że algorytmy obliczeniowe są bardziej skomplikowane niż dla krzywych Béziera lub B-Spline.
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    Rysunek 1.78. Porównanie różnych modeli matematycznych krzywych swobodnych

  


  
    Powierzchnie


    Kontynuując rozważania na temat opisu matematycznego elementów geometrycznych w systemach CAD, trzeba stwierdzić, że model matematyczny powierzchni jest po prostu rozszerzeniem modelu matematycznego krzywej. Przestrzeń parametryczna takiego modelu jest rozszerzona z jednowymiarowej (u) w przypadku krzywych do dwuwymiarowej (u,v) w przypadku powierzchni (rysunek 1.79).
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    Rysunek 1.79. Parametryczny model powierzchni


    W systemach CAD najprostszy model matematyczny powierzchni bazuje na koncepcji krzywych Béziera. Gdybyśmy na początek założyli, że powierzchnia Béziera powstaje w wyniku przeciągania jednej krzywej Béziera wzdłuż drugiej, to rezultat mógłby być taki jak pokazany na rysunku 1.80. Ale w tak trywialnym przypadku pojawia się pytanie: Jak ustalić położenie „wolnego” końca krzywej przeciąganej? Można oczywiście ustalić stałą lub dowolnie zmienną wartość kąta stycznej w tym punkcie do dowolnej płaszczyzny lub powierzchni referencyjnej, ale taka metoda jest zazwyczaj niewystarczająca, bo nie daje możliwości zmiany kształtu krzywej przeciąganej.
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    Rysunek 1.80. Przykład budowy powierzchni Béziera


    Dlatego definicja powierzchni Béziera jest oparta na definicji 4 krzywych brzegowych, które definiują jej granice (rysunek 1.81). Można powiedzieć, że krzywa u = 0 jest „przeciągana” wzdłuż krzywych v = 0 i v = 1 (prowadnic) w taki sposób, że jej punkty końcowe „ślizgają” się po tych krzywych. Wraz ze zmianą wartości parametru v zmienia się także kształt przeciąganej krzywej w taki sposób, aby w punktach końcowych prowadnic uzyskać kształt zdefiniowany przez krzywą u = 1. Dla każdej wartości parametrów u i v system CAD generuje krzywą izoparametryczną, która może być traktowana jako krzywa równoległa do krzywej granicznej, ale ta równoległość jest opisana stałą za pomocą wartości parametru (u lub v), a nie odległości mierzonej w milimetrach. Zbiór krzywych izoparametrycznych w obu kierunkach głównych definiuje powierzchnię Béziera.
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    Rysunek 1.81. Powierzchnia Béziera wyznaczona przez 4 krzywe graniczne


    W jaki sposób można wyznaczyć konstrukcyjnie dowolny punkt P(u&nnbsp;p,v&nnbsp;p) powierzchni Béziera? Rozważmy przykład takiej powierzchni stopnia 3×3, czyli powierzchnię opisaną 4×4 = 16 punktami kontrolnymi (rysunek 1.82). Każdy z 4 zestawów punktów kontrolnych definiuje w kierunku u jedną krzywą izoparametryczną (v = 0, v = v&nnbsp;1, v = v&nnbsp;2, v = 1). Dla każdej z tych krzywych można dla dowolnej wartości parametru u&nnbsp;p (0 ≤ u&nnbsp;p ≤ 1) znaleźć punkty R&nnbsp;i (i = 0, 1, 2 lub 3), które z kolei wyznaczają krzywą izoparametryczną dla zadanego u&nnbsp;p. Położenie szukanego punktu P(u&nnbsp;p,v&nnbsp;p) na tej krzywej wyznacza wartość parametru v = v&nnbsp;p.
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    Rysunek 1.82. Konstrukcja dowolnego punktu powierzchni Béziera


    Model matematyczny powierzchni Béziera (rysunek 1.83) — podobnie jak w przypadku krzywych — bazuje na uporządkowanej sieci punktów kontrolnych, które wraz z funkcjami bazowymi (wielomiany Bernsteina) definiują współrzędne dowolnego punktu tej powierzchni. Każdy punkt kontrolny ma funkcję wagową zdefiniowaną jako iloczyn wielomianów Bernsteina w obu kierunkach głównych (u i v).
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    Rysunek 1.83. Model matematyczny powierzchni Béziera stopnia 3×3


    Podstawowe własności powierzchni Béziera są analogiczne do krzywej Béziera:


    1. Liczby punktów sieci kontrolnej w kierunkach głównych decydują o tak zwanym stopniu swobody powierzchni Béziera. Mówimy, że powierzchnia jest stopnia N×K, jeśli jest opisana przez N+1 punktów kontrolnych w kierunku u i K+1 punktów kontrolnych w kierunku v. Na przykład dla 4 punktów kontrolnych w obu kierunkach powierzchnia jest stopnia 3×3.


    2. Tylko punkty skrajne wieloboków granicznych (narożniki) leżą na powierzchni. Na przykład dla powierzchni stopnia 3×3 pokazanej na rysunku 1.84 punkty kontrolne P&nnbsp;0,0, P&nnbsp;0,3, P&nnbsp;3,0 i P&nnbsp;3,3 są jej narożnikami.


    [image: ]


    Rysunek 1.84. Przykłady różnych powierzchni Béziera stopnia 3×3


    3. W miarę zwiększania wartości parametru u krzywa opisana za pomocą wieloboku P&nnbsp;0,0-P&nnbsp;1,0-P&nnbsp;2,0-P&nnbsp;3,0 „podąża” w kierunku krzywej opisanej za pomocą wieloboku P&nnbsp;0,3-P&nnbsp;1,3-P&nnbsp;2,3-P&nnbsp;3,3 (podobnie dla parametru v).


    a. Gdyby krzywe podstawowe w kierunku u miały tylko dwa punkty kontrolne lub gdyby wszystkie punkty kontrolne w kierunku u leżały na jednej prostej, to każda krzywa izoparametryczna określona dla stałej wartości parametru v byłaby odcinkiem linii prostej. Nie oznacza to jednak wcale, że w takim przypadku powierzchnia jest płaska, bo nie musi być tak, że wszystkie 4 punkty skrajne krzywych podstawowych (P&nnbsp;0,0, P&nnbsp;0,3, P&nnbsp;3,0 i P&nnbsp;3,3) leżą na jednej płaszczyźnie.


    b. W przypadku ogólnym można powiedzieć, że wszystkie punkty kontrolne poza narożnikami „przyciągają” powierzchnię S(u,v). Dla każdej wartości u i v jest określona siła „przyciągania” powierzchni przez każdy punkt kontrolny (iloczyn wag punktu w obu kierunkach głównych powierzchni wyznaczany na podstawie wielomianów Bernsteina) — patrz rysunek 1.30. Wielomiany Bernsteina są różne dla różnych wartości N i K, a funkcje definiujące wagi są obliczane automatycznie przez algorytm definiujący powierzchnię Béziera i nie mogą być modyfikowane.


    4. Kierunki styczności w każdym punkcie krzywej brzegowej określają dwa skrajne wieloboki powierzchni. Na przykład dla krzywej v = 0 wieloboki P&nnbsp;0,0-P&nnbsp;0,1-P&nnbsp;0,2-P&nnbsp;0,3 i P&nnbsp;1,0-P&nnbsp;1,1-P&nnbsp;1,2-P&nnbsp;1,3 definiują styczność do tej powierzchni wzdłuż tej krzywej.


    5. Przesunięcie jednego z punktów kontrolnych wpływa na kształt całej powierzchni, bo każdy punkt kontrolny powierzchni Béziera ma dla dowolnych wartości parametrów u i v dodatnią wagę. Choć trzeba przyznać, że każdy z punktów kontrolnych „przyciąga” powierzchnię najbardziej w tej części, która jest najbliższa (rysunek 1.85).


    6. Możliwa jest modyfikacja położenia każdego z punktów kontrolnych powierzchni, chociaż dla punktów brzegowych (P &nnbsp;0,j, P &nnbsp;N,j, P &nnbsp;i,0, P &nnbsp;i,K, gdzie 0 ≤ i ≤ N i 0 ≤ j ≤ K) zazwyczaj nie ma takiej potrzeby, bo krzywe brzegowe powierzchni wynikają z wymagań konstrukcyjnych.
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    Rysunek 1.85. Przykład modyfikacji jednego punktu kontrolnego powierzchni Béziera stopnia 3×3


    7. Liczba punktów kontrolnych powierzchni Béziera wynika ze stopnia jej krzywych podstawowych. A skoro praktyczne zastosowanie znajdują krzywe Béziera stopnia 3 – 7, to także powierzchnie Béziera mają praktycznie stopień nie większy niż 7×7.


    Można oczywiście budować powierzchnię na podstawie dowolnego rodzaju krzywej. Na przykład jeśli jedna z krzywych podstawowych powierzchni jest krzywą typu Spline (UPBS, NUPBS lub NURBS), to powierzchnia wynikowa też jest typu UPBS, NUPBS lub NURBS, a stopień powierzchni w każdym z jej kierunków głównych (u lub v) jest oczywiście taki, jak stopień jej krzywych podstawowych w tych kierunkach. Modyfikacje dowolnego punktu kontrolnego sieci powodują, podobnie jak w przypadku krzywych, stosowne zmiany kształtu powierzchni: globalne w przypadku powierzchni Béziera i lokalne w przypadku powierzchni zbudowanych na podstawie krzywych sklejanych. Nie zamierzam jednak rozwijać tego tematu, uznając, że jest on bardzo intuicyjny, zwłaszcza po szczegółowym wyjaśnieniu tego zagadnienia w zakresie krzywych.


    Natomiast warto omówić jeszcze jeden, specyficzny dla modeli powierzchniowych aspekt związany z jakością definiowanej powierzchni. Mówiąc o jakości krzywych, wspomniałem, że jednym z kryteriów oceny krzywej jest jej gładkość. Nie trzeba chyba uzasadniać twierdzenia, że jeśli krzywe zastosowane w definicji powierzchni są gładkie, to powierzchnia też jest gładka. Ale nawet powierzchnia gładka nie musi być perfekcyjna na przykład w kontekście jednorodności rozkładu jej punktów kontrolnych. Sprawdzenie jakości powierzchni według tego kryterium nabiera szczególnego znaczenia po „ręcznych” modyfikacjach położenia punktów kontrolnych w środowisku FreeStyle. Po takich modyfikacjach powierzchnia z definicji będzie gładka i ciągła, ale jej punkty kontrolne mogą mieć rozkład niejednorodny, podobny do tego, jaki pokazano na rysunku 1.86. Dopiero uruchomienie odpowiedniej procedury korygującej ten rozkład (na przykład Harmonize w środowisku FreeStyle) generuje powierzchnię o jednorodnym rozkładzie punktów kontrolnych. Trzeba jednak dodać, że po wykonaniu takiej procedury zmieni się nie tylko sieć punktów kontrolnych, ale także kształt powierzchni wewnątrz krzywych brzegowych, czyli kształt krzywych izoparametrycznych. System informuje konstruktora o maksymalnej deformacji powierzchni wynikającej z nowej sieci punktów kontrolnych, a ten stosownie do wymagań konstrukcyjnych podejmuje decyzję o zaakceptowaniu lub odrzuceniu zmian.
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    Rysunek 1.86. Harmonizacja rozkładu punktów kontrolnych powierzchni


    Jakość modelu powierzchniowego to także ciągłość poszczególnych płatów powierzchni. W tym zakresie, podobnie jak dla krzywych, obowiązują te same zasady dotyczące zachowania warunków ciągłości pomiędzy definiowanymi powierzchniami. Rozważmy przypadek dwóch powierzchni stopnia 3×3 i spróbujmy odpowiedzieć na pytanie: Jak rodzaj ciągłości tych powierzchni wpływa na możliwości modyfikacji ich punktów kontrolnych?


    Dwie powierzchnie A i B mają ciągłość G0 (rysunek 1.87), jeżeli mają wspólną krzywą brzegową. Mówimy wtedy o ciągłości geometrycznej powierzchni. W takim przypadku skrajne wieloboki punktów kontrolnych obu powierzchni są identyczne (PA&nnbsp;0,3 = PB&nnbsp;0,0, PA&nnbsp;1,3 = PB&nnbsp;1,0, PA&nnbsp;2,3 = PB&nnbsp;2,0, PA&nnbsp;3,3 = PB&nnbsp;3,0), a dowolna modyfikacja pozostałych punktów kontrolnych nie wpływa na ten rodzaj ciągłości.
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    Rysunek 1.87. Przykład ciągłości G0 dwóch powierzchni


    Powierzchnia B jest ciągła według kryterium G1 z powierzchnią A (rysunek 1.88), jeżeli kierunek styczny w każdym punkcie wspólnej krawędzi jest dla obu powierzchni taki sam. Ciągłość typu G1 oznacza automatycznie spełnienie kryterium ciągłości G0. Wszystkie punkty kontrolne, licząc od wspólnej krawędzi obu powierzchni, drugiego rzędu (PB&nnbsp;0,1-PB&nnbsp;1,1-PB&nnbsp;2,1-PB&nnbsp;3,1) powierzchni B leżą na prostych wyznaczonych przez odpowiednie punkty dwóch skrajnych rzędów powierzchni A. Na przykład punkt PB&nnbsp;0,1 leży na prostej wyznaczonej przez punkty PA&nnbsp;0,2 i PA&nnbsp;0,3, a jego położenie można zmieniać tylko wzdłuż tej prostej. Punkty kontrolne pozostałych rzędów powierzchni B można modyfikować dowolnie.
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    Rysunek 1.88. Przykład ciągłości G1 dwóch powierzchni


    Powierzchnia B jest ciągła według kryterium G2 z powierzchnią A (rysunek 1.89), jeżeli promień krzywizny w każdym punkcie wspólnej krawędzi jest dla obu powierzchni taki sam. Ciągłość typu G2 oznacza automatycznie spełnienie kryteriów ciągłości G0 i G1. Promień krzywizny powierzchni B wzdłuż jej wspólnej krawędzi z powierzchnią A wyznacza trzeci rząd punktów kontrolnych: PB&nnbsp;0,2-PB&nnbsp;1,2-PB&nnbsp;2,2-PB&nnbsp;3,2. Zmiana położenia jednego lub wszystkich punktów PB&nnbsp;k,1 „wymusza” nowe położenie punktów PB&nnbsp;k,2. Modyfikacje położenia punktów PB&nnbsp;k,2 są możliwe, ale tylko w ograniczonym zakresie. Punkty kontrolne dalszych rzędów mogą być modyfikowane dowolnie.
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    Rysunek 1.89. Przykład ciągłości G2 dwóch powierzchni

  


  
    Rozdział 2.

    Definiowanie krzywych


    Model powierzchniowy nigdy nie jest zdefiniowany jako pojedynczy płat powierzchni, bowiem nawet w przypadku nieskomplikowanych części składa się z kilku powiązanych ze sobą powierzchni elementarnych. Dlatego przed rozpoczęciem pracy należy wykonać analizę geometryczną projektowanej części i ustalić jej funkcjonalny podział na podstawowe elementy powierzchniowe. Na tym koncepcyjnym etapie procesu projektowego konstruktor określa zestaw elementów podstawowych oraz funkcje systemu CAD, które umożliwią realizację zadania. Projekt koncepcyjny to zazwyczaj kilka lub kilkanaście krzywych charakterystycznych, które wyznaczają kształt i wzajemne położenie powierzchni podstawowych. Dlatego w większości przypadków budowa modelu powierzchniowego może być podzielona na następujące etapy:


    • Definicja krzywych charakterystycznych, przekrojów lub konturów podstawowych oraz analiza jakości tych krzywych.


    • Wyznaczenie powierzchni podstawowych (bez zbędnych szczegółów konstrukcyjnych).


    • Wykonanie operacji topologicznych na powierzchniach podstawowych (przycinanie, zaokrąglanie wspólnych krawędzi, ustalenie rodzaju ciągłości itp.).


    • Definicja wymaganych szczegółów konstrukcyjnych.


    • Analiza jakości modelu powierzchniowego, czyli jego ciągłości i technologiczności.


    Sketcher


    Zdecydowana większość projektów przestrzennych (z wyjątkiem swobodnego modelowania powierzchni — środowiska FreeStyle i Imagine and Shape w systemie CATIA V5) rozpoczyna się od zdefiniowania płaskich krzywych lub konturów. A skoro tak, to naturalne wydaje się rozpoczęcie procesu projektowania od środowiska Sketcher. Dlaczego, moim zdaniem, warto rozpocząć od opisu szkicownika? Na pierwszy rzut oka wydaje się przecież, że środowisko Sketcher systemu CATIA V5 jest bardzo intuicyjne. Wystarczy narysować kontur, zdefiniować wymagane warunki geometryczne oraz wymiary... i po kłopocie. Niestety, szczególnie w przypadku modeli skomplikowanych części takie działanie ad hoc nie prowadzi do najlepszego rozwiązania i co gorsze — bywa, że jest powodem niepotrzebnych problemów. Chwila zastanowienia nad tym, jaka ma być struktura modelu, jakie kontury należy przygotować i na jakich płaszczyznach powinny być te kontury zdefiniowane, wydaje się konieczna, niezależnie od stopnia skomplikowania modelu przestrzennego. Dlatego prędzej czy później każdy, niekoniecznie bardzo dociekliwy użytkownik systemu CATIA V5, zacznie poszukiwać odpowiedzi na takie lub podobne pytania, związane z definiowaniem konturów podstawowych:


    • Na jakiej płaszczyźnie zdefiniować kontur?


    • Jak ustalić położenie konturu na płaszczyźnie szkicu?


    • Czy można zmienić położenie i orientację konturu na płaszczyźnie?


    • Czy każdy kontur musi być jednoznacznie zwymiarowany?


    • Jak wykonać analizę poprawności konturu?


    • Jak definiować kontury podstawowe, aby uniknąć problemów związanych z późniejszymi modyfikacjami geometrii modelu przestrzennego?


    Odpowiedzi nie zawsze są jednoznaczne i dlatego uważam, że warto przynajmniej zastanowić się nad tym, jakie możliwości oferuje w zakresie szkicowania system CATIA V5.


    Wybór płaszczyzny szkicowania


    Większość użytkowników systemu CATIA V5 rozpoczynających pracę w środowisku Sketcher nie zastanawia się zbyt długo nad wyborem płaszczyzny szkicowania czy pozycjonowaniem szkicu (konturu) w przestrzeni modelu. Po uruchomieniu funkcji Sketch wskazują płaszczyznę lub płaską powierzchnię i rozpoczynają definiowanie kształtu konturu. W zasadzie nie ma znaczenia, na jakiej płaszczyźnie znajduje się pierwszy szkic oraz jakie są położenie i orientacja lokalnego układu współrzędnych HV tego szkicu. W zasadzie, jeśli bowiem położenie i orientacja modeli pojedynczych części będą później określone w środowisku Assembly Design przez relacje typu Constraints, to położenie i orientacja modelu przestrzennego każdej części z osobna nie ma żadnego znaczenia. Inaczej, gdy w procesie konstrukcyjnym wyrobu nie jest przewidziane definiowanie więzów (Constraints) w środowisku Assembly Design, bowiem model każdej części jest definiowany w jego docelowym położeniu w globalnym układzie współrzędnych całego wyrobu albo zastosowana jest metoda Skeleton-Based Design. W takich przypadkach każdy (także pierwszy) kontur modelowanej części musi być zdefiniowany na właściwej płaszczyźnie, „zaczepiony” w odpowiednim punkcie i zorientowany tak, aby wynikowy model bryłowy lub powierzchniowy znalazł się w odpowiednim miejscu w przestrzeni 3D.


    Rozważmy kilka możliwości tworzenia modelu części pokazanej na rysunku 2.1. Jeśli z wymagań konstrukcyjnych nie wynika konieczność wskazania określonej płaszczyzny, to jako płaszczyznę pierwszego szkicu wskazujemy jedną z płaszczyzn głównych modelu (xy plane, yz plane lub xz plane). Gdyby jednak trzeba było zdefiniować szkic na innej niż główna płaszczyźnie, to trzeba taką pomocniczą płaszczyznę przygotować wcześniej — polecenie Plane (rysunek 2.2).


    Załóżmy, że model powierzchniowy części pokazanej na rysunku 2.1 może być zbudowany na podstawie dwóch konturów płaskich (rysunek 2.3):


    • Sketch.1 — kontur powierzchni obrotowej jest położony na płaszczyźnie xz plane,


    • Sketch.2 — kontur wybrania jest położony na płaszczyźnie xy plane.
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    Rysunek 2.1. Model powierzchniowy części
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    Rysunek 2.2. Definiowanie płaszczyzn pomocniczych
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    Rysunek 2.3. Kontury podstawowe


    W systemie CATIA V5 elementy geometrii krawędziowej i powierzchniowej są definiowane w zestawach geometrycznych (Geometrical Set). Użytkownik może zdefiniować wszystkie elementy modelu w jednym lub w kilku zestawach geometrycznych. Zastosowanie więcej niż jednego zestawu geometrycznego nabiera szczególnego znaczenia w przypadku skomplikowanych modeli powierzchniowych, czyli wtedy, gdy liczba pomocniczych elementów geometrycznych (punktów, linii, krzywych i powierzchni elementarnych) może być tak duża, że trudno jest odnaleźć ten właściwy. W takiej sytuacji zalecany jest podział funkcjonalny modelu na mniejsze fragmenty (na przykład Korpus Główny, Ucho Lewe, Powierzchnia Dna) lub grupowanie elementów geometrycznych tego samego typu (na przykład Punkty Podstawowe, Krzywe, Powierzchnie Pomocnicze). Zdefiniowanie kilku zestawów geometrycznych oraz logiczny podział elementów konstrukcyjnych w tych zestawach z pewnością ułatwi opanowanie „chaosu”, który mógłby zapanować w modelu zawierającym na przykład 1000 elementów geometrycznych.
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            Aby zdefiniować nowy zestaw geometryczny, wykonaj polecenie Insert/Geometrical Set.


            Aby zmienić nazwę dowolnego obiektu zdefiniowanego w drzewie strukturalnym modelu, a więc także zestawu geometrycznego, wybierz z menu kontekstowego polecenie Properties i w oknie Properties (zakładka Feature Properties) wpisz nową nazwę w polu Feature Name.


            Aby ustalić aktywność jednego z zestawów geometrycznych, wykonaj polecenie Define In Work Object dostępne z jego menu kontekstowego.

          
        

      
    


    W omawianym tu przykładzie kontury Sketch.1 i Sketch.2 zostały zdefiniowane w dwóch różnych zestawach geometrycznych. W pierwszym z nich (Geometrical Set.1) zostaną zdefiniowane wszystkie elementy geometryczne konieczne do konstrukcji głównej powierz­chni obrotowej modelowanej części. Zestaw drugi (Geometrical Set.2) będzie zawierał wszystkie elementy konstrukcyjne konieczne do definicji powierzchni wybrania.


    Dla tak przygotowanych konturów procedura tworzenia modelu powierzchniowego mogłaby być następująca:


    1. Definicja powierzchni obrotowej (rysunek 2.4):


    a. Obrót konturu Sketch.1 dookoła osi — polecenie Revolute,


    b. Zaokrąglenie górnej krawędzi powierzchni Revolute.1 — polecenie EdgeFillet.
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    Rysunek 2.4. Definicja powierzchni obrotowej


    2. Zanim przejdziemy do kolejnego etapu, proponuję zastanowić się nad tym, jak powiązać 
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