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    Wstęp


    Wokół matematyki szkolnej narosło wiele nieporozumień. Większość z nas uważa ją za przedmiot, na którym uczniowie zmuszeni są zapamiętywać sztuczne definicje, twierdzenia, reguły i wzory, wykonywać skomplikowane obliczenia i rozwiązywać niełatwe zadania według podanych schematów.


    Taka opinia jest wynikiem smutnych doświadczeń szkolnych. Dla wielu z nas matematyka była przedmiotem niezrozumiałym, mieliśmy z nią problemy; teraz problemy z matematyką mają nasze dzieci.


    Tymczasem tak być nie musi. Mimo że matematyka nie jest łatwa, można ją skutecznie przybliżyć dzieciom — pod warunkiem, że nawiążemy do doświadczenia dziecka, pozwolimy mu posługiwać się potocznym językiem, a przede wszystkim będziemy odwoływać się do zdrowego rozsądku.


    I o tym właśnie jest ta książka. Chociaż adresuję ją głównie do rodziców, którzy mają dzieci w szkole podstawowej lub gimnazjum i chcą im pomóc w zrozumieniu matematyki, książka może przydać się wszystkim szukającym pomysłów na nauczanie.


    Do napisania książki zachęcił mnie Witold Szwajkowski, któremu w tym miejscu dziękuję.


    Danuta Zaremba

  


  
    Rozdział 1. Zrozumieć dziecko


    Zrozumieć dziecko, aby być przez niego zrozumianym


    1.1. Co nieostre, to tępe, czyli logika dziecięca


    Z życia klasy


    Zacznę od przytoczenia historyjki, którą często opowiadam. Brzmi jak anegdota, ale wydarzyła się naprawdę. Było to na lekcji języka polskiego w czwartej klasie jednej z wrocławskich szkół podstawowych podczas wystawiania ocen na półrocze. Nauczycielka była raczej łagodna, stąd oceny były niezłe. Patrząc na stopnie wpisane do dziennika, nauczycielka zaczęła się głośno zastanawiać, dlaczego uczniowie mają u niej oceny znacznie lepsze niż u innych nauczycieli. Jeden z uczniów, Piotrek, od razu znalazł wyjaśnienie: To dlatego, że Pani nie jest ostra tak jak inni — Pani jest tępa!


    Klasa zamarła, a Piotrek zdał sobie sprawę z popełnionej gafy. Na szczęście nauczycielka właściwie odebrała słowa ucznia i — zamiast się obrazić — szczerze się ubawiła, o czym wiem od niej samej. Była to nauczycielka z prawdziwego zdarzenia, rozumiejąca swoich uczniów. Zdawała sobie sprawę z tego, że Piotrek, należący do tych uczniów, którzy szybciej mówią niż myślą, instynktownie kierował się logiką: skoro nie ostre, to tępe.


    Tymczasem nauczyciele często traktują podobne wypowiedzi dosłownie, czują się dotknięci i konflikt gotowy. A wystarczyłoby trochę refleksji, by właściwie odczytać intencje ucznia.


    Dziecko myśli logicznie, jest konsekwentne w swoim rozumowaniu. Czasami dochodzi do wniosków, które nas zaskakują i wydają się fałszywe. Skąd się biorą? Otóż dziecko często przyjmuje swoje własne założenia, o których nie zawsze wiemy. Podam parę przykładów ze swojego doświadczenia nauczycielskiego.


    O punktach większych i mniejszych, grubej prostej i czterech połówkach koła


    Pamiętam, jak kiedyś rozmawiałam o matematyce z pewnym piątoklasistą. Podczas dyskusji o zadaniu z geometrii pojawiło się pojęcie punktu. Chciałam sprawdzić, jak je uczeń rozumie, więc narysowałam odcinek i zapytałam podchwytliwie, ile jest w nim punktów. Chłopiec popatrzył uważnie na odcinek, zmarszczył czoło, coś mierzył i szacował, a potem odpowiedział z przekonaniem, że „jakieś tysiąc”. Zastanawiałam się, jak zareagować, a wtedy usłyszałam, że punktów mogłoby być jeszcze więcej, gdyby były bardzo małe…


    Może Państwo pamiętacie z własnej edukacji, że punkt to jest „coś, co nie ma wymiaru”. Pojęcie punktu jest czysto abstrakcyjne, punkty (te rozważane w geometrii) nie istnieją w naszej rzeczywistości, nie można ich narysować, a zaznaczenie punktu na papierze czy tablicy jest tylko umowną ilustracją tego pojęcia. Punkty, które rysujemy, są grubsze lub cieńsze — w zależności od sytuacji, którą chcemy zilustrować, a także od ołówka czy kredy, których używamy. Tymczasem dziecko odczytuje rysunek tak, jak go widzi, identyfikując punkt z narysowaną kropką. Jest oczywiste, że kropka ta ma pewne wymiary, może być większa lub mniejsza. Nie może być tylko zbyt duża, jeżeli ma być punktem — tak uważają dzieci.


    Dzieci, nawet starsze, traktują rzeczy i zjawiska dosłownie. Przypomina mi się moja lekcja geometrii przestrzennej w ósmej klasie szkoły podstawowej (sprzed reformy). Rozważaliśmy sytuację, w której dana jest płaszczyzna oraz prosta do niej równoległa:
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    Zapytałam, ile jest płaszczyzn przechodzących przez daną prostą i równoległych do danej płaszczyzny. Chciałam sytuację zilustrować, więc wzięłam długopis (miał reprezentować prostą) i ustawiłam go równolegle do blatu stołu (płaszczyzna). Kasia nie miała wątpliwości: dwie! Odpowiedź zaskoczyła mnie, ale zrozumiałam, skąd się wzięła: jedna płaszczyzna pod długopisem, druga nad…


    Nic dziwnego, model prostej był zbyt „gruby”, aby mógł skutecznie reprezentować prostą. Chciałam dobrze, a wyszło nieoczekiwanie. Trzeba przyznać, że inni uczniowie nie byli tak dosłowni i rozumieli umowność sytuacji. W każdym razie trzeba było podyskutować na temat pojęć geometrycznych.


    Pamiętam też pewnego czwartoklasistę, który „dzielił koło na cztery połowy”. Narysował jedną średnicę, która podzieliła koło na dwie połowy, po czym dorysował średnicę prostopadłą, otrzymując tym razem również podział na dwie połowy (oczywiście inne). Podsumowując, stwierdził, że narysowane średnice dzielą koło na cztery połowy. Czyż mówił nieprawdę?


    Dowolny — czyli jaki?


    Nieporozumienia zdarzają się nie tylko w geometrii. W algebrze przekształcamy wyrażenia z literami. Przykładowo zamiast a – (b + c) możemy napisać a – b – c. Dlaczego? Bo dla dowolnych liczb podstawionych w miejsce a, b, c zachodzi równość a – (b + c) = a – b – c. Pytałam kiedyś uczniów, jak ją uzasadnić. Usłyszałam: podstawić za a, b, c jakieś konkretne liczby i sprawdzić.


    Oczywiście w ten sposób pokażemy tylko, że równość jest prawdziwa dla tych liczb, które podstawimy; nie dowiedziemy, że jest prawdziwa w całej swojej ogólności. Sprawdzając równość dla pewnych liczb, nie możemy wywnioskować, że jest prawdziwa dla pozostałych.


    Uczniowie jednak rozumieją przymiotnik „dowolny” po swojemu, zgodnie ze swoim doświadczeniem życiowym. Na co dzień „dowolny” znaczy: taki, jaki chcę, zależny od mojej woli. Jeśli zatem liczby mają być dowolne, mogę je wybrać.


    Trzeba czasu, aby uczeń zrozumiał, że „dowolny” w matematyce oznacza to samo, co „każdy”. Określenie: „dla dowolnych” znaczy: „dla wszystkich”, a nie tylko dla wybranych.


    Im lepiej zrozumiemy ucznia, tym lepiej potrafimy się z nim porozumieć i tym skuteczniej pomóc mu w przezwyciężaniu trudności, jakie niesie matematyka. Rozumienie ucznia, a przynajmniej nieustanne podejmowanie starań w tym kierunku, jest niezbędnym warunkiem dobrego nauczania. Nie wystarczy, że przygotowując się do lekcji, nauczyciel opracuje dany temat w sposób, który jemu wydaje się właściwy. Narzucanie uczniom z góry ustalonego sposobu podejścia do problemu często odnosi skutek inny od zamierzonego. Uczniowie szybko tracą wątek, przestają rozumieć istotę zagadnienia i skupiają się wyłącznie na zapamiętaniu wytycznych nauczyciela. Naśladują pokazany sposób rozwiązywania zadań, przez jakiś czas radzą sobie z typowymi zadaniami, ale po pewnym czasie wszystko zapominają. Na dodatek, przyzwyczajeni do bezmyślnego stosowania reguł i wzorów, zatracają zdolność posługiwania się zdrowym rozsądkiem i nie próbują samodzielnie rozwiązywać nawet prostych problemów. Stąd rodzą się kłopoty z matematyką. Nieporozumienia na linii nauczyciel – uczeń powodują, że trzeba nie tylko uzupełniać, ale często także prostować edukację szkolną naszych dzieci.


    1.2. Dlaczego sześcian nie jest sześcianem, czyli o problemach językowych


    Logiczne dzieci kontra nielogiczne nazwy


    Do dziś pamiętam swoją dawną lekcję geometrii w klasie czwartej. Mówiliśmy o prostopadłościanach i sześcianach. W pewnym momencie wzięłam do ręki wysokie prostopadłościenne pudełko o małej podstawie i zapytałam, jak się nazywa taka bryła. Usłyszałam chóralną odpowiedź: sześcian! Zaskoczyło mnie to, ponieważ wydawało mi się, że pojęcia sześcianu i prostopadłościanu są proste i nie powinno być wątpliwości z rozpoznaniem, czy dany prostopadłościan jest sześcianem, czy nie. Zapytałam więc uczniów, skąd się wzięła ich odpowiedź. Teraz oni się zdziwili: Jak to? Przecież pudełko ma sześć ścian! Wszystko stało się jasne, uświadomiłam sobie, jak logiczne są dzieci i jak nielogiczne bywają nazwy. Czworościan, pięciościan, siedmiościan itd. oznaczają bryły o odpowiednio wielu ścianach, ale nie wymagamy, aby te ściany były takie same. Dlaczego w przypadku sześcianu ma być inaczej?


    Musiałam uczniom wytłumaczyć, że przyjęto definicję, w myśl której sześcianem nazywa się prostopadłościan o jednakowych ścianach. Nic nie poradzimy, że jest to definicja niezbyt fortunna. My, dorośli, już się z nią oswoiliśmy i nie protestujemy. Natomiast moi uczniowie chcieli zaprotestować. Dowiedziawszy się, że wszystkie ściany sześcianu są kwadratami, zaproponowali, aby nazwać go kwadratościanem. Przyznając im rację, musiałam jednocześnie ich przekonać, że nazwa „sześcian” już tak się przyjęła, że nie potrafimy jej zmienić.


    Nie jest to jedyna niekonsekwencja w nazewnictwie. Wśród liczb większych od 1 wyróżniamy te, które mają dokładnie dwa dzielniki: dzielą się bez reszty tylko przez 1 i przez siebie. Liczby te noszą nazwę liczb pierwszych[1]. Natomiast pozostałe liczby, tzn. te, które mają co najmniej trzy dzielniki, nazywamy złożonymi. Są więc liczby pierwsze i złożone, a nie pierwsze i drugie.


    Wśród kątów wyróżniamy rozwarte i ostre, a tymczasem wydawać by się mogło, że rozwartość jest cechą przysługującą wszystkim kątom; wszystkie kąty są w pewnym sensie rozwarte, jedne mniej, a inne bardziej. Tymczasem w matematyce rozwarte są tylko kąty większe od kąta prostego.


    Czy chusteczka ma wierzchołki?


    Niektóre nazwy, np. wysokość, są zaczerpnięte z życia codziennego. Każdy wie, co to jest wysokość góry, szafy czy człowieka. Z tego powodu dziecko nie ma problemu ze wskazaniem wysokości ostrosłupa czy graniastosłupa, żadna formalna definicja wysokości nie jest do tego potrzebna. Inaczej jest z wysokością trójkąta. Z życiowego punktu widzenia przypisywanie wysokości figurom płaskim jest nienaturalne; wysokość w znaczeniu potocznym przysługuje przedmiotom stojącym. Zdając sobie z tego sprawę, warto zadbać o odpowiednie pokazanie uczniom wysokości trójkąta — proponuję trójkąt wyciąć i „postawić”.


    Inny termin matematyczny, wierzchołek, jest również używany na co dzień. Mówimy o wierzchołku piramidy czy góry. Czy można się więc dziwić, że uczniowie nie od razu przyzwyczajają się do wierzchołków wielokąta? Przecież każdy widzi, że wielokąt ma rogi, tak jak ta chusteczka haftowana...[2]


    Podobnie jest z wierzchołkami brył. Dziecko w sposób spontaniczny wskaże wierzchołek stojącego ostrosłupa czy stożka, ale pogodzenie się z wierzchołkami prostopadłościanu wymaga pewnego treningu.


    Uczniowie nie od razu akceptują umowę, że w matematyce wielokąty, a więc w szczególności prostokąty, mają boki, a nie krawędzie. W rozumieniu potocznym prostokątny blat stołu ma właśnie krawędzie, podczas gdy boki są elementami raczej obiektów przestrzennych, np. szafy czy człowieka.


    W matematyce mówimy o długości odcinka. W życiu codziennym długość odcinka może stać się jego szerokością lub wysokością, w zależności od położenia odcinka. Przykładowo komoda ma szerokość, głębokość i wysokość, a każdą z tych trzech wielkości otrzymujemy, mierząc długość odpowiedniego odcinka.


    Wszystko to nie przeszkadza w uczeniu się matematyki; po jakimś czasie uczeń przyzwyczai się do terminologii matematycznej. Trzeba ją tylko dawkować z umiarem i tylko wtedy, kiedy trzeba.


    Przykładowo nauki ułamków nie zaczynajmy od wprowadzenia nazw „licznik” i „mianownik”. We wstępnych działaniach na ułamkach nie są one potrzebne, a skierowanie wysiłku na zapamiętanie tych trudnych dla początkującego nazw może wręcz przeszkadzać w oswajaniu się ucznia z ułamkami.


    Nic się nie stanie, jeżeli zamiast określenia „figury przystające” uczeń powie „figury jednakowe” lub „równe”. Takie określenia są dla dziecka bardziej zrozumiałe, używa ich na co dzień.


    Pamiętajmy, że trzeba czasu i naszej cierpliwości, aby uczniowie przywykli do nowych dla nich terminów. Bądźmy wyrozumiali. Niełatwo zapamiętać, że iloraz jest wynikiem dzielenia (a nie mnożenia), w dodawaniu występują składniki, w mnożeniu czynniki, a potęga ma podstawę i wykładnik.


    Miejmy świadomość, że terminologia nie jest najistotniejsza w samym procesie pojmowania matematyki, natomiast jest potrzebna do formułowania własności pojęć i opisywania związków między nimi.


    1.3. Dlaczego [image: ], czyli matematyka na miarę ucznia


    O czekoladzie i regułach


    Zacznę od opisu lekcji matematyki w klasie trzeciej szkoły podstawowej, którą kiedyś oglądałam. Tematem lekcji było porównywanie prostych ułamków: [image: 1n4], [image: 2n4] i [image: 3n4] oraz [image: ], [image: ] i [image: ]. Zaczęło się bardzo ładnie, była mowa o podziałach tabliczki czekolady, a ułamki były przedstawione na plakacie przypiętym do tablicy. Dzieci bez najmniejszego kłopotu ustawiały ułamki każdej z dwóch trójek w kolejności rosnącej lub malejącej. Problemy zaczęły się wtedy, kiedy nauczycielka chciała doprowadzić do sformułowania reguł porównywania ułamków o tym samym mianowniku (pierwsza trójka) i ułamków o tym samym liczniku (druga trójka). Zachęcała dzieci do wypowiedzi, próbowała naprowadzać, podpowiadała, ale nic z tego nie wychodziło. Mali uczniowie, w sposób widoczny darzący sympatią swoją panią, bardzo chcieli sprostać oczekiwaniom, ale przekraczało to ich możliwości. Przede wszystkim nie mogli zrozumieć, czego jeszcze się od nich żąda. Przecież już powiedzieli, że im więcej czwartych części weźmiemy, tym więcej mamy, a dzieląc na dwie równe części, otrzymujemy części większe niż przy podziale na trzy, a te z kolei są większe niż części otrzymane przy podziale na cztery. Wszyscy to rozumieli, odczytywali sytuację z rysunku.


    I na tym należało poprzestać, bo reguły w rodzaju:


    Z dwóch ułamków o jednakowych mianownikach większy jest ten, który ma większy licznik, a z dwóch ułamków o jednakowych licznikach większy jest ten, który ma mniejszy mianownik.


    nie są absolutnie na miarę trzecioklasisty. Posługiwanie się licznikiem i mianownikiem jest jeszcze zbyt abstrakcyjne. Wystarczy, że uczniowie kojarzą ułamki z wynikiem odpowiedniego podziału.


    Ucząc, powinniśmy sobie zdawać sprawę z możliwości percepcji naszych podopiecznych. Wykraczanie poza te możliwości ma fatalne skutki. Nie rozumiejąc, co dzieje się na lekcjach, uczniowie mechanicznie naśladują to, co pokazuje nauczyciel. W konsekwencji nabierają przeświadczenia, że matematyka musi być niezrozumiała.


    Odłóżmy iks na później


    Podobnie abstrakcyjne w początkowych klasach jest rozwiązywanie równań. Trzecioklasista potrafi znajdować niewiadomą w równościach 12 + ? = 19, 20 – ? = 13, ale nie dorósł jeszcze do przekształcania wyrażeń z „iksem”. Wprowadzając zbyt wcześnie oznaczenia literowe, można spowodować, że uczeń bezmyślnie nauczy się pewnych reguł, a z tego nigdy nic dobrego nie wynika. Na początkowym etapie nauczania równania wcale nie są potrzebne do rozwiązywania zadań. Zadania typu:


    
      	Do pustej skarbonki Marcin wrzucił wczoraj 5 zł, a dzisiaj dorzucił jeszcze 7 zł. Ile pieniędzy jest w skarbonce Marcina?


      	W skarbonce Zosi jest 19 zł. Zosia ma zamiar wyjąć z niej pewną kwotę, ale tak, aby w skarbonce zostało 6 zł. Ile pieniędzy może wyjąć Zosia ze skarbonki?

    


    rozwiązujemy w sposób naturalny, wykonując odpowiednie działania na podanych liczbach. W pierwszym zadaniu jest jasne, że szukana kwota jest sumą obu podanych liczb. W drugim zadaniu kwota w skarbonce Zosi, tzn. 19 zł, będzie sumą 6 zł i kwoty, którą Zosia wyjmie. Zatem trzeba wykonać działanie 19 – 6.


    Zadanie typu:


    
      	Paweł ma o 5 zł więcej niż Piotr, a razem mają 15 zł. Ile złotych ma każdy z chłopców?

    


    również rozwiążemy bez równań. Wystarczy zauważyć, że gdyby zabrać Pawłowi te 5 zł przewagi finansowej, to obaj chłopcy mieliby tyle samo, a w sumie mieliby 10 zł. Stąd wynika, że Piotr ma 5 zł, a Paweł 10 zł.


    Jeśli trzeba, można posłużyć się schematem:


    [image: ]


    Podobny schemat można zastosować w zadaniu:


    
      	Barbara jest 2 razy starsza od Marii, a razem mają 57 lat. Ile lat ma Maria?

    


    Rozwiązujemy:


    [image: ]


    skąd liczba lat Marii jest jedną trzecią z 57 i trzeba wykonać dzielenie 57 : 3.


    Nie myślmy, że rozwiązanie zadania będzie „bardziej matematyczne”, jeżeli pojawi się w nim równanie. Przeciwnie, w matematyce liczy się prostota: im mniejsze środki zastosujemy do rozwiązania zadania, tym lepiej.


    Twierdzenie to nie wierszyk do zapamiętania


    Dostosowanie nauczania do możliwości naszych uczniów ma kolosalne znaczenie, jest to kwestia „rozumieć lub nie rozumieć”.


    Pamiętam, jak na samym początku swojej pracy nauczycielskiej miałam lekcje z grupą uczniów, którzy czasowo przebywali w szpitalu rehabilitacyjnym i tam się uczyli. Wszyscy poznali już w swoich szkołach twierdzenie Pitagorasa. Okazało się jednak, że mieli niesamowite trudności w sformułowaniu tego twierdzenia. Zdanie „w trójkącie prostokątnym kwadrat przeciwprostokątnej jest równy sumie kwadratów przyprostokątnych” było nie do wypowiedzenia. Wszelkie próby pokazywały, że uczniowie nie rozumieją, co mówią. Usiłowałam pomagać, zmarnowaliśmy dużo czasu, a skutek był mizerny. Pojęłam, że traktują sformułowanie twierdzenia jak wierszyk, którego trzeba się nauczyć na pamięć, niekoniecznie rozumiejąc, o co w nim chodzi.


    Taka sytuacja jest dosyć częsta na lekcjach matematyki. Nauczyciel narzuca sformułowanie, do którego uczniowie jeszcze nie dorośli, zamiast skoncentrować się na ćwiczeniach umożliwiających uczniom zrozumienie istoty rzeczy i pozwolić im własnymi słowami wyrażać zauważone prawidłowości. Nie szkodzi, że na początku będą je formułować niezgrabnie i rozwlekle. Będą jednak mówić ze zrozumieniem. Po pewnym czasie wrócimy do tematu i będziemy doskonalić sformułowania, zawsze jednak stopniowo i dbając o to, aby uczniowie nie przestali rozumieć, co się mówi.


    1.4. Czy 23 jest równe 6, czyli uczeń ma prawo do błędu


    Jak rodzi się błąd


    Ten tytułowy błąd zdarza się bardzo często, nie ma chyba nauczyciela, który się z nim nie zetknął. Jak wiemy, 23 = 2 · 2 · 2 = 8. Na lekcji wprowadzającej potęgowanie uczniowie obliczają na ogół bezbłędnie, bo korzystają z definicji i zapisują potęgowanie jako iloczyn z powtarzającym się czynnikiem. Wydaje się, że zrozumieli to działanie. Tymczasem, za jakiś czas, możemy usłyszeć, że 23 = 6. Dlaczego?


    Prześledźmy, jak może rodzić się błąd: dwa do trzeciej to iloczyn trzech czynników, z których każdy jest równy dwa, czyli dwa jest trzy razy wzięte, skąd mamy trzy razy dwa, czyli 6. Może uczeń pomyślał właśnie tak, a może jakoś inaczej. Może po prostu pamiętał, że w potęgowaniu występuje mnożenie, i pomnożył dwie liczby, które widział. W każdym razie zidentyfikował 23 z 2 · 3.


    Jak zareagować? Jedyny sposób to powrót do definicji. Wtedy uczeń sam sprostuje swój błąd. Nie mamy jednak gwarancji, że za jakiś czas tego rodzaju błąd znowu się nie pojawi. Wtedy znowu wrócimy do definicji potęgowania.


    Gdy chcemy zapobiec powtarzaniu błędu, można zwrócić uczniom uwagę, że gdyby potęgowanie pokrywało się z mnożeniem, to nie byłoby sensu go wprowadzać. Po co stwarzać różne symbole dla tego samego działania?


    Na lekcjach matematyki, a także w życiu codziennym często posługujemy się określeniem: jedna liczba jest o ileś większa (lub mniejsza) od drugiej, np.


    
      	10 jest o 2 większe od 8 (bo 10 = 8 + 2),


      	7 jest o 3 mniejsze od 10 (bo 7 = 10 – 3).

    


    Zwiększanie i zmniejszanie o liczbę oznacza dodanie lub odjęcie tejże liczby. Wydawać by się mogło, że jest to określenie jednoznaczne. Tak jednak nie jest. Dwuznaczność powstaje, kiedy zwiększamy lub zmniejszamy nie o liczbę całkowitą, ale o ułamek. Jak rozumieć zwiększanie liczby o jedną trzecią? Formalnie rzecz biorąc, trzeba by do danej liczby dodać ułamek [image: ]. Tymczasem na ogół interpretujemy to inaczej. Mówiąc, że w nowym miejscu pracy nasze zarobki będą o [image: ] większe, odnosimy ten ułamek do dotychczasowych zarobków: nasze dotychczasowe zarobki zwiększą się o ich jedną trzecią.


    Taka niejednoznaczność może powodować pewne zamieszanie w umyśle dziecka i przyczyniać się do błędów. Korygujmy je cierpliwie. Trzeba czasu, aby uczniowie przywykli do przyjętej umowy.


    Obowiązuje ona w przypadku każdego ułamka, więc także w przypadku procentów. Zwiększając lub zmniejszając liczbę o 45%, mamy na myśli 45% danej liczby. Tak samo jest nawet wtedy, kiedy procent nie jest częścią liczby, np. zwiększając liczbę o 160%, dodajemy do liczby jej 160%.


    Uczniowie nagminnie mylą się, kiedy zapisują symbolicznie, że jedna liczba jest o ileś większa (lub mniejsza) od drugiej. Własność „x jest o 1 większe od y” zapisują: x + 1 = y. Błąd ten można wytłumaczyć, uczeń po prostu stawia symbole w takiej kolejności, w jakiej je słyszy. Jak przekonać go o błędzie? Możemy zasugerować, aby popatrzył na napisaną równość i wydedukował z niej, która z liczb, x czy y, jest większa. Oczywiście większa jest liczba y, bo jest równa liczbie x powiększonej o 1.


    Jest jasne, że zwiększenie liczby o 10, a następnie zwiększenie wyniku też o 10 jest tym samym, co jednorazowe zwiększenie liczby początkowej o 20. Uczniowie często stosują analogiczne prawo do procentów, a tymczasem dwukrotna podwyżka ceny o 10% nie jest tym samym, co jednorazowa podwyżka o 20%. Trzeba, aby uczeń zobaczył, że to drugie 10% jest liczone od innej (większej) kwoty niż pierwsze.


    O trzy razy więcej to cztery razy więcej


    Okazje do błędów stwarzają także operacje zwiększania i zmniejszania liczby ileś razy. Jak wiadomo, działania te polegają na mnożeniu lub dzieleniu liczby przez inną liczbę, np.


    
      	10 jest 2 razy większe od 5 (bo 10 = 2 · 5),


      	10 jest 3 razy mniejsze od 30 (bo 10 = 30 : 3).

    


    Uczniowie czasami mylą się w interpretacji zwiększania liczby ileś razy. Pamiętam, jak jedna z moich uczennic, mając zwiększyć dany odcinek 2 razy, odmierzyła ten odcinek cyrklem na prostej, a następnie dołączyła do niego jeszcze dwa takie odcinki. Powiedziała, że zwiększyła odcinek „o 2 razy”.


    Określenie „zwiększyć o ileś razy” łączy mnożenie z dodawaniem. W tym sensie 15 jest o 2 razy większe od 5, bo 15 = 5 + 2 · 5. Takiego określenia nie ma jednak w matematyce, bo jest niepotrzebne. Porównując 15 i 5, powiemy, że 15 jest 3 razy większe od 5.


    Uczennica w istocie zwiększyła odcinek 3 razy. Trzeba było jej wytłumaczyć, że zwiększając odcinek 2 razy, „na pierwszy raz” odmierzamy dany odcinek, a na „drugi raz” ten odcinek powtarzamy.


    Kiedy zapytamy, jak zmieni się pole prostokąta, jeżeli każdy bok zwiększymy (zmniejszymy) 3 razy, bądźmy przygotowani na spontaniczną odpowiedź: zwiększy (zmniejszy) się 3 razy. Jak wyprowadzić ucznia z błędu? Najlepiej chyba przedstawić sytuację na rysunku:


    [image: 01_02]


    Na każdy błąd trzeba zareagować, przy czym nie chodzi o to, aby jakoś karać ucznia, np. podając w wątpliwość jego kwalifikacje umysłowe. Trzeba w miarę możności odkryć źródło błędu i postarać się tak pokierować uczniem, aby sam zrozumiał błąd i go naprawił.


    1.5. Uczeń w akcji, czyli o odkrywaniu na lekcjach matematyki


    Pozwólmy eksperymentować i odkrywać


    Chociaż nie znamy niezawodnego przepisu na skuteczne nauczanie matematyki, potrafimy sformułować pewne ogólne zasady dobrego nauczania. Najważniejsza z nich mówi, aby pozwolić podopiecznym odkrywać matematykę. Chodzi o to, by stwarzać sytuacje umożliwiające uczniom dochodzenie do nowych pojęć, własności czy algorytmów w trakcie rozwiązywania problemów stawianych przez nauczyciela i pod jego kierunkiem. Bazując na własnym doświadczeniu i własnych skojarzeniach, wsparci radami nauczyciela, uczniowie podejmują rozmaite działania, w wyniku których próbują znaleźć odpowiedź na stawiane im pytania. Im uczniowie młodsi, tym bardziej ich działania są konkretne. Często są to czynności manualne wykonywane na modelach obrazujących daną sytuację matematyczną.


    Dobrym przykładem takiej właśnie pracy z uczniami mogą być początkowe ćwiczenia z ułamkami. Spróbuję je teraz pokrótce omówić, wracając jeszcze do tematu ułamków w rozdzial 3.


    W matematyce ułamki są liczbami, natomiast w sytuacjach życia codziennego są one zawsze częścią czegoś. W edukacji również zaczynamy od pojęcia ułamka jako części. Chcemy, aby ułamek kojarzył się z podziałem na określoną liczbę równych części i wzięciem tylu z nich, ile trzeba. Takie podejście jest zrozumiałe dla dziecka, umożliwia kierowanie się intuicją i odkrywanie praw rządzących ułamkami. Zdobyta w ten sposób wiedza jest trwała, a umiejętności niezawodne. Uczeń nie musi uczyć się podanych reguł, nie musi polegać na swojej, czasami zawodzącej, pamięci. Wie, co trzeba w danym wypadku zrobić, bo doszedł do tego na drodze eksperymentu.


    Na początku najlepiej wyobrażać sobie ułamki jako wycinki koła:


    [image: 01_03]


    Wycinki kołowe odpowiadają ułamkom w sposób jednoznaczny. Wycinek kołowy o ustalonym kącie jest zawsze tym samym ułamkiem, niezależnie od wielkości koła, z którego został wycięty. Natomiast ustalony prostokąt może reprezentować różne ułamki, zależnie od wielkości prostokąta, którego ma być częścią:


    [image: 01_04]


    Wycinamy, układamy i widzimy


    Operując wycinkami koła, uczeń ma szanse dostrzegać relacje między ułamkami, a także znajdować wyniki prostych działań na ułamkach. W początkowych ćwiczeniach modele ułamków są nie do przecenienia.


    Modele łatwo zrobić z papieru. Wycinając papierowe koła i dzieląc je na równe części (zob. rozdział 3.1.), uczeń zapoznaje się z pojęciem ułamka. Trzeba też mieć koła niepodzielone, reprezentujące całości.


    Informując ucznia, że jedną z dwóch równych części nazywamy krótko jedną drugą, jedną z trzech równych części nazywamy jedną trzecią itd., poćwiczmy rozumienie tych nazw.


    
      	Pokaż jedną szóstą, weź do ręki dwie piąte.


      	Jaki ułamek mam w ręce?

    


    Nie ucząc jeszcze symbolicznego zapisywania ułamków, ćwiczymy manipulowanie modelami.


    
      	Ułóż koło z części piątych, a następnie wyjmij z niego trzy piąte. Ile piątych zostało?


      	Do pięciu szóstych dołącz jedną szóstą. Co otrzymasz?


      	Dwaj bracia zamówili pizzę na spółkę. Starszy brat zjadł połowę pizzy, a młodszy jedną czwartą. Zilustruj sytuację papierowymi ułamkami i zobacz, jaka część pizzy została na talerzu.

    


    Informując o sposobie zapisywania ułamków za pomocą kreski ułamkowej, nie wprowadzajmy jeszcze nazw „licznik” i „mianownik”. Na razie nie ma powodu do posługiwania się tymi terminami, a lepiej niepotrzebnie nie obciążać pamięci ucznia w momencie zapoznawania go z pojęciem ułamka. Zadbajmy natomiast o to, aby uczeń kojarzył zapis ułamka z odpowiednią częścią koła — temu służy kolejne ćwiczenie.


    
      	Odczytaj ułamki [image: ], [image: ], [image: ], [image: ], [image: ], jednocześnie wyszukując odpowiadające im części kół.

    


    Modele przydają się do porównywania ułamków pod względem wielkości. Uczniom, szczególnie tym, którzy nie mieli okazji do manipulowania modelami ułamków, zdarza się bezmyślnie stwierdzić, że [image: ], bo 6 > 5 . Dlatego ważne jest, aby uczeń zobaczył, jak te ułamki powstają. Wtedy zauważy, że dzieląc na 6 (równych) części, otrzymujemy części mniejsze niż przy podziale na 5 części. Ogólnie: im więcej części w podziale, tym są one drobniejsze. Nie wymagajmy żadnych reguł porównywania.


    Już na początku warto zadbać, żeby uczeń dostrzegł, że różne ułamki mogą określać tę samą wielkość. Na etapie modeli ułamek [image: ] można ułożyć z dwóch ułamków [image: ], a [image: ] można zastąpić przez [image: ].


    Operowanie wycinkami kołowymi pomaga zamieniać ułamki o licznikach większych od mianownika na tzw. liczby mieszane i odwrotnie. Uczeń zauważy, że z [image: ] można ułożyć 1 całe koło i zostają jeszcze [image: ], więc [image: ] to 1 całość i [image: ], czyli [image: ].


    Odwrotnie, układając [image: ] z wycinków obrazujących ułamek [image: ], uczeń potrafi uzupełnić równość [image: ], rozumując tak: w jednym kole są 4 części czwarte, w dwóch kołach jest ich 2 razy więcej, czyli 8, a do tego dochodzi jeszcze jedna czwarta „luzem”.


    Jest to bardzo dobre rozumowanie, pozwalające odpowiadać na podobne pytania już bez posługiwania się modelami ułamków. Nie starajmy się formułować żadnych reguł; z czasem same „przyjdą”.


    Modele ułamków pomagają również w dodawaniu i odejmowaniu prostych ułamków.


    Ilustrując dodawanie [image: ], uczeń weźmie 1 koło i 4 wycinki reprezentujące [image: ] i dołączy do tego jeszcze 3 takie wycinki. W rezultacie otrzyma 2 całe koła oraz 2 wycinki [image: ], czyli [image: ].


    A jak wykonać na modelach odejmowanie [image: ]? Jak, mając 1 całe koło i wycinek reprezentujący [image: ], usunąć [image: ]? Jeżeli uczniowie zamienią koło na trzy wycinki [image: ], odejmowanie stanie się fizycznie wykonalne. Niektórzy uczniowie jeszcze przed tą zamianą odejmą ułamek [image: ] od [image: ], a wtedy zostanie do wykonania odejmowanie [image: ].


    Po pewnym czasie, na ogół krótkim lub nawet bardzo krótkim, modele przestają być potrzebne. Oznacza to, że spełniły swoją rolę. Pomogły uczniom w poznaniu mechanizmów rządzących ułamkami i nauczyły ich rozumowania. Są to dobre podstawy do dalszej nauki ułamków.


    


    
      
        [1] Przykładowo do liczb pierwszych należą 5 i 23; liczb pierwszych jest niekończenie wiele.

      


      
        [2] Z dziecięcej piosenki: „Mam chusteczkę haftowaną, co ma cztery rogi”.

      

    

  


  
    Rozdział 2. Uczymy rachunków


    Nie kształcimy rachmistrzów; są maszyny wykonujące szybko i nieomylnie skomplikowane rachunki. Jednak pewna orientacja w obliczeniach i relacjach między liczbami jest każdemu potrzebna. Orientacja ta będzie tym lepsza, im bardziej rozumnie będziemy uczyć rachunków. W obliczeniach zawsze jest miejsce na włączenie myślenia. Warto zastanowić się nad tym, co i jak można uprościć, aby możliwie szybko i bez dużego wysiłku dojść do celu.


    Oczywiście najważniejsza jest umiejętność dobierania obliczeń, które pozwalają rozwiązać stawiane zadania.


    2.1. Cyfry, liczby, system dziesiętny i rzymski


    Liczby naturalne — z zerem lub bez zera


    Liczby 1, 2, 3, …, a więc liczby służące na co dzień do liczenia przedmiotów, matematycy nazywają liczbami naturalnymi. Czasami do liczb naturalnych zalicza się także liczbę zero, jest to kwestia umowy. Wobec tego nie ma sensu oceniać, czy stwierdzenie „zero należy do liczb naturalnych” jest prawdziwe, czy fałszywe. Mówienie o liczbach naturalnych już na początku edukacji, kiedy na lekcjach matematyki nie wychodzi się poza zbiór liczb 0, 1, 2, …, nie ma racji bytu. Po co wprowadzać nazwy wyróżniające te liczby spośród innych, skoro żadnych innych uczniowie jeszcze nie znają?


    Kiedy rodzice mają tylko jedną córkę, mówią o niej „nasza córka”. Dopiero kiedy urodzi się im druga dziewczynka, pierwsza staje się „naszą starszą córką”. Podobnie z liczbami. Najpierw są po prostu liczby, a nazwa „liczby naturalne” nabiera sensu dopiero wtedy, kiedy do liczb zaliczymy także ułamki czy liczby ujemne.


    Zauważmy, że w życiu codziennym raczej nie używamy liczby zero. Zamiast mówić, że jest zero czegoś, mówimy, że tego czegoś nie ma. Przykładowo: Iksińscy nie mają dzieci (zamiast mają zero dzieci), na lekcji nikogo nie brakowało (zamiast było zero nieobecnych) itp. Natomiast w matematyce zero jest bardzo potrzebne, o czym uczeń stopniowo się przekonuje.


    Odróżniajmy cyfry od liczb


    Od samego początku edukacji trzeba podkreślać różnicę między liczbami i cyframi. Niektórzy dorośli, nawet wykształceni, miewają z tym kłopoty. Wcale nie tak rzadko można usłyszeć, że jakaś wielkość wyraża się ogromnymi cyframi. Tymczasem najogromniejsza cyfra to 9… Cyfry są to znaki graficzne, które służą do zapisu liczb. Pełnią one taką rolę w tworzeniu liczb, jak litery w tworzeniu słów. Przykładowo 725 to liczba utworzona z cyfr 7, 2 i 5. W systemie dziesiętnym (inaczej zwanym dziesiątkowym) jest dziesięć cyfr: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.


    Cyfra może oznaczać także liczbę, znaczenie zależy od kontekstu. I tak w zdaniu „pani Iksińska ma 7 kotów” 7 oznacza liczbę.


    Uczymy zapisywać cyframi liczby określone słownie, uczymy odczytywać i zapisywać słownie liczby dane za pomocą cyfr. To są umiejętności potrzebne każdemu człowiekowi. Warto je dobrze opanować, przy czym łatwiej ćwiczyć na mniejszych liczbach. Wprawdzie dzieci lubią używać nazwy „milion”, ale nie bardzo zdają sobie sprawę z wielkości tej liczby. Jeżeli nauczą się operować mniejszymi liczbami, w przyszłości poradzą sobie z milionami, jeżeli będzie do tego okazja.


    Słowne zapisywanie liczb nie jest łatwe, sprawia kłopoty natury ortograficznej. Aby im zapobiegać, wytłumaczmy, że piszemy pięćdziesiąt, bo to oznacza pięć dziesiątek, i dziewięćset, bo to dziewięć setek.


    Bardzo pomocne w nauce systemu dziesiętnego są zadania w rodzaju:


    
      	Podaj liczbę trzycyfrową, której cyfra setek jest większa (mniejsza) od sumy dwóch pozostałych cyfr.


      	Z cyfr 2, 4, 6, 8, używając każdej dokładnie raz, utwórz liczbę największą (najmniejszą).

    


    Rozwiązywanie takich zadań ugruntowuje pojęcia liczby i cyfry, uczy znaczenia pozycji cyfr w liczbie, a oprócz tego prowokuje do myślenia i uzasadniania, co jest bardzo ważne w nauczaniu matematyki.


    Warto też zapytać:


    
      	Ile jest liczb dwucyfrowych, których pierwszą cyfrą jest 5?


      	Ile jest liczb dwucyfrowych, których drugą cyfrą jest 5?


      	Ile jest wszystkich liczb dwucyfrowych?

    


    Odpowiedź na pierwsze pytanie jest nietrudna: liczby z pierwszą cyfrą 5 mogą mieć na drugim miejscu dowolną z dziesięciu cyfr, więc jest ich dziesięć.


    Odpowiadając na drugie z pytań, trzeba uważać na cyfrę 0, która nie może być pierwszą cyfrą liczby. Na pierwszym miejscu można więc umieścić jedną z cyfr od 1 do 9.


    Co do trzeciego pytania — liczby dwucyfrowe są kolejnymi liczbami od 10 do 99. Ile ich jest? Często spotyka się błędne odpowiedzi: 99 – 10, czyli 89. Tymczasem odejmując 99 – 10, liczymy liczby dopiero od 11, a nie od 10. Zatem do tej różnicy trzeba dodać 1. Poprawna odpowiedź to 90.


    Tego typu błąd jest dosyć powszechny, zatem musimy uważać. Jeżeli Iksiński ma zwolnienie z pracy od 14 do 17 marca (włącznie), to ma 4 dni zwolnienia (a nie 3).


    System rzymski w pigułce


    Chociaż na co dzień posługujemy się systemem dziesiętnym, czasem przydaje się znajomość rzymskiego sposobu zapisywania liczb. Cyfry rzymskie uczeń poznaje stopniowo, zaczynając od tych, które wystarczają do tworzenia małych liczb. Zatem najpierw I, V, X, potem L (pięćdziesiąt) i C (sto), a na końcu D (pięćset) i M (tysiąc). Najlepiej jest, kiedy dziecko może samodzielnie odkrywać zasady zapisywania liczb. Po zobaczeniu, jak zwiększanie i zmniejszanie liczby o 1 przekłada się na język symboli:


    V = 5, VI = 6, IV = 4


    i informacji, że X = 10, potrafi zapewne wpisać w miejsce znaków zapytania odpowiednie liczby:


    XI = ?, IX = ?


    Stąd tylko krok do reguły, że dopisanie do liczby symbolu I zwiększa ją lub zmniejsza o 1, zależnie od tego, czy dopisujemy z lewej, czy prawej strony.


    Taka sama zasada dotyczy dopisywania cyfr X i C, przy czym każdą z cyfr I, X i C można dopisywać z prawej strony co najwyżej trzy razy, a z lewej tylko raz. Nie piszemy więc IIX (co miałoby znaczyć 8), ale piszemy VIII, a zamiast pisać VIIII, piszemy IX. Liczbę 80 zapisujemy LXXX (a nie XXC), a 800 to DCCC (a nie CCM). Nie ma potrzeby powtarzania cyfry więcej niż 3 razy. System jest oszczędny: 30 zapisujemy jako XXX, ale 40 to już XL (pięćdziesiąt minus dziesięć). Podobnie 200 i 300 zapisujemy jako CC i CCC, ale 400 to już CD (pięćset minus sto).


    Cyfry V, L i D występują tylko pojedynczo, nie ma potrzeby pisać VV, LL czy DD, bo są przecież symbole X, C i M.


    Zasady wydają się dosyć skomplikowane, ale po pewnej ilości ćwiczeń nabywa się umiejętności posługiwania się systemem rzymskim w stopniu wystarczającym współczesnemu człowiekowi. Chodzi o to, aby można było odczytać rok powstania zwiedzanej budowli czy napisać po rzymsku numery miesięcy.


    Ćwicząc rozumienie rzymskiego sposobu zapisywania liczb, warto zadbać o uatrakcyjnienie zadań. Dzieci bardzo lubią rozwiązywać zagadki z zapałkami. Ułóżmy więc z zapałek fałszywą równość


    VI + I = V


    i zapytajmy, jak zmienić położenie jednej zapałki, aby równość stała się prawdziwa. 

Ciąg dalszy dostępny w wersji pełnej.

  
    Rozdział 3.Uczymy ułamków

Dostępne w wersji pełnej.

  
    Rozdział 4.Wprowadzamy w świat geometrii

Dostępne w wersji pełnej.

  
    Rozdział 5.Rozszerzamy zakres geometrii

Dostępne w wersji pełnej.

  
    Rozdział 6.Uczymy działań na liczbach dodatnich i ujemnych

Dostępne w wersji pełnej.

  
    Rozdział 7.Pomagamy zrozumieć algebrę

Dostępne w wersji pełnej.

  
    Rozdział 8.Badamy zależności między wielkościami

Dostępne w wersji pełnej.
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