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    Wstęp


    Książka, którą trzymasz w ręku, może być Twoim biletem wstępu do tej części matematyki, która większości ludzi, nawet wykształconych, wydaje się niedostępna, a może nawet dziwna czy niepotrzebna. Tematem tej publikacji są bowiem dowody matematyczne. I jeśli zaczynasz teraz myśleć o tym, żeby jak najszybciej odłożyć ją na półkę, dowiedz się, że jest ona właśnie dla Ciebie, bo zamieszczone tu dowody czyta się jak zwykłe opowieści.


    Autor postawił sobie za cel (a Ty, Czytelniku, sprawdź, czy mu się to udało) zaprezentowanie dowodów w formie zrozumiałej dla laika zainteresowanego matematyką. Książka zawiera przykłady dowodów wprost, nie wprost i dowodów indukcyjnych. Do jej zrozumienia w zupełności wystarcza znajomość matematyki na poziomie szkoły ponadgimnazjalnej, a większość rozdziałów jest dostępna nawet dla gimnazjalistów. Znalazły się tu dowody takich klasycznych twierdzeń jak twierdzenia o niewymierności liczby [image: 13494.jpg] i liczby e, nieprzeliczalności zbioru liczb rzeczywistych, twierdzenia sinusów, twierdzenia Pitagorasa, rozbieżności szeregu harmonicznego, nieskończoności zbioru liczb pierwszych i kilku innych. Można zatem powiedzieć, że bohaterami tej książki są rozumowania, które mają nas przekonać o prawdziwości twierdzeń matematycznych, przedstawione jednak tak, żeby każdy Czytelnik mógł doznać przyjemności ich rozumienia.

  


  


  
    Dla Madzi

  


  
    

  


  
    1. Oswoić dowody
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    Można korzystać z twierdzeń i wzorów matematycznych, przyjmując za jedyny dowód ich poprawności ich praktyczną skuteczność. Tak używa matematyki większość z nas. Niektórych, bardziej dociekliwych, intrygują jednak pytania, czy fakty matematyczne, na których opierają się te twierdzenia, są istotnie prawdziwe i jeśli tak, to dlaczego tak jest i z czego to wynika.


    To wynikanie, te racje, które mają potwierdzić prawdziwość matematycznych wzorów, układane są w ciągi logiczne, w których prawdziwość każdego ogniwa jest oparta na prawdziwości poprzednich z wykorzystaniem reguł logicznego wnioskowania. Logiczne uzasadnienia prawdziwości twierdzeń nazywamy dowodami.


    Dowody matematyczne uważane są powszechnie za dość trudną do zrozumienia dziedzinę wytworów ludzkiej myśli. Powody, dla których ktoś może mieć trudności ze zrozumieniem studiowanego dowodu, są co najmniej dwa: niedojrzałość studiującego oraz struktura samego dowodu i sposób jego prezentacji. To czynniki mocno ze sobą związane. Osoba dojrzała matematycznie, dobrze rozumiejąca wszystkie występujące w dowodzie pojęcia, jest odporna na wiele przejawów niechlujności i nonszalancji w budowie i przebiegu dowodu, z kolei osobę mniej dojrzałą pod tym względem prezentujący dowód powinien otoczyć pewną opieką. Zadbać o to, żeby nie gubiła wątku, powtarzając czasami nawet oczywiste fakty, nie stosować dużych przeskoków myślowych, objaśniać zarówno strukturę dowodu, jak i jego szczegóły, czynić z prezentacji dowodów okazję do matematycznej edukacji słuchacza bądź czytelnika. Takie podejście wydłuża jednak same dowody i upodabnia je do opowiadań. Nie ma w tym nic złego, wręcz przeciwnie — to przyczynia się do popularyzacji matematyki w społeczeństwie, a być może zapoczątkuje również nowy gatunek literacki łączący beletrystykę i ścisłe wyniki pracy matematyków. Metaforycznie rzecz ujmując, jest to zaproszenie na wycieczkę do jaskini lwa odbywaną powolnym krokiem pod opieką doświadczonego trapera lub specyficzna szkoła surwiwalu pokazująca laikowi, jak przeżyć i odnaleźć drogę do zrozumienia w nieprzyjaznym środowisku ścisłych logiczno-matematycznych rozumowań.


    Nie chciałbym jednak poprzestać na ogólnym opisie specyfiki naszej podróży po krainie matematyki. Zabieram więc Ciebie, Czytelniku, na pierwszą małą wycieczkę.


    Ze szkoły znasz zapewne kilka lub kilkanaście wzorów na pola figur płaskich, takich jak kwadraty, prostokąty, koła, równoległoboki, trójkąty. Jest wśród nich wzór na pole trapezu (rysunek 1.1).
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        Rysunek 1.1. Trapez
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    Jak uzasadnić jego prawdziwość? Oznaczmy literą P pole trapezu z rysunku 1.2.
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        Rysunek 1.2. Trapez o bokach a, b, c, d i wysokości h


        

      

    


    


    Weźmy drugi taki sam trapez i utwórzmy z nich figurę przedstawioną na rysunku 1.3.
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        Rysunek 1.3. Równoległobok utworzony z dwóch identycznych trapezów


        

      

    


    


    Powstała figura to równoległobok. Teraz odetnijmy trójkąt z lewej strony wzdłuż narysowanej wysokości i przenieśmy go na prawo. Opisane zmiany ilustruje rysunek 1.4.
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        Rysunek 1.4. Dwa trapezy przekształcone w prostokąt


        

      

    


    


    Otrzymaliśmy prostokąt o wymiarach (a + b) i h. Jego pole jest, zgodnie ze wzorem na pole prostokąta, równe [image: 13299.jpg]. Jest ono jednocześnie równe polu dwóch naszych trapezów. Zatem [image: 13332.jpg]. Stąd pole naszego trapezu jest równe [image: 13346.jpg].


    


    


    



    Od tej pory nie musisz już wierzyć w prawdziwość tego wzoru, bo znasz dowód jego prawdziwości. Odbyłeś właśnie swoją pierwszą podróż po krainie dowodów matematycznych — mam nadzieję, że po tej wyprawie śmiało ruszysz w dalszą drogę. Będę Ci towarzyszył.


    

  


  
    2. Indukcja matematyczna
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    Rozpatrzmy następujący problem dotyczący liczb. Znajdźmy wzór na sumę n początkowych liczb naturalnych i udowodnijmy jego prawdziwość.


    Rozejrzyjmy się najpierw za wzorem. Poszukiwana jest formuła matematyczna zależna od n, za pomocą której możliwe byłoby obliczenie sumy początkowych liczb naturalnych od 1 do n. Nazwijmy ją S(n). Mamy zatem równość:


    [image: 14803.jpg].


    



    To S(n) nie jest jedną liczbą, tylko ciągiem nieskończenie wielu liczb naturalnych, o którym możemy powiedzieć, że jest rosnący. W końcu każda z liczb S(1), S(2), S(3)... wyraża sumę początkowych liczb naturalnych od 1 aż do tej umieszczonej w nawiasie za S. Zatem:


    S(1) = 1,


    S(2) = 1+2 = 3,


    S(3) = 1+2+3 = 6,


    S(4) = 1+2+3+4 = 10,


    S(5) = 1+2+3+4+5 = 15 itd.


    Mówimy w matematyce, że S(n) jest funkcją liczbową określoną na zbiorze liczb naturalnych, to znaczy że dla każdej liczby naturalnej n jest tylko jedna suma kolejnych liczb naturalnych od 1 do n. Możemy dość łatwo obliczać kolejne wartości funkcji S(n), mimo że nie znamy dotychczas ogólnego wzoru. Jedynym minusem takiego postępowania jest to, że aby obliczyć na przykład wartość S(100), musimy znać wartość poprzednią S(99) i dodać do niej 100 lub po prostu liczyć od początku, dodając 1 do 2 do 3 do 4 i tak aż do 100, albo zacząć od 100 i dodawać 99, potem 98, 97, i tak aż do 1. Gdybyśmy znali poszukiwany przez nas wzór, zapewne nie byłoby to konieczne. Dążymy do uzyskania pewnego skrótu — uproszczenia samego procesu obliczania wartości S(n). Korzystając z uwagi dotyczącej dostępnych nam sposobów obliczania S(n), możemy napisać:


    [image: 14921.jpg],


    [image: 14931.jpg].


    Powyższe sumy są sobie równe, zawierają bowiem takie same składniki, zapisane w innej kolejności. Wiemy przecież ze szkoły, że suma jest przemienna, to znaczy że kolejność składników nie ma wpływu na jej wartość. Zauważmy jednak, że każda para liczb stojąca w naszych sumach w jednej kolumnie daje łącznie n+1, a takich par jest n. Po dodaniu równań stronami otrzymamy:


    [image: 14940.jpg].


    W efekcie uproszczeń otrzymujemy [image: 14949.jpg]. Po podzieleniu obu stron równości przez 2 pojawia się poszukiwany przez nas wzór:


    [image: 14958.jpg].


    



    Sposób, w jaki uzyskaliśmy ten wzór, jest właściwie dowodem jego prawdziwości. Popatrzmy jeszcze jednak, jak można by zweryfikować ów wzór w sytuacji, w której ktoś by nam go po prostu dał, bez żadnych dodatkowych wyjaśnień o jego pochodzeniu ani o trudnościach i sposobach, które towarzyszyły jego zdobywaniu.


    Możemy zastosować schemat zwany metodą indukcji matematycznej. Składa się on w tym przypadku z dwóch kroków. W pierwszym musimy udowodnić, że nasz wzór jest prawdziwy dla liczby 1, w drugim musimy wykazać, że z założenia o prawdziwości wzoru dla n wynika jego prawdziwość dla następnej po n liczbie naturalnej n+1. Jeśli uda nam się to zrobić, będziemy mogli głosić wszem i wobec, że nasz wzór jest prawdziwy dla wszystkich liczb naturalnych. Jest w tym trochę magii, bo po wykonaniu dwóch skończonych kroków dowodu dostajemy prawo do uznania prawdziwości naszego wzoru dla wszystkich (nieskończenie wielu) liczb naturalnych. Ową metodę — zasadę indukcji matematycznej — można udowodnić na podstawie bardziej oczywistych własności liczb naturalnych, na przykład tej, że w każdym niepustym zbiorze liczb naturalnych istnieje liczba najmniejsza. Nie chcę tego tu jednak robić, spróbuję przekonać Czytelnika, wskazując na zdroworozsądkowe podstawy zasady indukcji. Skoro udowodniliśmy w kroku drugim, że z prawdziwości wzoru dla pewnej liczby naturalnej wynika jego prawdziwość dla kolejnej liczby, to jeśli natrafimy na liczbę, dla której nasz wzór jest prawdziwy, musimy uznać jego prawdziwość dla liczby następnej i następnej, i następnej, i następnej itd. Mając zaś w ręku dowód prawdziwości wzoru dla liczby 1 oraz dowód wynikania z prawdziwości wzoru dla liczby jego prawdziwość dla liczby następnej, możemy stwierdzić, że wzór jest prawdziwy dla wszystkich liczb naturalnych. Zobaczmy jednak, jak zadziała nasz proces weryfikacji dla dopiero co odkrytego wzoru. Mają być dwa kroki? Proszę bardzo!


    W pierwszym kroku spróbujemy udowodnić, że wzór jest prawdziwy dla liczby 1:


    [image: 15009.jpg].


    



    Udało się bez trudu, w końcu suma wszystkich kolejnych liczb naturalnych od 1 do 1 równa się 1.


    W drugim kroku zakładamy prawdziwość naszego wzoru dla pewnej liczby naturalnej n, to znaczy zakładamy prawdziwość równości [image: 15018.jpg] nie dla wszystkich liczb


    naturalnych (to w końcu chcemy udowodnić), tylko (powtórzę dla pewności) dla pewnej liczby n. Spróbujemy z tego założenia wyciągnąć wniosek, który powinien wyglądać tak:


    


    [image: 15061.jpg].


    



    Nie wiemy jednak, czy to prawda.


    Zacznijmy od napisania naszej sumy: 1+2+3+...+n+(n+1).


    Na podstawie założenia indukcyjnego możemy napisać:


    [image: 15070.jpg].


    



    Po dalszym przekształceniu wyrażenia kończącego poprzedni zapis otrzymujemy:


    [image: 15079.jpg],


    



    czyli dokładnie to, co mieliśmy wykazać. Zatem udało nam się zweryfikować prawdziwość naszego wzoru za pomocą indukcji matematycznej. Możemy od tej pory uznać prawdziwość równości:


    [image: 15090.jpg],


    



    dla każdej liczby naturalnej n.

  


  
    3. Ile przekątnych ma n-kąt foremny?


    [image: 15828.jpg]


    Przekątną wielokąta nazywamy każdy odcinek, który łączy dwa wierzchołki tego wielokąta i który nie jest jego bokiem. Ile przekątnych ma n-kąt? Dość łatwo odpowiedzieć na to pytanie, gdy n jest konkretną liczbą. Wiemy na przykład, że trójkąt nie ma żadnej przekątnej, a kwadrat ma je dwie. Drogą eksperymentów możemy łatwo poszerzyć naszą wiedzę dla większych n, rysując wielokąty o coraz większej liczbie boków i licząc ich przekątne. Popatrzmy na rysunek 3.1.
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    Rysunek 3.1. Wielokąty i ich przekątne


    


    Wyniki tych eksperymentów zbieramy w tabeli. W pierwszym wierszu wpisane są liczby wierzchołków (boków) kolejnych wielokątów, w drugim — liczby przekątnych tych wielokątów, a w trzecim — różnice pomiędzy kolejnymi liczbami przekątnych. Czwarty wiersz zawiera natomiast różnice pomiędzy kolejnymi różnicami.
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