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  O autorach


  Dr Ryan T. White jest matematykiem, naukowcem i konsultantem specjalizującym się w uczeniu maszynowym i teorii prawdopodobieństwa. Autor posiada również zdobyte w sektorze prywatnym doświadczenie w opracowywaniu algorytmów i nauce o danych. Dr White jest wykładowcą matematyki w Florida Institute of Technology. W ramach swoich prac prowadzi badania skupiające się na analizie stochastycznej i jej algorytmach, uczestniczy w wielu badaniach naukowych i inżynierskich oraz prowadzi zajęcia ze studentami studiów licencjackich i magisterskich z zakresu uczenia maszynowego, sieci neuronowych, prawdopodobieństwa i statystyki. W sektorze prywatnym dr White kieruje projektami z obszaru uczenia maszynowego.


  Archana Tikayat Ray jest doktorantką w Georgia Institute of Technology w Atlancie. Jej prace badawcze koncentrują się na uczeniu maszynowym i przetwarzaniu języka naturalnego (NLP). Archana posiada tytuł magistra tej samej uczelni oraz tytuł licencjata z inżynierii lotniczej, który uzyskała we Florida Institute of Technology.


  O recenzencie


  Walerij Babuszkin jest starszym dyrektorem ds. nauki o danych w X5 Retail Group, gdzie kieruje zespołem ponad 80 osób zajmujących się uczeniem maszynowym, analizą danych, rozpoznawaniem obrazów, przetwarzaniem języka naturalnego, badaniami i rozwojem oraz testami A/B. Walerij jest arcymistrzem konkursu Kaggle i wykładowcą w Wyższej Szkole Ekonomii w Moskwie i w Banku Centralnym Kazachstanu.


  Walerij był recenzentem książek Sztuczna inteligencja. Błyskawiczne wprowadzenie do uczenia maszynowego (Helion, 2021) oraz Hands-On Reinforcement Learning with Python, Second Edition (Packt).


  Wprowadzenie


  Matematyka dyskretna dla praktyków to kompleksowe wprowadzenie stworzone z myślą o nowicjuszach w dziedzinie obiektów przeliczalnych. Ta książka pokaże Ci, jak wykorzystać reguły matematyki dyskretnej do poprawy umiejętności informatycznych. Dzięki jej lekturze poznasz język matematyki dyskretnej i metody niezbędne do badania i opisywania obiektów i algorytmów z zakresu informatyki i uczenia maszynowego. Książka zawiera praktyczne przykłady, które prezentują działanie pamięci i procesora, demonstrują analizę danych pod kątem przydatnych wzorców i pokazują, jak rozwiązywać problemy związane z trasowaniem, przeszukiwaniem sieci i nauką o danych.


  Dla kogo jest ta książka?


  Ta książka jest przeznaczona dla informatyków, którzy chcą poszerzyć swoją wiedzę na temat dziedziny stanowiącej podstawę tej dyscypliny. Przyda się również studentom, którzy chcą zdobyć wiedzę z zakresu informatyki, matematyki, statystyki, inżynierii i pokrewnych dyscyplin. Czytelnicy tej książki powinni znać podstawy algebry liczb rzeczywistych oraz posiadać podstawowe umiejętności programowania w dowolnym języku.


  O czym jest ta książka?


  Część I. Podstawowe pojęcia z obszaru matematyki dyskretnej


  Rozdział 1. „Podstawowe pojęcia, notacja, teoria mnogości, relacje i funkcje” zawiera wprowadzenie do podstawowego słownictwa, pojęć i notacji stosowanych w matematyce dyskretnej.


  Rozdział 2. „Logika formalna i dowody matematyczne” przedstawia formalną logikę dwuwartościową oraz pokazuje proces dowodzenia.


  Rozdział 3. „Obliczenia w systemach o podstawie n” omawia arytmetykę w różnych systemach liczbowych, w tym system heksadecymalny i binarny.


  Rozdział 4. „Kombinatoryka z użyciem SciPy” pokazuje, jak zliczać elementy w niektórych strukturach dyskretnych.


  Rozdział 5. „Elementy prawdopodobieństwa dyskretnego” omawia podstawy prawdopodobieństwa i algorytmu Google PageRank.


  Część II. Zastosowania matematyki dyskretnej w analizie danych i informatyce


  Rozdział 6. „Algorytmy algebry liniowej” wyjaśnia, jak rozwiązywać problemy algebry liniowej za pomocą NumPy.


  Rozdział 7. „Złożoność algorytmów” prezentuje narzędzia pozwalające określić czas wykonywania algorytmów i ich złożoność pamięciową.


  Rozdział 8. „Przechowywanie i wyodrębnianie cech z grafów, drzew i sieci” opisuje sposoby przechowywania struktur grafowych i wyszukiwania w nich informacji.


  Rozdział 9. „Przeszukiwanie struktur danych i znajdowanie najkrótszych ścieżek” prezentuje sposoby przechodzenia przez graf i wydajne metody znajdowania ścieżek pomiędzy wierzchołkami.


  Część III. Praktyczne zastosowania matematyki dyskretnej


  Rozdział 10. „Analiza regresji za pomocą NumPy i scikit-learn” zawiera opis metod przewidywania wartości w zbiorach danych zawierających wiele zmiennych.


  Rozdział 11. „Wyszukiwanie w sieci za pomocą algorytmu PageRank” pokazuje, jak uszeregować wyniki wyszukiwania w sieci w celu znalezienia najbardziej odpowiednich stron internetowych.


  Rozdział 12. „Analiza głównych składowych za pomocą scikit-learn” wyjaśnia, jak zmniejszyć liczbę wymiarów w wielowymiarowych zestawach danych, tak aby zaoszczędzić miejsce i przyspieszyć procesy uczenia maszynowego.


  Co zrobić, aby jak najlepiej wykorzystać tę książkę


  Lektura książki wymaga znajomości podstaw algebry liczb rzeczywistych i umiejętności programowania w Pythonie.


  Uruchomienie pokazanego w książce kodu wymaga instalacji Pythona, najlepiej w najnowszej dostępnej wersji. Do uruchomienia części kodu niezbędna będzie również instalacja dodatkowych bibliotek, których nazwy znajdziesz w poniższej tabeli. Wszystkie przykłady zostały przetestowane w systemach operacyjnych Windows 10 oraz macOS 11.4 w środowisku JupyterLab z Pythonem w wersji 3.9. Kody powinny zadziałać również w każdej innej wersji Pythona 3 zainstalowanej w dowolnym systemie operacyjnym. Kody powinno się dać uruchomić w każdym nowoczesnym środowisku programistycznym lub z poziomu wiersza polecenia/terminala.


  
    
      
        	
          Oprogramowanie/sprzęt

        

        	
          Wymagania systemowe

        
      


      
        	
          Python 3.0 lub nowszy

        

        	
          Windows, macOS lub dowolna dystrybucja Linuksa kompatybilna z Pythonem

        
      


      
        	
          Biblioteki Pythona: NumPy, matplotlib, pandas, scikit-learn, SciPy, seaborn

        

        	
      

    
  


  Więcej informacji na temat instalacji Pythona i jego bibliotek można znaleźć na następujących stronach:


  
    	Python: https://www.python.org/downloads/,


    	matplotlib: https://matplotlib.org/stable/users/installing.html,


    	NumPy: https://numpy.org/install/,


    	pandas: https://pandas.pydata.org/pandas-docs/stable/getting_started/install.html,


    	scikit-learn: https://scikit-learn.org/stable/install.html,


    	SciPy: https://www.scipy.org/install.html,


    	seaborn: https://seaborn.pydata.org/installing.html.

  


  Jeśli korzystasz z cyfrowej wersji książki, podczas uruchamiania przykładów nie kopiuj kodu bezpośrednio z książki. Wpisz go w edytorze samodzielnie lub pobierz w postaci plików z serwera wydawnictwa Helion (link poniżej). Pomoże Ci to uniknąć potencjalnych błędów związanych z kopiowaniem i wklejaniem kodu.


  Kody źródłowe


  Kody pokazane w tej książce są dostępne pod adresem https://ftp.helion.pl/przyklady/madypr.zip.


  Konwencje typograficzne przyjęte w tej książce


  W tej książce zastosowano następujące konwencje typograficzne:


  Pogrubienie: oznacza nowy termin, ważne słowo lub słowa, które widzisz na ekranie.


  Kursywa: w ten sposób wyróżniono nazwy skryptów, plików i katalogów oraz rozszerzenia i ścieżki.


  Czcionka o stałej szerokości znaków: taką czcionką wyróżniono elementy kodu wplecione w treść akapitów.


  Bloki kodu zapisano w następujący sposób:


  
          import numpy # Inicjalizacja macierzy

  


  
          A = numpy.array([[3, 2, 1], [9, 0, 1], [3, 4, 1]])

  


  
          print(A)

  


  Wyjście z kodu oznaczono w poniższy sposób:


  
      [[3 2 1]

  


  
       [9 0 1]

  


  
       [3 4 1]]

  


  
    
      	
        Ważne uwagi będą zapisywane w taki sposób

      
    

  



  I. Podstawowe pojęcia z obszaru matematyki dyskretnej


  W tej części poznasz podstawowe pojęcia, notacje i metody matematyki dyskretnej, w tym teorię mnogości, funkcje, relacje, logikę i dowodzenie, arytmetykę, obliczenia w różnych systemach i podstawy probabilistyki wykorzystywane w informatyce.


  Część I składa się z następujących rozdziałów:


  
    	Rozdział 1. „Podstawowe pojęcia, notacja, teoria mnogości, relacje i funkcje”


    	Rozdział 2. „Logika formalna i dowody matematyczne”


    	Rozdział 3. „Obliczenia w systemach o podstawie n”


    	Rozdział 4. „Kombinatoryka z użyciem SciPy”


    	Rozdział 5. „Elementy prawdopodobieństwa dyskretnego”

  


  1. Podstawowe pojęcia, notacja, teoria mnogości, relacje i funkcje


  Ten rozdział zawiera wprowadzenie do podstaw matematyki dyskretnej. Oprócz tego omówimy w nim kluczowe pojęcia i koncepcje występujące w tej dziedzinie. Następnie zajmiemy się teorią mnogości, notacją i pojęciami odnoszącymi się do zbiorów obiektów matematycznych oraz sposobów ich łączenia i wybierania z nich elementów. Poruszymy również kwestie mapowania obiektów za pomocą funkcji i relacji oraz wizualizacji tych połączeń za pomocą wykresów.


  W tym rozdziale omówimy następujące zagadnienia:


  
    	Czym jest matematyka dyskretna?


    	Podstawowa teoria mnogości.


    	Funkcje i relacje.

  


  Po przeczytaniu tego rozdziału powinieneś być w stanie posługiwać się językiem matematyki dyskretnej i rozumieć notację wspólną dla całej dziedziny.


  Czym jest matematyka dyskretna?


  Matematyka dyskretna to nauka o strukturach matematycznych zawierających skończoną liczbę elementów. Dobrym przykładem takiej struktury jest piksel. Od telefonów po monitory komputerowe i telewizory nowoczesne ekrany składają się z milionów maleńkich, ułożonych w siatkę kropek zwanych pikselami. Na polecenie urządzenia każdy piksel przyjmuje określony kolor, ale tylko skończona liczba kolorów może być wyświetlona w każdym pikselu.


  Miliony kolorowych kropek tworzą razem skomplikowane wzory i sprawiają, że nasze oczy widzą gładkie krzywizny, takie jak te widoczne na brzegu koła z rysunku 1.1.


  [image: Obraz2540.PNG]


  Rysunek 1.1. Koło


  Jeżeli wystarczająco przybliżysz rysunek 1.1 i przyjrzysz się dostatecznie uważnie, to zauważysz, że pokazane na nim „krzywe” to tak naprawdę „postrzępione” granice pomiędzy obszarami pikseli o różnych kolorach, pomiędzy którymi znajdują się piksele w pośrednich barwach (rysunek 1.2).


  [image: Obraz2548.PNG]


  Rysunek 1.2. Powiększony fragment koła


  Inne przykłady obiektów badanych przez matematykę dyskretną to formuły logiczne, liczby całkowite, bity i bajty, grafy, drzewa i sieci. Podobnie jak piksele, obiekty te również mogą tworzyć skomplikowane wzory, które będziemy chcieli odkryć i wykorzystać w tej książce do różnych celów związanych z informatyką i nauką o danych.


  Wiele innych dziedzin matematyki (które być może znasz o wiele lepiej), takich jak algebra lub rachunek różniczkowy, koncentruje się na strukturach ciągłych. Są to obiekty matematyczne, które przyjmują wartości w ciągłych zakresach, takie jak zbiór x-ów z przedziału 0 – 1 lub funkcje matematyczne będące na wykresach gładkimi krzywymi. Obiekty te mają własną klasę metod matematycznych, które w większości różnią się od metod rozwiązywania problemów dyskretnych, na których skupimy się w tej książce.


  W ostatnich dziesięcioleciach matematyka dyskretna była przedmiotem szeroko zakrojonych badań. Jej popularność wzrosła w wyniku pojawienia się wydajnych komputerów, które działają w „dyskretnych” krokach i przechowują dane w „dyskretnych” bitach. Dlatego też ważne jest, abyśmy rozumieli zasady matematyki dyskretnej, które ułatwią zrozumienie idei inżynierii oprogramowania, algorytmów, języków programowania i kryptografii. Te zastosowania to rzeczywiste przykłady, w których implementacji kluczową rolę odgrywa matematyka dyskretna.


  Oto lista niektórych praktycznych zastosowań matematyki dyskretnej:


  
    	Kryptografia — sztuka i nauka przekształcania danych lub informacji do postaci zakodowanej, którą w idealnym przypadku może zdekodować tylko upoważniony podmiot. W tej dziedzinie intensywnie wykorzystuje się teorię liczb, liczby naturalnie i algorytmy oparte na systemach liczbowych o podstawie n. Więcej na ich temat dowiesz się z rozdziału 2. „Logika formalna i dowody matematyczne”.


    	Logistyka — to dziedzina wykorzystująca teorię grafów do upraszczania złożonych problemów logistycznych poprzez przekształcenie ich w grafy, które mogą być następnie użyte do znalezienia najlepszych tras przewozu towarów, usług itd. Przykładem są linie lotnicze, które korzystają z teorii grafów do tworzenia siatek połączeń i planowania lotów. Niektóre z tych zagadnień omówimy w rozdziałach części II „Zastosowania matematyki dyskretnej w analizie danych i informatyce”.


    	Uczenie maszynowe — jest to obszar, w którym dąży się do automatyzacji metod statystycznych i analitycznych, tak aby systemy mogły znajdować użyteczne wzorce w danych, uczyć się i podejmować decyzje przy minimalnej interwencji człowieka. Uczenie maszynowe często wykorzystuje się do modelowania predykcyjnego (ang. predictive modeling) i wyszukiwania w sieci. Przykłady z tego obszaru znajdziesz w rozdziale 5. „Elementy prawdopodobieństwa dyskretnego” oraz w większości rozdziałów z części III „Praktyczne zastosowania matematyki dyskretnej”.


    	Analiza algorytmów — dowolny zestaw instrukcji służący do wykonania zadania nazywany jest algorytmem. Skuteczny algorytm musi rozwiązać problem, zakończyć się w sensownym czasie i nie zajmować zbyt dużo miejsca w pamięci. Spełnienie drugiego warunku często wiąże się z koniecznością ustalenia liczby operacji, które algorytm musi wykonać, aby się zakończyć. Operacja ta może być złożona, ale można ją wykonać za pomocą metod kombinatoryki. Podobnie trzeci warunek wymaga obliczenia zużycia pamięci. Z niektórymi z tych pomysłów spotkasz się w rozdziale 4. „Kombinatoryka z użyciem SciPy”, rozdziale 6. „Algorytmy algebry liniowej” oraz rozdziale 7. „Złożoność algorytmów”.


    	Relacyjne bazy danych — bazy te pozwalają łączyć różne cechy między polami danych. Na przykład w bazie danych zawierającej informacje o wypadkach „relacyjność” pozwala użytkownikowi powiązać miejsce wypadku ze stanem drogi, oświetleniem i innymi niezbędnymi informacjami. Relacyjna baza danych wykorzystuje teorię mnogości do grupowania odpowiednich informacji. Niektóre z tych koncepcji przedstawiamy w rozdziale 8. „Przechowywanie i wyodrębnianie cech z grafów, drzew i sieci”.

  


  Teraz gdy masz już ogólne pojęcie, czym jest matematyka dyskretna i jakie są jej zastosowania, omówimy teorię mnogości, która stanowi podstawę tej dziedziny.


  Podstawowa teoria mnogości


  Zbiór to mnogość, która pozwala traktować się jak jednostkę


  — Georg Cantor


  W matematyce teoria mnogości to nauka o zbiorach obiektów, niezbędna do poznania matematyki dyskretnej.


  Definicja — zbiory i ich notacja


  Zakładamy, że każdy wie, czym jest zbiór. Matematycy praktycznie nic więcej na ten temat nie mówią. Jeśli zbiór A składa się z obiektów a1, a2, ..., to zapisujemy ten fakt jako A = { a1, a2, ...}.


  Definicja — elementy zbiorów


  Każdy obiekt w zbiorze A nazywamy elementem zbioru A, co zapisujemy an ∈ A.


  Definicja — zbiór pusty


  Zbiór pusty nie zawiera żadnego elementu i oznaczamy go symbolem ∅.


  Zbiory mogą zawierać wiele rodzajów obiektów, takich jak liczby, punkty, wektory, funkcje, a nawet inne zbiory.


  Przykład — kilka przykładowych zbiorów


  Oto kilka przykładów zbiorów:


  
    	Zbiór liczb pierwszych mniejszych niż 10: A = {2, 3, 5, 7}.


    	Zbiór trzech największych miast świata: {Tokio, Nowe Delhi, Szanghaj}.


    	Zbiór liczb naturalnych: N = {1, 2, 3, ...}.


    	Zbiór liczb całkowitych Z = {..., –3, –2, –1, 0, 1, 2, 3, ...}.


    	Jeśli B, C i D są zbiorami, to A = {B, C, D} jest zbiorem zbiorów.


    	Zbiór liczb rzeczywistych zapisywany jako R = (–∞, ∞). Zbiór ten składa się z wszystkich liczb osi liczbowej. Zauważ, że nie jest możliwe wypisanie w nawiasach klamrowych wszystkich liczb rzeczywistych, tak jak ma to miejsce w przypadku zbiorów N lub Z.

  


  Definicja — podzbiory i nadzbiory


  Zbiór A jest podzbiorem B, jeśli każdy element zbioru A należy do zbioru B, co zapisujemy A ⊆ B. Zbiór B nazywamy nadzbiorem zbioru A. A nazywamy podzbiorem właściwym B, jeśli A jest podzbiorem B, ale zbiory te są różne. Fakt ten zapisujemy jako A ⊂ B.


  Pomocne jest posiadanie alternatywnej notacji, która pozwoli zapisać zbiory spełniające określone kryteria. Notacja ta jest nazywana notacją konstrukcji zbiorów (ang. set-builder notation).


  Definicja — notacja konstrukcji zbiorów


  Zbiór można zapisać jako {x ∈ A | Warunki}. Zapis ten oznacza, że wynikowy zbiór składa się z wszystkich elementów x należących do zbioru A, które spełniają podane warunki.


  Czasami, gdy znaczenie x wynika wprost z kontekstu, stosuje się również zapis {x | Warunki}.


  Przykład — użycie notacji konstrukcji zbiorów


  Poniżej pokazano przykłady zbiorów skonstruowanych za pomocą notacji konstrukcji zbiorów:


  
    	Zbiór liczb parzystych {2, 4, 6, ...} = {n | n = 2k dla k ∈ N}. To nieskończony zbiór, w którym każdy element n ma wartość 2⋅k, gdzie k jest liczbą naturalną należącą do zbioru {1, 2, 3, ...}.


    	Domknięty przedział liczb rzeczywistych z zakresu od a do b: [a, b] = {x ∈ R | a ≤ x ≤ b}.


    	Otwarty przedział liczb rzeczywistych z zakresu od a do b: (a, b) = {x ∈ R | a < x < b}.


    	Zbiór R2 = {(x, y) | x, y ∈ R} składa się ze wszystkich punktów dwuwymiarowej płaszczyzny.


    	Prosta o nachyleniu 2, która przecina oś y w punkcie 3, to zbiór {(x, y) ∈ R2 | y = 2x + 3}.


    	Otwarta kula o promieniu r i środku w punkcie (0, 0) to {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 < r} (wnętrze kuli bez brzegu).


    	Okrąg o promieniu r i środku w punkcie (0, 0) to {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = r} (sam brzeg koła).


    	Zbiór wszystkich narodów afrykańskich to {x ∈ Narody | x jest w Afryce}.

  


  Istnieje kilka użytecznych operacji, które można wykonać na parach zbiorów. Zobaczymy je w następnej definicji.


  Definicja — podstawowe operacje na zbiorach


  Niech A i B będą zbiorami. Rzućmy okiem na podstawowe operacje:


  
    	Suma zbiorów A i B jest zbiorem wszystkich elementów należących do A lub B (lub do obu zbiorów), co zapisuje się w następujący sposób: A ∪ B = {x | x ∈ A lub x ∈ B}.


    	Sumę uogólnioną zbiorów A1, A2, … zapisuje się jako [image: 24].


    	Iloczyn zbiorów (inaczej część wspólna, przekrój, przecięcie) A i B jest zbiorem wszystkich elementów należących zarówno do A, jak i do B. Iloczyn zbiorów oznacza się jako A ∩ B = {x | x ∈ A i x ∈ B}.


    	Uogólnione przecięcie zbiorów A1, A2, … zapisuje się jako [image: 24].


    	Dopełnieniem zbioru A nazywamy wszystkie elementy, które nie należą do A, co zapisujemy jako AC = {x | x ∉ A}.


    	Różnica zbiorów A i B to zbiór wszystkich elementów należących do A, ale nienależących do B, co zapisujemy jako A – B = {x ∈ A | x ∉ B} (czasami zamiast „–” stosuje się również symbol „\”).

  


  Powyższe operacje często przedstawia się za pomocą diagramów Venna, które służą do wizualizacji zbiorów. Oto kilka przykładów operacji pokazanych powyżej:


  
    	
      A ∪ B (rysunek 1.3)

      [image: Obraz2556.PNG]


      Rysunek 1.3. A ∪ B

    


    	
      A ∩ B (rysunek 1.4)

      [image: Obraz2563.PNG]


      Rysunek 1.4. A ∩ B

    


    	
      AC (rysunek 1.5)

      [image: Obraz2570.PNG]


      Rysunek 1.5. AC:

    


    	
      A–B (rysunek 1.6)

      [image: Obraz2579.PNG]


      Rysunek 1.6. A–B

    

  


  Jako przykład rozważmy diagram z rysunku 1.7. Do opisu wielu aspektów tego diagramu możemy wykorzystać język teorii mnogości:


  
    	Elementy a, b i d znajdują się w zbiorze A, co możemy zapisać jako a, b, d ∈ A.


    	Elementy c i d znajdują się w zbiorze B, co możemy zapisać jako c, d ∈ B.


    	Element c nie należy do zbioru A, co możemy zapisać jako c ∉ A lub jako c ∈ AC.


    	Element d należy zarówno do A, jak i do B lub d ∈ A ∩ B.


    	Wszystkie cztery elementy należą do zbioru A lub B (lub do obu), możemy więc powiedzieć, że a, b, c, d ∈ A ∪ B.

  


  [image: Obraz2589.PNG]


  Rysunek 1.7. Dwa zbiory z kilkoma elementami


  Definicja — zbiory rozłączne


  Zbiory A i B są rozłączne, jeśli A ∩ B = ∅. Innymi słowy, takie zbiory nie mają elementów wspólnych.


  Przykład — liczby parzyste i nieparzyste


  Rozważmy zbiory liczb: naturalnych parzystych E = {2, 4, 6, ...} i naturalnych nieparzystych O = {1, 3, 5, ...}. Ponieważ żadna liczba nie jest zarówno parzysta, jak i nieparzysta, zbiory te są rozłączne E ∩ O = ∅.


  
    	E jest podzbiorem liczb naturalnych, E ⊆ N.


    	O jest podzbiorem liczb naturalnych, O ⊆ N.

  


  Suma zbiorów E i O daje zbiór liczb naturalnych: E ∪ O = N.


  Twierdzenie — prawa De Morgana


  Prawa De Morgana określają, w jaki sposób pojęcia matematyczne są ze sobą powiązane przez ich przeciwieństwa. W teorii mnogości prawa te wykorzystują dopełnienia do opisu sumy i iloczynu zbiorów.


  Prawa De Morgana można zapisać w następujący sposób:


  
    	(A ∪ B)C = AC ∩ BC


    	(A ∩ B)C = AC ∪ BC

  


  Na rysunkach 1.8 i 1.9 pokazano diagramy ilustrujące prawa De Morgana.


  [image: Obraz2597.PNG]


  Rysunek 1.8. Pierwsze prawo De Morgana: (A ∪ B)C = AC ∩ BC


  [image: Obraz2604.PNG]


  Rysunek 1.9. Drugie prawo De Morgana: (A ∩ B)C = AC ∪ BC


  Dowód


  Spójrzmy teraz na dowód pierwszego twierdzenia:


  Niech x ∈ (A ∪ B)C, wtedy x ∉ (A ∪ B), co oznacza, że x ∉ A i x ∉ B lub x ∈ AC i x ∈ BC, lub x ∈ AC ∩ BC. Zatem (A ∪ B)C jest podzbiorem AC ∩ BC.


  Niech x ∈ (AC ∩ BC), wtedy x ∈ AC i x ∈ BC lub x ∉ A i x ∉ B. Stąd x ∉ (A ∪ B) lub x ∈ (A ∪ B)C. Tak jak w poprzednim kroku widzimy, że AC ∩ BC jest podzbiorem (A ∪ B)C. Ponieważ (A ∪ B)C jest podzbiorem AC ∩ BC i vice versa, (A ∪ B)C = AC ∩ BC.


  Dowód drugiego prawa jest podobny. Pozostawiamy go czytelnikowi jako ćwiczenie.


  Zwróć uwagę, że powyższa metoda dowodzenia ma na celu pokazanie, że dowolny element zbioru (A ∪ B)C jest elementem AC ∩ BC i dowolny element zbioru AC ∩ BC jest elementem zbioru (A ∪ B)C, co oznacza, że oba zbiory są takie same.


  Przykład — prawo De Morgana


  Rozważmy dwa zbiory liczb naturalnych: zbiór liczb parzystych E = {2, 4, 6, ...} i zbiór A = {1, 2, 3, 4}. Jeśli weźmiemy zbiór elementów, które nie występują w żadnym ze zbiorów, czyli dopełnienie sumy zbiorów, to otrzymamy (E ∪ A)C = {1, 2, 3, 4, 6, 8, 10, ...}C = { 5, 7, 9, ...}.


  Prawo De Morgana mówi, że iloczyn dopełnień zbiorów powinien być równy dopełnieniu sumy zbiorów. Sprawdźmy, czy to prawda. Dopełnieniami tych zbiorów są EC = {1, 3, 5, ...} i AC = {5, 6, 7, ...}. Iloczyn tych dopełnień to EC ∩ AC = {5, 7, 9, ...}.


  Definicja — moc zbioru


  Moc (inaczej liczność lub rozmiar) zbioru A to liczba elementów w zbiorze. Moc zbioru oznacza się symbolem |A|.


  Przykład — moce zbiorów


  Poniżej obliczamy moce niektórych zbiorów:


  
    	Jeśli A = {0, 1}, to moc zbioru A wynosi |A| = 2. Jest tak, ponieważ w zbiorze znajdują się dwa elementy.


    	Moc zbioru B = {x ∈ N | x <10} jest mniej oczywista, ale zbiór B możemy też zapisać w jawnej postaci. Jest to zbiór liczb naturalnych mniejszych niż 10, czyli B = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, stąd oczywiście |B| = 9.


    	Liczba elementów w zbiorze nieparzystych liczb naturalnych O = {1, 3, 5, ...} jest nieskończona (|O| = ∞), ponieważ ciąg tych wartości jest nieskończony.

  


  Wyposażeni w podstawy teorii mnogości możemy przejść do badania relacji pomiędzy różnymi zbiorami i funkcjami. Relacje te pomagają odwzorować każdy element ze zbioru na dokładnie jeden element w innym zbiorze.


  Funkcje i relacje


  Panowie, matematyka to język


  — Josiah Willard Gibbs


  Jesteśmy związani z różnymi ludźmi na różne sposoby, na przykład poprzez relację ojciec – syn, relacje nauczyciel – uczniowie oraz relacje między współpracownikami. Podobnie istnieją również relacje pomiędzy różnymi elementami matematyki.


  Definicja — relacje, dziedziny i przeciwdziedziny


  
    	Relacja r pomiędzy zbiorami X i Y jest zbiorem uporządkowanych par (x, y), takich że x ∈ X i y ∈ Y.


    	Zbiór {x ∈ X | (x, y) ∈ r dla pewnych y ∈ Y} jest dziedziną relacji (ang. domain) r.


    	Zbiór {y ∈ Y | (x, y) ∈ r dla pewnych x ∈ X} jest przeciwdziedziną (zbiorem wartości, ang. range) relacji r.

  


  Mówiąc bardziej nieformalnie, relacja łączy w pary element ze zbioru X z jednym lub większą liczbą elementów ze zbioru Y.


  Definicja — funkcje


  
    	Funkcja f przekształcająca X w Y, oznaczana jako f: X → Y, jest relacją, która odwzorowuje każdy element X na dokładnie jeden element Y.


    	X jest dziedziną f.


    	Elementy relacji (x, y) są czasami zapisywane jako (x, f(x)).

  


  Jak pokazuje definicja, funkcje są relacjami, które muszą spełniać szereg dodatkowych założeń. Innymi słowy, każdy element z X musi być odwzorowywany na dokładnie jeden element z Y.


  Przykłady — relacje kontra funkcje


  Spójrzmy na X = {1, 2, 3, 4, 5} i Y = {2, 4, 6, ...}. Rozważ dwie relacje pomiędzy X i Y:


  
    	r = {(3, 2), (3, 6), (5, 6)}.


    	s = {(1, 4), (2, 4), (3, 8), (4, 6), (5, 2)}.

  


  Dziedziną r jest zbiór {3, 5}, przeciwdziedzina tej relacji to {2, 6}. Dziedziną s jest całe X, a jej przeciwdziedziną {2, 4, 6, 8}.


  Relacja r nie jest funkcją, ponieważ odwzorowuje 3 na 2 i 6. Relacja s jest funkcją w dziedzinie X, ponieważ odwzorowuje każdy element z X na dokładnie jeden element z Y.


  Przykład — funkcje w algebrze elementarnej


  Podstawowe kursy algebry koncentrują się zazwyczaj na określonych rodzajach funkcji, których dziedziny i przeciwdziedziny są przedziałami z osi liczb rzeczywistych. Wartości z dziedziny są zwykle oznaczane przez x, a wartości z przeciwdziedziny (zbioru wartości funkcji) przez y. Wynika to z faktu, że zbiór uporządkowanych par (x, y) spełniających równanie y = f(x) wykreślony na płaszczyźnie kartezjańskiej xy daje wykres funkcji pokazany na rysunku 1.10.


  [image: Obraz2611.PNG]


  Rysunek 1.10. Płaszczyzna kartezjańska xy


  Chociaż ten typowy rodzaj funkcji może być znany większości czytelników, pojęcie funkcji jest bardziej ogólne. Po pierwsze wejście lub wyjście funkcji nie musi być liczbą. Dziedziną funkcji może być dowolny zbiór. Jego elementami mogą być na przykład punkty w przestrzeni, grafy, macierze, tablice, łańcuchy znaków lub dowolne elementy innych typów.


  W Pythonie i w większości innych języków programowania istnieją bloki kodu zwane „funkcjami”. Blokom tym programiści nadają nazwy, za pomocą których są one wykonywane po ich wywołaniu. Te funkcje mogą przyjmować dane wejściowe (nazywane „parametrami”), choć nie muszą tego robić, i zwracać dane wyjściowe. Każdy zestaw parametrów wejściowych może dawać zawsze to samo wyjście, ale nie musi tego robić. W związku z tym należy zauważyć, że funkcje Pythona niekoniecznie są funkcjami w sensie matematycznym (chociaż mogą nimi być).


  Jest to przykład różnicy pomiędzy pojęciami z dziedziny matematyki i informatyki. W następnym przykładzie omówimy niektóre funkcje Pythona, które są i które nie są funkcjami w sensie matematycznym.


  Przykład — funkcje w Pythonie i funkcje matematyczne


  Rozważmy funkcję sort(), która w języku Python służy do sortowania list. Przyjrzyj się, jak funkcję tę zastosowano do dwóch list: jednej zawierającej liczby i jednej zawierającej nazwiska:


  
    numbers = [3, 1, 4, 12, 8, 5, 2, 9]

  


  
    names = ['Wyatt', 'Brandon', 'Kumar', 'Eugene', 'Elise']

  


  
    # Wywołanie funkcji sort() na liście

  


  
    numbers.sort()

  


  
    names.sort()

  


  
    # Wyświetlenie wyniku

  


  
    print(numbers)

  


  
    print(names)

  


  Wynik jest następujący:


  
    [1, 2, 3, 4, 5, 8, 9, 12]

  


  
    ['Brandon', 'Elise', 'Eugene', 'Kumar', 'Wyatt']

  


  W obu przypadkach funkcja sort() domyślnie sortuje listę w porządku rosnącym (w kolejności numerycznej lub alfabetycznej).


  Ponadto możemy powiedzieć, że funkcja sort() może zostać zastosowana na dowolnej liście i jest to funkcja w sensie matematycznym. Funkcja ta spełnia wszystkie kryteria:


  
    	Dziedzina to wszystkie listy, które można posortować.


    	Przeciwdziedzina to zbiór wszystkich list, które zostały posortowane.


    	Funkcja sort() zawsze odwzorowuje wprowadzoną listę na unikalną posortowaną listę z przeciwdziedziny.

  


  Rozważmy teraz funkcje random() i shuffle(), które przyjmują listę i ustawiają jej elementy w losowej kolejności (podobnie jak opcja odtwarzania losowego z Twojej ulubionej aplikacji muzycznej!). Skorzystaj z poniższego kodu:


  
    import random

  


  
     

  


  
    # Ustaw ziarno, tak aby kod stał się reprodukowalny

  


  
    random.seed(1)

  


  
     

  


  
    # Wywołaj funkcję random.shuffle() 5 razy i wyświetl wyniki

  


  
    for i in range(0,5):

  


  
        numbers = [3, 1, 4, 12, 8, 5, 2, 9]

  


  
        random.shuffle(numbers)

  


  
        print(numbers)

  


  Powinieneś otrzymać następujący wynik:


  
    [12, 2, 1, 5, 9, 3, 8, 4]

  


  
    [4, 2, 8, 3, 1, 12, 5, 9]

  


  
    [4, 5, 1, 9, 3, 8, 12, 2]

  


  
    [9, 12, 2, 8, 5, 3, 4, 1]

  


  
    [9, 8, 4, 3, 12, 1, 5, 2]

  


  Powyższy kod uruchamia pętlę. W każdej iteracji na liście [3, 1, 4, 12, 8, 5, 2, 9] zostaje wywołana funkcja shuffle, której rezultat zostaje wywołany na ekranie.


  Chociaż w każdej iteracji funkcja shuffle() przyjmuje na wejściu te same dane, dane wyjściowe są za każdym razem inne. Z tego powodu funkcja shuffle() dostępna w języku Python nie jest funkcją w matematycznym znaczeniu tego słowa. Jest to jednak relacja, która może łączyć każdą listę z dowolną jej permutacją.


  Podsumowanie


  W tym rozdziale omówiliśmy znaczenie matematyki dyskretnej i obiektów przeliczalnych. Przedstawiliśmy w nim przegląd niektórych zastosowań matematyki dyskretnej w praktyce, zwłaszcza w informatyce i nauce o danych. Zastosowania te omówimy szczegółowo w dalszych rozdziałach.


  Ponadto ustaliliśmy pewien wspólny język i pokazaliśmy notację wykorzystywaną w matematyce dyskretnej. W tym rozdziale zaprezentowaliśmy notację zbiorów, która pozwoli nam z łatwością odwoływać się do obiektów matematycznych, policzyć rozmiary zbiorów, przedstawić je jako diagramy Venna itd. Poza tym wspomnieliśmy o wielu operacjach, które pozwalają manipulować zbiorami poprzez ich łączenie, przecinanie i znajdowanie dopełnień. Operacje te dają początek niektórym podstawowym prawom teorii mnogości i pojawiają się w prawach De Morgana, które wykorzystamy w dalszych rozdziałach.


  Na koniec przyjrzeliśmy się ideom funkcji i relacji, które odwzorowują obiekty matematyczne, takie jak liczby. Chociaż pewne typy funkcji mogą być znane czytelnikowi ze szkoły podstawowej lub średniej, znane Ci funkcje są zazwyczaj zdefiniowane w dziedzinach ciągłych. Ponieważ w matematyce dyskretnej skupiamy się na skończonych zbiorach, staraliśmy się podkreślić różnicę pomiędzy znaną ideą funkcji a jej nowym znaczeniem wykorzystywanym w tej dziedzinie. Podobnie pokazaliśmy różnice pomiędzy funkcjami w matematyce i Pythonie. W tym rozdziale miałeś okazję zobaczyć, że niektóre „funkcje” Pythona są funkcjami matematycznymi, a inne nie.


  W pozostałych czterech rozdziałach części I uzupełnimy nasz zestaw narzędzi do matematyki o logikę (rozdział 2. „Logika formalna i dowody matematyczne”), systemy liczbowe, takie jak binarne i dziesiętne (rozdział 3. „Obliczenia w systemach o podstawie n”), zliczanie, w tym permutacje i kombinacje (rozdział 4. „Kombinatoryka z użyciem SciPy”), oraz niepewność i losowość (rozdział 5. „Elementy prawdopodobieństwa dyskretnego”). Dzięki takiemu zestawowi narzędzi będziemy mogli przyjrzeć się większej liczbie rzeczywistych zastosowań matematyki dyskretnej.


  2. Logika formalna i dowody matematyczne


  Ten rozdział zawiera wprowadzenie do logiki formalnej i dowodów matematycznych. Zaczniemy od przedstawienia podstaw logiki formalnej i dowodzenia twierdzeń za pomocą tablic prawdy. W dalszej części rozdziału zaprezentujemy najpopularniejsze metody dowodzenia twierdzeń (dowód wprost, dowód nie wprost i dowód przez indukcję matematyczną), które pomogą Ci zdobyć umiejętności potrzebne do rozwiązania bardziej złożonych problemów, którymi zajmiemy się w dalszej części książki.


  W tym rozdziale omówimy następujące zagadnienia:


  
    	Logika formalna i dowodzenie z użyciem tablic prawdy.


    	Dowody wprost.


    	Dowody przez zaprzeczenie.


    	Dowody indukcyjne.

  


  Po przeczytaniu tego rozdziału zrozumiesz związek logiki formalnej z myśleniem dedukcyjnym, nauczysz się modelować problemy logiczne za pomocą tablic prawdy i udowadniać za ich pomocą twierdzenia oraz nauczysz się konstruować dowody matematyczne przy użyciu metody wprost, metody nie wprost i zasady indukcji matematycznej. To krótkie wprowadzenie do dowodów matematycznych pomoże Ci nauczyć się myśleć jak matematyk oraz wykorzystywać siłę dedukcji. Da Ci to podstawy do dalszej analizy materiałów z tej książki.


  Logika formalna i dowodzenie za pomocą tablic prawdy


  W całej książce przedmiotem naszego zainteresowania będą struktury matematyczne i dowody, które pozwolą nam poznać reguły matematyczne wykorzystywane w praktycznych problemach. Z tego powodu w tym podrozdziale zaznajomisz się z logiką formalną, która pozwoli nam rozwiązać praktyczne problemy matematyczne.


  Podstawą matematyki jest logika, która bada sposoby tworzenia poprawnych logicznie wyrażeń, co pozwala pokazać, że pewne założenia prowadzą bez wątpienia do konkretnych wniosków. W szczególności logika formalna pozwala pominąć wszystkie szczegóły dotyczące badanych obiektów i umożliwia skupienie się jedynie na łączących je relacjach. Dzięki temu możliwe jest ustalenie pewnych zasad rozumowania, które można później wykorzystać, badając konkretne obiekty. W starożytności już Arystoteles znał sylogizmy, to znaczy schematy wnioskowania oparte na implikacjach, czyli zdaniach w postaci „jeżeli… to…”, które prowadzą w sposób pewny od założeń do wniosków. Jego praca na ten temat, datowana na 300 r. p.n.e., pozostaje do dziś w mocy. Współczesne badania nad logiką formalną stanowią daleko idące uogólnienie pionierskiego dzieła Arystotelesa.


  Podstawy terminologii stosowanej w logice formalnej


  Zanim przejdziemy do badania logiki formalnej, dla ułatwienia zdefiniujemy pewne pojęcia i notację. Nieformalnie możemy powiedzieć, że logika bada, w jaki sposób niektóre stwierdzenia prowadzą do określonych konsekwencji. Wiemy, że brzmi to abstrakcyjnie, spójrz więc na poniższy przykład.


  Załóżmy, że chcesz użyć prostego rozumowania matematycznego do pokazania, że jeśli dodatnia liczba całkowita jest wielokrotnością 4, to jest również wielokrotnością 2. Prawdopodobnie na podstawie własnych doświadczeń z arytmetyką wszyscy intuicyjnie wiemy, że jest to prawda, ale spróbujmy starannie zapisać, krok po kroku, uzasadnienie tego twierdzenia:


  
    	n jest dodatnią liczbą całkowitą.


    	n jest wielokrotnością 4.


    	Istnieje pewna dodatnia liczba całkowita m, taka że n = 4m.


    	Jeżeli z prawej części równania wyłączymy 2, to otrzymamy n = 2(2m).


    	Dowodzi to, że n jest wielokrotnością 2.

  


  Podzielmy ten dowód na części i zdefiniujmy jego składowe w języku logiki formalnej:


  
    	Każdy wiersz powyższego rozumowania, który jest albo prawdziwy, albo fałszywy, nazywamy zdaniem logicznym (ang. logical statement):

      
        	Wszystkie pięć wierszy poprzedniego rozumowania to zdania logiczne.

      

    


    	Zbiór zdań logicznych nazywany jest argumentem:

      
        	Zbiór instrukcji 1 – 5 tworzy argument.


        	Zwróć uwagę, że słowo argument ma inne znaczenie niż w mowie potocznej. Argumenty badane przez logikę formalną nie mogą zawierać żadnej dwuznaczności. Dopuszczalne są jedynie jednoznaczne stwierdzenia.

      

    


    	Dokładnie jedno zdanie logiczne z argumentu nazywa się wnioskiem (konkluzją):

      
        	Wnioskiem jest zdanie 5.


        	Wnioski zwykle pojawiają się na końcu rozumowania.


        	Wnioski to zazwyczaj rzeczy, które chcemy udowodnić na podstawie matematycznych argumentów.

      

    


    	Pozostałe zdania z argumentu nazywane są przesłankami:

      
        	Zdania 1. – 4. są przesłankami.

      

    


    	Argument jest nazywany poprawnym formalnie (ang. valid), jeśli wniosek jest prawdziwy, gdy wszystkie przesłanki są prawdziwe:

      
        	Powyższy argument jest poprawny formalnie, ponieważ zdanie 5. (wniosek) jest prawdziwe, gdy pierwsze cztery zdania (przesłanki) są prawdziwe.

      

    


    	Każdy niepoprawny argument jest nazywany formalnie niepoprawnym.

  


  Innymi słowy, w poprawnym formalnie argumencie przesłanki muszą jednoznacznie prowadzić do wniosku (tak jak ma to miejsce w powyższym przykładzie).


  Argument niepoprawny formalnie to taki, w którym wszystkie przesłanki mogą być prawdziwe, ale wniosek nadal jest fałszywy. Dla rozjaśnienia rozważmy przykład.


  Przykład — niepoprawny argument


  Rozważ następujący argument:


  
    	n jest dodatnią liczbą całkowitą.


    	n jest wielokrotnością 3.


    	n jest wielokrotnością 5.


    	3 i 5 to liczby nieparzyste.


    	Dlatego też n jest liczbą nieparzystą.

  


  Mamy więc dodatnią liczbę całkowitą n będącą wielokrotnością 3 i 5, które są liczbami nieparzystymi. Załóżmy, że zdania 1. – 4. są prawdziwymi przesłankami, a stwierdzenie 5. jest konkluzją. Czy ten argument jest formalnie poprawny?


  Na pierwszy rzut oka to rozumowanie jest poprawne — wiele wielokrotności 3 jest nieparzystych:


  3, 9, 15, …


  Wiele wielokrotności 5 również jest nieparzystych:


  5, 15, 25, ...


  Czy wnioskowanie o tym, że n jest nieparzyste, na podstawie tych przesłanek jest poprawne? Nie! Istnieje kilka liczb będących wielokrotnościami 3 i 5, które nie są nieparzyste. Na przykład:


  30, 60, 90, ...


  Są to liczby parzyste. Zdania logiczne 1. – 4. mogą być prawdziwe, a n nadal może być liczbą parzystą. Oznacza to, że zdanie 5. jest fałszywe. Innymi słowy, możliwe jest, aby wszystkie przesłanki (zdania 1. – 4.) były prawdziwe, a konkluzja (zdanie 5.) była jednocześnie fałszywa. Ten argument jest niepoprawny formalnie.


  Rzeczą zaskakującą może być to, że poprawny formalnie argument nie jest zawsze dobrym argumentem w praktyce. Spójrz na kolejny przykład.


  Przykład — wszystkie pingwiny mieszkają w RPA!


  Rozważ następujący głupi argument:


  
    	Wszystkie pingwiny są pomarańczowe.


    	Wszystkie pomarańczowe zwierzęta żyją w krajach równikowych.


    	Równik przebiega tylko przez jeden kraj.


    	Republika Południowej Afryki leży na równiku.


    	Wszystkie pingwiny żyją w Afryce Południowej.

  


  Załóżmy, że zdania 1. i 2. są prawdziwe, czyli że wszystkie pingwiny są pomarańczowe, a wszystkie pomarańczowe zwierzęta żyją w krajach równikowych. Oznacza to, że wszystkie pingwiny żyją w krajach równikowych. Jeśli zdania 3. i 4. są prawdziwe, jedynym krajem równikowym jest Republika Południowej Afryki. Łącząc te dwa wnioski, możemy ustalić, że jedynym państwem, w którym mieszkają pingwiny, jest RPA. Na tej podstawie dochodzimy do wniosku, że zdanie 5. jest prawdziwe.


  Jeśli przesłanki (zdania 1. – 4.) są prawdziwe, to konkluzja (zdanie 5.) musi być prawdziwa. Zatem argument jest formalnie poprawny.


  Istnieje jednak pewien problem: żadna z tych przesłanek nie jest prawdziwa! Pingwiny nie są zazwyczaj pomarańczowe, a wiele z nich żyje w zimnym klimacie z dala od równika. Pomarańczowe zwierzęta, takie jak tygrysy, żyją w krajach, które leżą na równiku. Równik przechodzi przez wiele krajów, a Republika Południowej Afryki nie jest jednym z nich (rysunek 2.1).


  [image: Obratycznie]


  Rysunek 2.1. Z pewnością nie wszystkie pingwiny są pomarańczowe (obrazek po lewej), a równik (przerywana linia na mapie) nie znajduje się w pobliżu Republiki Południowej Afryki (obrazek po prawej)


  Przykład ten pokazuje, że w praktyce poprawny formalnie argument nie zawsze jest dobry. Poprawność oznacza jedynie, że jeśli przesłanki są prawdziwe, to wniosek też jest prawdziwy. Nie istnieje wymóg, aby przesłanki były rzeczywiście prawdziwe.


  Może się to wydawać niezwykłe, ale przykład ten uwidacznia bardzo ważną kwestię: logika bada konsekwencje przyjętych założeń. Logika nie zajmuje się badaniem tego, co jest prawdą (z wyjątkiem tego, czy przesłanki implikują wnioski).


  W kolejnym punkcie wprowadźmy notację wykorzystywaną do zapisu argumentów. Ułatwi ona przeprowadzenie planowanej przez nas analizy.


  Podstawowe idee logiki formalnej


  Zdania logiczne (w tym kontekście często nazywane po prostu zdaniami) będziemy oznaczać pojedynczymi małymi literami, zazwyczaj p, q i r.


  W logice często chcemy modyfikować i łączyć ze sobą zdania, tak aby tworzyć bardziej złożone lub bardziej interesujące formuły. Na potrzeby przykładu rozważ dwa proste zdania dotyczące dodatniej liczby całkowitej n:


  
    	p: 5 jest wielokrotnością 2.


    	q: 6 jest wielokrotnością 3.

  


  Możesz na przykład utworzyć zdanie p i q lub bardziej czytelnie 5 jest wielokrotnością 2 i 6 jest wielokrotność 3. Jest to nadal zdanie logiczne, tylko trochę bardziej złożone. Jako zdanie logiczne formuła ta może być nadal prawdziwa lub fałszywa.


  Bardziej formalnie spójniki logiczne to słowa lub symbole, które łączą lub modyfikują zdania. Dla wielu typowych połączeń istnieje pewna powszechnie akceptowana notacji. Poniżej pokazano niektóre z najczęściej używanych spójników. Dla każdego z nich podano też słowny odpowiednik dla zdefiniowanych powyżej zdań:


  
    	
      Negacja zdania jest oznaczana jako ~p. Negacja jest prawdziwa tylko wtedy, gdy p nie jest prawdziwe.

      
        	5 nie jest wielokrotnością 2 — prawda, ponieważ p jest fałszywe.

      

    


    	
      Koniunkcja (iloczyn logiczny) dwóch zdań jest prawdziwa tylko wtedy, gdy zarówno p, jak i q jest prawdziwe. Koniunkcję zapisuje się w następujący sposób:

      p ∧ q


      
        	5 jest wielokrotnością 2 i 6 jest wielokrotnością 3 — fałsz, ponieważ p jest fałszywe.

      

    


    	
      Alternatywa (suma logiczna) dwóch zdań jest prawdziwa, gdy p lub q, lub oba są prawdziwe. Alternatywę zapisujemy w następujący sposób:

      p ∨ q


      
        	5 jest wielokrotnością 2 lub 6 jest wielokrotnością 3 — prawda, ponieważ q jest prawdziwe.


        	Alternatywa jest czasami nazywana również alternatywą łączną (ang. inclusive or).

      

    


    	
      Implikacja logiczna jest prawdziwa, jeśli p jest fałszywe lub q jest prawdziwe. Zapisuje się ją w następujący sposób:

      p → q


      
        	Jeżeli 5 jest wielokrotnością 2, to 6 jest wielokrotnością 3 — prawda, ponieważ p jest nieprawdziwe.


        	O implikacji możesz myśleć jako o stwierdzeniu, że q jest konsekwencją tego, że p jest prawdziwe. Implikacja nie mówi nic o q, jeśli p jest fałszywe.


        	Inaczej mówiąc, warunek jest fałszywy tylko w sytuacji, gdy p jest prawdziwe, a q jest fałszywe. Innymi słowy, jeśli warunek jest prawdziwy, to p nie może być prawdziwe, chyba że q jest również prawdziwe.


        	Często mówimy, że p implikuje q lub że p pociąga za sobą q.

      

    


    	
      Równoważność (ekwiwalencja) logiczna jest prawdziwa, jeśli p i q przyjmują te same wartości (oba fałszywe lub oba prawdziwe). Równoważność zapisujemy w następujący sposób:

      p ↔ q


      
        	5 jest wielokrotnością 2 wtedy i tylko wtedy, gdy 6 jest wielokrotnością 3 — fałsz, ponieważ p jest nieprawdziwe, a q jest prawdziwe.


        	Innymi słowy, operator ten mówi nam, że p i q są zdaniami równoważnymi.

      

    

  


  Tabela 2.1 przedstawia podsumowanie typowych spójników logicznych, które omówiliśmy.


  Tabela 2.1. Spójniki logiczne


  
    
      
        	
          Spójnik

        

        	
          Zapis

        

        	
          Odpowiednik słowny

        
      


      
        	
          Negacja

        

        	
          ~p

        

        	
          Nieprawda, że p

        
      


      
        	
          Koniunkcja (iloczyn logiczny)

        

        	p ∧ q

        	
          p i q

        
      


      
        	
          Alternatywa (suma logiczna)

        

        	p ∨ q

        	
          p lub q

        
      


      
        	
          Implikacja

        

        	p → q

        	
          (Jeżeli) p, to q

        
      


      
        	
          Równoważność

        

        	p ↔ q

        	
          p wtedy i tylko wtedy, gdy q

        
      

    
  


  W następnym punkcie poznasz tablice prawdy, które pozwalają ustalić, czy różne zdania złożone są równoważne, czy nie.


  Tablice prawdy


  Jak możesz się domyślać, zdania złożone można tworzyć, łącząc ze sobą spójnikami logicznymi prostsze formuły:


  (p ∧ q) ∧ (q → r) → (p → r)


  Sprawdzenie w pamięci, czy ta formuła jest poprawna, może przysporzyć trochę kłopotów; przydałby się jakiś diagram. Czyli dokładnie to, czym są tablice prawdy. Tablice pozwalają rozbić złożone formuły logiczne na części składowe i sprawdzić ich poprawność.


  Dokładniej: tablica prawdy to tabela wartości binarnych (0 dla fałszu i 1 dla prawdy), w której sprawdzamy każdą możliwą kombinację wartości logicznych (prawda lub fałsz) prostych zdań i określamy wartości wyrażeń z pojedynczym spójnikiem po jednym na raz. W ramach ćwiczenia stworzymy tabelę prawdy dla każdego z popularnych spójników logicznych. Pierwszy spójnik to negacja (tabela 2.2).


  Tabela 2.2. Tablica prawdy dla spójnika negacji


  
    
      
        	
          p

        

        	
          ~p

        
      


      
        	
          0

        

        	
          1

        
      


      
        	
          1

        

        	
          0

        
      

    
  


  Tablica 2.2 jest niewielka — zawiera tylko jedno zdanie logiczne, które może być prawdziwe lub fałszywe. Oczywiście w każdym przypadku negacja przyjmuje wartości przeciwne.


  Inne spójniki logiczne składają się z dwóch zdań. Stanów do sprawdzenia będzie więc więcej. Musimy rozważyć każdą kombinację wartości dla każdego zdania. Spójrz na tabelę 2.3.


  Tabela 2.3. Tablice prawdy dla binarnych spójników logicznych


  
    
      
        	
          Koniunkcja

        

        	
          Alternatywa

        

        	
          Implikacja

        

        	
          Równoważność

        
      


      
        	
          p

        

        	
          q

        

        	p ∧ q

        	
          p

        

        	
          q

        

        	p ∨ q

        	
          p

        

        	
          q

        

        	p → q

        	
          p

        

        	
          q

        

        	p ↔ q
      


      
        	
          0

        

        	
          0

        

        	
          0

        

        	
          0

        

        	
          0

        

        	
          0

        

        	
          0

        

        	
          0

        

        	
          1

        

        	
          0

        

        	
          0

        

        	
          1

        
      


      
        	
          0

        

        	
          1

        

        	
          0

        

        	
          0

        

        	
          1

        

        	
          1

        

        	
          0

        

        	
          1

        

        	
          1

        

        	
          0

        

        	
          1

        

        	
          0

        
      


      
        	
          1

        

        	
          0

        

        	
          0

        

        	
          1

        

        	
          0

        

        	
          1

        

        	
          1

        

        	
          0

        

        	
          0

        

        	
          1

        

        	
          0

        

        	
          0

        
      


      
        	
          1

        

        	
          1

        

        	
          1

        

        	
          1

        

        	
          1

        

        	
          1

        

        	
          1

        

        	
          1

        

        	
          1

        

        	
          1

        

        	
          1

        

        	
          1

        
      

    
  


  Tablice prawdy dla prostych spójników logicznych można utworzyć w prosty sposób. Odpowiadają one mniej więc ich definicji w formie tabeli.


  Zobaczmy, jak można sprawdzić, czy niektóre formuły logiczne są równoważne z innymi.


  Przykład — implikacja odwrotna


  Warunek jeśli p, to q zapisujemy w następujący sposób:


  p → q


  Sytuacja odwrotna to warunek zapisany w przeciwnym kierunku, tj. jeśli q, to p, który zapisujemy w następujący sposób:


  p → q


  Pytanie brzmi: czy te zdania są sobie równoważne? Skonstruujmy tablicę prawdy (tabela 2.4) zawierającą oba te zdania i sprawdźmy, czy są one równoważne.


  Tabela 2.4. Tablica prawdy dla warunku i jego odwrotności. Kolumny zawierające wartości dwóch porównywanych zdań zostały pogrubione


  
    
      
        	
          p

        

        	
          q

        

        	p → q

        	q → p

        	(p → q) ↔ (q → p)
      


      
        	
          0

        

        	
          0

        

        	
          1

        

        	
          1

        

        	
          1

        
      


      
        	
          0

        

        	
          1

        

        	
          1

        

        	
          0

        

        	
          0

        
      


      
        	
          1

        

        	
          0

        

        	
          0

        

        	
          1

        

        	
          0

        
      


      
        	
          1

        

        	
          1

        

        	
          1

        

        	
          1

        

        	
          1

        
      

    
  


  Zauważ, że te dwie formuły nie zawsze są równoważne. Jeśli jedno zdanie jest prawdziwe, a drugie fałszywe, to implikacje nie przyjmują tych samych wartości, a zatem zdania te nie są sobie równoważne. Innymi słowy, badana zależność jest fałszywa:


  (p → q) ↔ (q → p)


  Oznacza to, że jeżeli p implikuje q, to niekoniecznie q implikuje p. Intuicyjnie powinno to mieć jakiś sens. Na przykład prawdą jest, że jeśli n jest podzielne przez 4, to n jest podzielne przez 2, ale nie jest prawdą, że jeśli n jest podzielne przez 2, to n jest podzielne przez 4 (n może być równe 6 lub 10, a nie są to liczby podzielne przez 4).


  Rozważmy inny przykład, który jest istotny z punktu widzenia rachunku zdań.


  Przykład — prawo przechodniości implikacji


  Intuicyjnie wydaje się, że jeżeli p implikuje q i q implikuje r, to po prostu p implikuje r. Zastanówmy się, czy możemy pokazać tę właściwość za pomocą tablicy prawdy? Innymi słowy, czy formuła reprezentująca powyższe zdanie jest prawdziwa?


  (p → q) ∧ (q → r) → (p → r)


  Stwórzmy tabelę prawdy. Tym razem mamy trzy podstawowe zdania p, q i r. W naszej tabeli będziemy musieli rozważyć każdą kombinację wartości tych trzech zdań (tabela 2.5).


  Tabela 2.5. Tabela prawdy potwierdzająca regułę przechodniości implikacji. Kolumny zawierające wartości dwóch porównywanych zdań zostały pogrubione


  
    
      
        	
          p

        

        	
          q

        

        	
          r

        

        	p → q

        	q → r

        	(p → q) ∧ (q → r)

        	p → r

        	(p → q) ∧ (q → r) ↔ p → r
      


      
        	
          0

        

        	
          0

        

        	
          0

        

        	
          1

        

        	
          1

        

        	
          1

        

        	
          1

        

        	
          1

        
      


      
        	
          0

        

        	
          0

        

        	
          1

        

        	
          1

        

        	
          1

        

        	
          1

        

        	
          1

        

        	
          1

        
      


      
        	
          0

        

        	
          1

        

        	
          0

        

        	
          1

        

        	
          0

        

        	
          0

        

        	
          1

        

        	
          1

        
      


      
        	
          0

        

        	
          1

        

        	
          1

        

        	
          1

        

        	
          1

        

        	
          1

        

        	
          1

        

        	
          1

        
      


      
        	
          1

        

        	
          0

        

        	
          0

        

        	
          0

        

        	
          1

        

        	
          0

        

        	
          0

        

        	
          1

        
      


      
        	
          1

        

        	
          0

        

        	
          1

        

        	
          0

        

        	
          1

        

        	
          0

        

        	
          1

        

        	
          1

        
      


      
        	
          1

        

        	
          1

        

        	
          0

        

        	
          1

        

        	
          0

        

        	
          0

        

        	
          0

        

        	
          1

        
      


      
        	
          1

        

        	
          1

        

        	
          1

        

        	
          1

        

        	
          1

        

        	
          1

        

        	
          1

        

        	
          1

        
      

    
  


  Widzimy, że zdanie w skrajnej prawej kolumnie jest zawsze prawdziwe. Oznacza to, że niezależnie od wartości p, q i r ostatnie zdanie jest prawdziwe. Potwierdziliśmy, że za każdym razem, gdy możemy udowodnić, że p implikuje q i q implikuje r, automatycznie udowadniamy również, że p implikuje r. W rezultacie możemy powiązać implikacje w łańcuch prowadzący do ostatecznej konkluzji. Prawo to jest czasami nazywane prawem przechodniości implikacji (ang. transitivity law for implication) lub prawem sylogizmu.


  Spójrz na kolejny przykład.


  Przykład — prawa De Morgana


  Załóżmy, że mamy dwa zdania p i q. Rozważamy negację ich koniunkcji. Chcielibyśmy udowodnić prawa De Morgana, z których jedno stwierdza, że negacja koniunkcji jest równoznaczna z alternatywą zaprzeczeń jej składników. Za pomocą symboli możemy zapisać to w następujący sposób:


  ~(p ∧ q) ↔ (~p ∨ ~q)


  Mówiąc prościej, zapis ten oznacza, że zdanie p i q nie są jednocześnie prawdziwe jest równoważne stwierdzeniu, że p nie jest prawdą lub q nie jest prawdą. Wykorzystajmy tablicę prawdy do sprawdzenia, czy ma to sens (tabela 2.6).


  Tablica prawdy dowodzi, że jedno z praw De Morgana jest prawdziwe, ponieważ obie strony równoważności przyjmują te same wartości. W tym miejscu należy wspomnieć, że istnieje też drugie prawo De Morgana, które można zapisać w następujący sposób:


  ~(p ∨ q) ↔ (~p ∧ ~q)


  Tabela 2.6. Tablica prawdy potwierdzająca jedno z praw De Morgana. Kolumny zawierające wartości dwóch porównywanych zdań zostały pogrubione


  
    
      
        	
          p

        

        	
          q

        

        	p ∧ q

        	~(p ∧ q)

        	~p

        	~q

        	~p ∨ ~q

        	~(p ∧ q) ↔ (~p ∨ ~q)
      


      
        	
          0

        

        	
          

Ciąg dalszy dostępny w wersji pełnej.

  3. Obliczenia w systemach o podstawie n
Dostępne w wersji pełnej.

  4. Kombinatoryka z użyciem SciPy
Dostępne w wersji pełnej.

  5. Elementy prawdopodobieństwa dyskretnego
Dostępne w wersji pełnej.

  II. Zastosowania matematyki dyskretnej w analizie danych i informatyce
Dostępne w wersji pełnej.

  6. Algorytmy algebry liniowej
Dostępne w wersji pełnej.

  7. Złożoność algorytmów
Dostępne w wersji pełnej.

  8. Przechowywanie i wyodrębnianie cech z grafów, drzew i sieci
Dostępne w wersji pełnej.

  9. Przeszukiwanie struktur danych i znajdowanie najkrótszych ścieżek
Dostępne w wersji pełnej.

  III. Praktyczne zastosowania matematyki dyskretnej
Dostępne w wersji pełnej.

  10. Analiza regresji za pomocą NumPy i scikit-learn
Dostępne w wersji pełnej.

  11. Wyszukiwanie w sieci za pomocą algorytmu PageRank
Dostępne w wersji pełnej.

  12. Analiza głównych składowych za pomocą scikit-learn
Dostępne w wersji pełnej.
Dostępne w wersji pełnej.
Dostępne w wersji pełnej.
Dostępne w wersji pełnej.
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