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    Wstęp


    Autor książki popularnonaukowej staje w roli przewodnika po nieznanej krainie faktów, teorii, hipotez, przełomowych eksperymentów i odkryć, dowodów, pojęć i idei, aby wraz z Czytelnikiem odbyć podróż. Ta książeczka zawiera 23 krótkie wycieczki, które zaczynają się w naszym codziennym życiu — ono to bowiem jest początkiem każdej nauki, jeśli rodzi w nas pytania — a kończą w krainie matematycznych idei. Mam nadzieję, że z nią nie zabłądzisz i spodobają Ci się odwiedzane miejsca oraz sposób ich prezentacji.


    Problemy poruszane w poszczególnych rozdziałach mają różny stopień trudności, a rozwiązanie zadań wymaga czasami zastosowania zaawansowanych metod, których może nie znać gimnazjalista czy nawet świeżo upieczony absolwent szkoły ponadgimnazjalnej. Aby ułatwić korzystanie z książki, oznaczono każdy z rozdziałów symbolem ułatwiającym identyfikację poziomu trudności. Zatem:


    [image: ] — tak oznaczone są rozdziały, w których podano pojęcia i zastosowano metody, jakie powinny być zrozumiałe dla ucznia gimnazjum;


    [image: ] — tak oznaczono rozdziały o poziomie trudności dostosowanym do programu nauczania szkoły ponadgimnazjalnej;


    [image: ] — taki symbol postawiono przy tych fragmentach tekstu, których zrozumienie wymaga znajomości pojęć i metod różnych działów matematyki wyższej.


    W kilku rozdziałach metody rozwiązania prezentowanych problemów zostały wzbogacone o użycie prostych programów komputerowych, w tych przypadkach znajomość podstaw programowania może pomóc w ich pełniejszym zrozumieniu.
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    1. W kolejce po bułki
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    Była 5.45. Blady świt ledwo przebijał się przez pochmurne niebo, a Jachu już czekał w kolejce pod piekarnią na świeże bułeczki. W kolejce stało dziś sześć osób, a Jachu był ostatni. Cała ekipa rannych ptaszków, spotykanych zwykle przez Jacha pod piekarnią, a rekrutujących się w większości spośród mających kłopoty ze snem emerytów, liczyła jedenaście osób. Rozmowa z siwym panem Janem stojącym przed Jachem zakończyła się na wymianie zdawkowych uprzejmości, więc nasz bohater zatopił się we własnych myślach. Mógł być dzisiaj pierwszy w kolejce, ale po drodze wdepnął w niesprzątniętą psią kupę i stracił dużo czasu na staranne oczyszczenie podeszwy buta z niechcianego daru losu. Taka przygoda mogła się zdarzyć każdemu.


    Ciekawe, na ile sposobów mogłaby ustawić się dziś ta sześcioosobowa kolejka? To pytanie wyrysowało zmarszczkę na czole Jacha. Ciekawe też, ile takich sześcioosobowych kolejek można by utworzyć, gdyby miały w nich stanąć dowolnie wybrane osoby ze stałej jedenastoosobowej ekipy? Tworzenie się drugiej bruzdy na czole Jacha zostało nagle przerwane otwarciem drzwi piekarni i ukazaniem się w nich sympatycznej buzi pani Moniki — nowej młodziutkiej sprzedawczyni, która miała niemały wpływ na przejęcie przez Jacha wszystkich porannych zakupów. Krzychu cieszył się z tego niezmiernie, mogąc wszystkie poranne chwile spędzać teraz w łóżku, opatulony swoją ciepłą kołderką z wielkim rysunkiem Supermana.


    Kiedy przyszła kolej na Jacha, ten uśmiechnął się szeroko i rzekł:


    — Ślicznie pani dziś wygląda, pani Moniko. Chociaż oczka jakby niewyspane?


    — Były małe balety w nocy, a do pracy musiałam rankiem wstawać. Co podać?


    — Dwanaście bułek — odparł Jachu, patrząc w zielone oczy sprzedawczyni.


    Położył na ladzie 5 złotych, a od Moniki dostał 12 świeżych bułeczek, wesoły uśmiech i 2 złote reszty. Odwzajemnił uśmiech, ładnie się pożegnał i zabierając pachnący ładunek, ruszył do domu. Po drodze zaczął się zastanawiać, na ile sposobów mogła mu wydać resztę młoda Monika.


    Rozwiązania


    Pierwszym problemem, który zagościł w umyśle Jacha, było pytanie o liczbę różnych kolejek składających się z tych samych sześciu osób. Powiedzmy, choć wydaje się to oczywiste, że za różne uważamy takie kolejki, które różnią się kolejnością stojących w nich osób na co najmniej dwóch miejscach. Poniższe dwie kolejki złożone z elementów A, B, C, D, E, F są zatem różne: ABCEDF, AECBDF.


    Jak dojść do rozwiązania naszego problemu? Oznaczmy symbolem Pn liczbę różnych kolejek złożonych z n elementów (osób). Możemy spróbować najpierw rozwiązać prostsze problemy, znajdując odpowiedzi na pytania o liczbę kolejek jednoelementowych, dwuelementowych, trzyelementowych itd. — aż do momentu, gdy ze względu na dużą liczbę osób postawiony problem stanie się zbyt złożony. Postępujemy tak z nadzieją na odkrycie pewnych kluczowych zależności.


    Spróbujmy. P1 = 1, bo istnieje tylko jedna jednoelementowa kolejka niezależnie od natury przedmiotu, który jest jej elementem. Ile jest dwuelementowych? Weźmy dwa elementy — A i B — i spróbujmy to zbadać. AB, BA. Mamy zatem dwie różne kolejki i próżno szukać ich więcej. Kiedy jednak do dwuelementowej kolejki dochodzi trzeci element C, to może on ustawić się w niej na trzy różne sposoby. Spójrz na rysunek 1.1.
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    Rysunek 1.1. Do kolejki dochodzi trzeci element


    Tworząc zatem z jednej dwuelementowej kolejki AB i dodatkowego elementu C trzy różne kolejki trzyelementowe, otrzymamy: ABC, ACB i CAB. Ponieważ jednak dwuelementowe kolejki są dwie, zatem trzyelementowych będzie sześć.


    Do tej pory ustaliliśmy, że P1 = 1, P2 = 2, P3 = 6. Aby znaleźć P4, wystarczy znów zauważyć, że czwarty element może zostać ustawiony w każdej kolejce trzyelementowej na cztery różne sposoby, jak na rysunku 1.2.
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    Rysunek 1.2. Do kolejki trzyelementowej dochodzi czwarty element


    To pozwala nam obliczyć P4 = P3 · 4 = 6 · 4 = 6 · 4 = 24.


    By obliczyć P5, postępujemy podobnie i otrzymujemy P5 = P4 · 5 = 24 · 5 = 120. Stajemy dzięki temu o krok od szukanej P6, która jest równa P6 = P5 · 6 = 120 · 6 = 720.


    Zadanie zostało rozwiązane, ale nie porzucajmy go jeszcze, niewiele nas dzieli bowiem od znalezienia rozwiązania ogólnego, czyli sposobu obliczania Pn dla dowolnej liczby naturalnej n. Zauważmy w tym celu ogólnie, że jeśli mamy n-elementową kolejkę, to następny, (n + 1)-wszy element może zostać w niej ustawiony na n + 1 sposobów. Stąd otrzymujemy zależność: Pn+1 = Pn · (n+1). Skoro jednak P1 = 1, to P2 = P1 ·2; P3 = P2 ⋅3 =1⋅2 ⋅3; P4 = P3 ⋅ 4 =1⋅2 ⋅3⋅ 4; P5 = P4 ⋅5 =1⋅2 ⋅3⋅ 4 ⋅5i ogólnie Pn = 1·2·3 ... (n – 1)·n. W matematyce iloczyn wszystkich liczb naturalnych od 1 do n oznaczamy symbolem n! czytając go: „n silnia”.


    Drugi problem Jacha jest nieco trudniejszy, bo choć liczba osób w kolejce pozostaje ta sama (wciąż sześć osób), to kolejkowiczów możemy dobierać spośród jedenastu różnych ludzi, co zapewne zwiększy znacznie liczbę kolejek. Teraz za różne będziemy uważać kolejki, które różnią się między sobą kolejnością albo składem stojących w nich osób, albo jednym i drugim. W tym sensie różne są wszystkie podane poniżej kolejki budowane z 11 elementów A, B, C, D, E, F, G, H, I, J, K: ABCDEF, ABCDEH, FABCDE…


    Ile ich jest? By obliczyć tę liczbę, zastosujemy metodę, która mogłaby być skuteczna również w rozwiązywaniu pierwszego problemu. Zastosujmy prosty model urnowy, wyobrażając sobie naczynie z jedenastoma ponumerowanymi kulami, i zastanówmy się, na ile różnych sposobów możemy z tego naczynia wyciągnąć sześć kul bez zwracania ich do naczynia przed losowaniem kolejnej (będziemy notować kolejność wyciągania kul). Losując pierwszą kulę, mamy dokładnie 11 możliwych wyników, ale po jej wylosowaniu druga może być wybrana już tylko na 10 sposobów, trzecia na 9, czwarta na 8, piąta na 7, a szósta na 6. Liczba różnych wyników losowania sześciu kul, w którym to losowaniu liczy się dla nas kolejność, jest zatem równa: 11⋅10 ⋅9 ⋅8 ⋅7 ⋅6 = 332 640.


    Próbując uogólnić to rozwiązanie na przypadek kolejek złożonych z k osób wybieranych z n-osobowej grupy, otrzymamy wzór:
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    Gdyby interesował nas jedynie skład kolejki, a nie kolejność stojących w niej osób, mielibyśmy do czynienia z pytaniem o liczbę tzw. k-elementowych kombinacji wybieranych spośród n elementów. Ta liczba oznaczana jest symbolem [image: ] lub [image: ]. Na tym etapie możemy łatwo podać wzór pozwalający znaleźć tę liczbę dla dowolnych naturalnych k i n (k≤n), z naszych rozważań wynika bowiem związek: [image: ].


    Stąd:
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    Ten wzór mógłby być użyteczny, gdybyśmy chcieli obliczyć szansę trafienia „szóstki” w Lotto. Wystarczy zauważyć, że mamy tu do czynienia z wyborem sześciu kul spośród 49 bez zwracania, tzn. ta sama kula nie może być wybierana więcej niż jeden raz. Tych możliwości jest [image: ].


    Trzeci problem Jacha dotyczył liczby sposobów wydania reszty o wartości 2 złotych. I to jest najtrudniejsze spośród wszystkich zadań. Spróbujemy rozwiązać ten problem za pomocą programu komputerowego napisanego w języku C++. Zastanówmy się najpierw, jakie monety są w obiegu: 1 gr, 2 gr, 5 gr, 10 gr, 20 gr, 50 gr, 1 zł, 2 zł. Są oczywiście również pięciozłotówki, ale nie możemy za ich pomocą wydać reszty o wartości 2 zł. Nasze zadanie sprowadza się do znalezienia liczby wszystkich nieujemnych całkowitych rozwiązań równania:


    i1 · 1 + i2 · 2 + i5 · 5 + i10 · 10 + i20 · 20 + i50 · 50 + i100 · 100 + i200 · 200 = 200,


    gdzie in oznacza liczbę monet o wartości n groszy, np.: i50 oznacza liczbę pięćdziesięciogroszówek.


    Podkreślam jeszcze raz: mamy znaleźć liczbę wszystkich całkowitych nieujemnych rozwiązań tego równania, a nie wszystkie te rozwiązania, co byłoby pewnie trudniejszym zadaniem. Poniższy program w C++ (listing 1.1) rozwiązuje to zadanie w krótkim czasie.


    Listing 1.1. Program obliczający liczbę sposobów wydania reszty

    #include <iostream>

    //************************************************************************

    int main()

      {

              int il_reszt, i1, i2, i5, i10, i20, i50, i100, i200, suma;

    //Ten „toporny” program przeszukuje wszystkie możliwe sposoby wydania 

    //reszty o wartości 2 złotych za pomocą dostępnych w obiegu monet. 

    //Program złożony jest z 8 pętli „for” (po jednej dla każdej monety) 

    //i jednego wyrażenia warunkowego, tego z „if”, sprawdzającego, czy dane 

    //liczby monet mają wartość 2 złotych. Zadeklarowane powyżej zmienne 

    //całkowitoliczbowe i1, i2, i5, i10, i20, i50, i100, i200 przechowują 

    //liczby monet o nominałach odpowiednio: 1gr, 2gr, 5gr, 10gr, 20gr, 50gr, 

    //1zł, 2zł. Zmienna suma przechowuje wartość sprawdzanej grupy monet, 

    //a za pomocą zmiennej il_reszt zliczane są te grupy monet, których 

    //wartość wynosi dokładnie 2 złote. 

               std::cout << "Oblicza liczbe reszt.\n";

               il_reszt = 0;

               for(i1 = 0; i1 < 201; i1 = i1 + 1)

                {

                  for(i2 = 0; i2 < 101; i2 = i2 +1)

                  {

                    for(i5 = 0; i5 < 41; i5 = i5 + 1)

                    {

                      for(i10 = 0; i10 < 21; i10 = i10 + 1)

                      {

                        for (i20 = 0; i20 < 11; i20 = i20 + 1)

                        {

                          for(i50 = 0; i50 < 5; i50 = i50 +1)

                          {

                            for(i100 = 0; i100 < 3; i100 = i100 + 1)

                              {

                              for(i200 = 0; i200 < 2; i200 = i200 + 1)

                              {

                  suma=i1+i2*2+i5*5+i10*10+i20*20+i50*50+i100*100+i200*200;

                               if(suma == 200)

                               {

                                il_reszt = il_reszt + 1;

                                        

                               }         

                              }         

                            }        

                          }    

                        }        

                      }       

                    }       

                  }

                } 

                 std::cout << "\n" << "Koniec programu" << "\n";

                 std::cout << "Liczba sposobow wydania reszty = " << il_reszt;

                 system("pause");

       }

    //************************************************************************


    Obliczona przez program liczba wszystkich możliwych sposobów wydania reszty wartości 2 zł wynosi 73 682.
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    2. Spotkanie u Jacha i Krzycha
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    Jachu i Krzychu już dawno mieli zamiar urządzić spotkanie towarzyskie, bo okazji nazbierało się bez liku. Wreszcie też większość osób, które chcieli widzieć na imprezie, wyraziła gotowość przyjazdu. Decydującym argumentem za tym, że wszystko ma się rozpocząć w tę właśnie środę, była informacja, którą Krzychu uzyskał dzień wcześniej — ich wścibski sąsiad, pan Czesław, trzy dni, od środy rano począwszy, miał spędzić w szpitalu na kolonoskopii. Dobrze się stało, bo gdyby go nie zaprosili, na co zresztą ani Jachu, ani Krzychu nie mieli najmniejszej ochoty, zepsułby całe spotkanie, nasyłając na nich funkcjonariuszy stosownych służb mundurowych lub wydzwaniając do administracji. Zresztą i tak po jego powrocie ze szpitala spotkanie u Jacha i Krzycha stało się obsesją pana Czesława i jak zapalony paleontolog próbował zrekonstruować wydarzenie ze szczątków informacji oraz odtworzyć jego przebieg. Szczególnie zainteresowany był liczbą goszczonych przez naszych przyjaciół osób i czasem trwania spotkania. Nie spodziewał się, że panujące w tych dniach upały przyjdą mu z pomocą w rozwiązaniu zagadki.


    — Trzeba przyznać, że nie ma pan czego żałować, bo to spotkanie i tak nie było na pana schorowane nereczki, panie Czesiu — pocieszał go Jachu. — Z powodu upałów wszyscy popijali kompocik zrobiony z wisienek z naszej działki. A piliśmy go równo i niemało — dodał.


    — Było tyle do picia, że gdyby przyjechał jeszcze Zenek i tych twoich czterech kolesi z wojska, to kompot skończyłyby się o cztery godziny wcześniej — powiedział Krzychu.


    — A gdyby ta twoja dziesiątka z piłkarskiej drużyny z podstawówki, w której byłeś bramkarzem, nie dojechała, mielibyśmy jeszcze picia na pół doby — uśmiechając się, podsumował Jachu.


    Ku ich zdziwieniu pan Czesław pożegnał się, o nic więcej już nie pytając, bo stwierdził, że nasi bohaterowie, chcąc nie chcąc, powiedzieli wystarczająco dużo, żeby można było obliczyć zarówno liczbę przybyłych gości, jak i czas trwania spotkania.


    Rozwiązanie


    Spróbujmy prześledzić jeden z możliwych sposobów rozwiązania tego problemu. Na początek poszukajmy w wypowiedziach Jacha i Krzycha śladów wszelkich wielkości liczbowych i każdą z nich oznaczmy inną literą. To pozwoli później zapisać w postaci wyrażeń algebraicznych i równań związki, jakie zachodzą między tymi wielkościami. Niech G będzie liczbą wszystkich gości, którzy przyjechali na spotkanie, a T czasem jego trwania wyrażonym w godzinach. Niech B oznacza liczbę jednakowych butelek kompotu, którym się raczyli uczestnicy. Wszyscy „pili równo”, więc wyrażenie [image: ] symbolizuje liczbę butelek napoju wypijaną przez jednego uczestnika imprezy w ciągu godziny, a osób było G = 2 (ta dwójka to oczywiście Jachu i Krzychu). Jest to swego rodzaju „wydajność” każdego z uczestników i zakładamy, że dla każdego była jednakowa.


    Gdyby wraz z Zenkiem liczba uczestników spotkania zwiększyła się o pięciu, kompot skończyłyby się o cztery godziny wcześniej, czyli:
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    Gdyby zaś nie dojechało dziesięciu kolegów Krzycha, byłoby co pić jeszcze przez 12 godzin, czyli:


    [image: ]


    Oba równania możemy obustronnie podzielić przez B (w końcu B ≠ 0, bo było co pić) i otrzymamy:
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    Ponieważ zarówno G + 2 ≠ 0, jak i T ≠ 0, możemy obie strony obu równań pomnożyć przez (G+2)T i wtedy otrzymamy:
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    Pozbywamy się nawiasów i odejmujemy od obu stron wyrażenie GT + 2T:
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    Mnożymy pierwsze równanie obustronnie przez 2:
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    Dodajemy oba równania stronami i otrzymujemy jedno równanie: 4G – 152 = 0.


    Teraz dodajemy do obu stron 152 i dzielimy obie strony przez 4:


    4G = 152


    G = 38.


    Wiemy już, że gości było trzydziestu ośmiu.


    Bierzemy pierwsze równanie ostatniego układu, podstawiamy 38 w miejsce G i obliczamy wartość T.


    10T – 8 · 38 – 56 = 0


    10T – 304 – 56 = 0


    10T = 360


    T = 36[h]


    Spotkanie trwało zatem półtorej doby.


    Pewnie panu Czesławowi żal było, kiedy przeprowadził te obliczenia i dowiedział się, jak liczne i jak długie ominęło go spotkanie.
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    3. Czasu nie ma, są tylko zegary
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    Było niedzielne popołudnie — czas, którego nie lubi większość ludzi idących w poniedziałkowy ranek do pracy. Jachu i Krzychu siedzieli przed telewizorem i co pół godziny przekazywali sobie pilota, aby w ten sposób każdy z nich mógł sprawiedliwie decydować o wyborze oglądanego programu. Nagle, w trakcie Teleexpressu, ekran pociemniał i pokazywał już tylko odbicia zdziwionych twarzy naszych bohaterów. W tej samej chwili stanął też ich zegar ścienny. Było krótko po 17.00. Wskazówki utworzyły kąt prosty, jak na rysunku 3.1.


    [image: ]


    Rysunek 3.1. Było krótko po 17.00


    — Ciekawe, ile razy w ciągu doby tak się dzieje — zastanawiał się Krzychu, wskazując na zegar.


    — To chyba nie tak trudno obliczyć — podjął temat Jachu. — Trudniej pewnie odpowiedzieć, która dokładnie jest godzina i po jakim czasie od tej chwili wskazówki znów utworzyłyby kąt prosty, gdyby nasz zegar chodził (rysunek 3.2).


    [image: ]


    Rysunek 3.2. Drugi kąt prosty


    Resztę popołudnia spędzili na bezskutecznych próbach poszukiwania odpowiedzi na pytania Jacha. Uzyskali, co prawda, przybliżone rezultaty (posługiwali się zepsutym zegarem), ale dokładna odpowiedź wymagała zastosowania subtelniejszych metod.


    Rozwiązanie


    Dość łatwo można ustalić, że aby po 17.00 duża wskazówka utworzyła kąt prosty z małą, musi minąć co najmniej 10, ale nie więcej niż 15 minut. Aby ustalić dokładnie, kiedy wskazówki utworzą kąt prosty, ustalmy najpierw, z jaką prędkością kątową się poruszają.


    Wskazówka minutowa przebywa całą tarczę zegara w ciągu godziny, czyli jej prędkość kątowa wynosi: [image: s19-1]


    Godzinowa przebywa [image: s19-2] kąta pełnego w ciągu godziny, czyli jej prędkość kątowa wynosi: [image: s19-3]


    O godzinie 17.00 wskazówki tworzą kąt [image: s19-4], który w wyniku ruchu ich obu ma się zmniejszyć do 90°. Oznaczmy literą x liczbę minut, jaka musi minąć od 17.00 do momentu utworzenia przez wskazówki kąta prostego. Możemy opisać to równaniem:


    [image: s19-5]


    Znaki przed 

Ciąg dalszy dostępny w wersji pełnej.
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    4. Na skraju lasu

Dostępne w wersji pełnej.
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    5. Pułapka na pana Czesława

Dostępne w wersji pełnej.
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    6. Kalendarz w jednym wzorze

Dostępne w wersji pełnej.
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    7. Jachu w pułapce jasnowłosej

Dostępne w wersji pełnej.
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    8. Ile zarabia Totalizator Sportowy

Dostępne w wersji pełnej.

  
    9. Nie psuj mi szyków

Dostępne w wersji pełnej.
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    10. Wodne mistrzostwa piłkarskie

Dostępne w wersji pełnej.
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    11. Kanciaste kotki

Dostępne w wersji pełnej.
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    12. Karciana sztuczka

Dostępne w wersji pełnej.

  
    [image: ]

    13. Ryby a statystyka

Dostępne w wersji pełnej.
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    14. Jak zostać oszustem

Dostępne w wersji pełnej.
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    15. Geometria bazgrołów

Dostępne w wersji pełnej.
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    16. Moc jedności

Dostępne w wersji pełnej.
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    17. Po co nam liczby pierwsze

Dostępne w wersji pełnej.
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    18. Karton na tik-taki

Dostępne w wersji pełnej.

  
    [image: ]

    19. Zbiory Julii

Dostępne w wersji pełnej.
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    20. Ile liczb mieści się na końcu igły

Dostępne w wersji pełnej.

  
    [image: ]

    21. Pranie pieluch

Dostępne w wersji pełnej.

  
    [image: ]

    22. Jak szybko spada spadochroniarz

Dostępne w wersji pełnej.
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    23. Liczba Eugeniusza

Dostępne w wersji pełnej.

  
    Bibliografia

Dostępne w wersji pełnej.
Dostępne w wersji pełnej.
Dostępne w wersji pełnej.
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Nie ma litosci, jest matematyka!

Dariusz Laskowski
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