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    Przedmowa


    Wielu studentów natrafia na trudności, gdy przechodzi od matematyki z poziomu licealnego do matematyki na poziomie uniwersyteckim. Nawet jeśli dobrze radzili sobie z matematyką w liceum, studenci w większości mają pewne problemy spowodowane zmianą podejścia z opanowywania procedur (charakterystycznego dla nauki szkolnej) na „myślenie matematyczne” (cechujące wiele działów matematyki na uniwersytetach). Choć przeważająca część studentów potrafi przetrwać tę zmianę, wielu sobie z nią nie radzi i rezygnuje z matematyki na rzecz innego kierunku (często spoza obszaru nauk ścisłych i innych dziedzin wymagających opanowania matematyki). Aby pomóc początkującym studentom w opisanej zmianie podejścia, uniwersytety często prowadzą „kurs przejściowy”.


    Ta krótka książka została napisana na potrzeby takiego kursu, nie jest jednak tradycyjnym „podręcznikiem do kursu przejściowego”. Rezygnuję tu z prezentowania nowym studentom (i zaawansowanym uczniom ostatniej klasy liceum) szybkiego, często prowadzonego kursu z logiki matematycznej, dowodów formalnych, fragmentów teorii mnogości i wycinków podstaw teorii liczb oraz teorii funkcji rzeczywistych. Zamiast tego staram się pomóc studentom rozwinąć niezbędną, ale trudną do zdefiniowana umiejętność myślenia matematycznego. Nie jest ona tym samym co umiejętność „rozwiązywania zadań matematycznych”, która zwykle obejmuje stosowanie procedur i wykonywanie zaawansowanych operacji na symbolach. Myślenie matematyczne to specyficzny sposób myślenia o rzeczach w świecie. W ogóle nie musi być ono związane z matematyką, choć uważam, że niektóre działy matematyki stanowią doskonały kontekst do nauki myślenia w ten sposób. W tej książce staram się koncentrować na tych właśnie działach.


    Matematycy, naukowcy i inżynierowie muszą umieć „rozwiązywać zadania matematyczne”. Jednak w XXI w. dla każdego przydatny może być jakiś poziom umiejętności myślenia matematycznego. Myślenie matematyczne obejmuje myślenie logiczne i analityczne, a także wnioskowanie ilościowe. Każda z tych umiejętności jest bardzo ważna. Dlatego starałem się, aby ta książka była przystępna dla każdego, kto chce lub musi rozwinąć i poprawić swoje umiejętności w zakresie myślenia analitycznego. Na studentów, którzy wyjdą poza podstawy myślenia logicznego i analitycznego oraz naprawdę zgłębią myślenie matematyczne, czekają korzyści związane co najmniej z radzeniem sobie z życiem codziennym w XXI w. Matematyka nie będzie już dla tych osób niezrozumiała, frustrująca, a czasami nawet na pozór nie do pojęcia; zamiast tego nabierze sensu i będzie wprawdzie trudna, ale do opanowania.


    Pod koniec lat 70. opracowałem jeden z pierwszych uniwersyteckich kursów przejściowych. Wykładałem wtedy na Uniwersytecie Lancaster w Anglii. Napisałem wówczas jeden z pierwszych podręczników przejściowych, Sets, Functions and Logic, opublikowany w 1981 roku1. Gdy dziś prowadzę podobny kurs, nadaję mu inną strukturę i skupiam się na ogólniejszym „myśleniu matematycznym”. Podobnie ta książka różni się od mojego wcześniejszego podręcznika2. Choć rozumiem sens tworzenia typowych kursów i podręczników przejściowych, zajęcia, jakie prowadzę obecnie, a także ta książka, są przydatne dla znacznie większej grupy odbiorców. Przede wszystkim nie poświęcam już czasu na formalną logikę matematyczną. Choć zapewnia ona przydatny model wnioskowania matematycznego (po to właśnie ją stworzono), nie uważam obecnie, że jest ona najlepszym narzędziem do rozwinięcia umiejętności praktycznego, logicznego wnioskowania. Wierzę, że dzięki przyjęciu przeze mnie ogólniejszego, bardziej społecznego nastawienia mój kurs (i ta książka) nie tylko pomogą początkującym studentom matematyki w udanym przejściu z liceum na studia, ale też ułatwią każdemu rozwinięcie umiejętności wnioskowania.


    Z jakichś powodów podręczniki do kursów przejściowych są zwykle bardzo drogie. Czasem kosztują znacznie powyżej 100 złotych, co jest wysoką ceną za książkę, która zapewne będzie używana najwyżej jeden semestr. Ta pozycja jest zaprojektowana z myślą o kursach przejściowych trwających tylko od pięciu do siedmiu tygodni. Dlatego zdecydowałem się opublikować ją samodzielnie jako tanią książkę drukowaną na żądanie. Zaangażowałem jednak doświadczonego, profesjonalnego redaktora podręczników matematycznych, Joshuę D. Fishera, aby sprawdził cały tekst przed jego opublikowaniem. Ostateczna forma podręcznika jest w dużym stopniu zasługą wiedzy eksperckiej Joshuy, za co jestem mu bardzo wdzięczny.


    Keith Devlin


    Uniwersytet Stanforda


    Lipiec 2012


    


    O czym jest ta książka?


    Drogi Czytelniku,


    napisałem tę książką z myślą o dwóch grupach odbiorców: (1) o absolwentach liceum, którzy rozpoczynają naukę na uniwersytecie i chcą (lub mogą) ukończyć matematykę albo kierunki wymagające jej znajomości; (2) o wszystkich, którzy z jakichkolwiek powodów chcą lub muszą zdobyć albo rozwinąć umiejętności myślenia analitycznego. Koncentruję się na nauce tego, jak myśleć w określony (bardzo przydatny) sposób.


    Z tej książki nie nauczysz się żadnych procedur matematycznych. Nie będziesz też musiał ich stosować w trakcie lektury! Choć ostatni rozdział dotyczy głównie liczb (podstaw teorii liczb i teorii funkcji rzeczywistych), ilość „tradycyjnego” matematycznego materiału jest tam bardzo niewielka. W ostatnim rozdziale przedstawiam jedynie świetne przykłady, które przez lata pomagały matematykom rozwijać (z czasem) umiejętności myślenia analitycznego, jakie opisuję w książce.


    W XIX w. potrzeba posiadania umiejętności myślenia analitycznego w szerszej, ogólnej populacji zwiększała się. Wynikało to z rosnącej demokratyzacji i „spłaszczenia się” hierarchii społecznej, co dało (i wciąż daje) każdemu obywatelowi więcej wolności i okazji odgrywania znaczącej, samodzielnej roli w biznesie i społeczeństwie. Dziś w stopniu większym niż kiedykolwiek wcześniej rozwinięte umiejętności w obszarze myślenia analitycznego są niezbędne każdemu, kto chce w pełni wykorzystać możliwości samorozwoju i awansu, jakie oferują współczesne społeczeństwa demokratyczne.


    Od kilku dziesięcioleci prowadzę kursy i piszę książki dotyczące wzorców myślenia potrzebnych do odniesienia sukcesu w (czystej) matematyce na poziomie uniwersyteckim. Jednak dopiero w ostatnich 15 latach stałem się aktywnym konsultantem dla firm oraz jednostek rządowych, gdzie bezpośrednio usłyszałem, że „umiejętności myślenia matematycznego” będące głównym tematem wspomnianych kursów i książek są dokładnie tym, co liderzy biznesowi i polityczni najbardziej cenią u wielu swoich pracowników. CEO lub dyrektorzy laboratoriów rządowych rzadko mówią, że szukają osób o konkretnych umiejętnościach. Zamiast tego poszukują ludzi z rozwiniętymi umiejętnościami myślenia analitycznego i potrafiących uczyć się nowych konkretnych umiejętności, gdy tego potrzebują.


    Na podstawie pomysłów, jakie narodziły się na podstawie tych różnorodnych, choć w oczywisty sposób powiązanych doświadczeń (w środowiskach akademickim i biznesowym), w trakcie pisania niniejszej nowej książki po raz pierwszy starałem się tak kierować pracami, aby była ona przystępna dla szerokiego grona odbiorców.


    Po tym wstępie dalsza część tego wprowadzenia będzie skierowana przede wszystkich do nowych (lub potencjalnych) studentów, którzy muszą ukończyć kursy z (czystej) matematyki. Dla pozostałych czytelników ważne jest to, że umiejętności myślenia matematycznego potrzebne do opanowania współczesnej czystej matematyki są tymi samymi kluczowymi umiejętnościami umysłowymi, jakie są niezbędne do odniesienia sukcesu w wielu zawodach i dziedzinach życia, o czym już wcześniej wspomniałem.


    ***


    Drogi studencie,


    niedługo odkryjesz, że przejście od matematyki z poziomu liceum do (czystej) abstrakcyjnej matematyki na poziomie uniwersyteckim jest trudne. Nie dlatego, że sama matematyka stanie się trudniejsza. Ci studenci, którzy z powodzeniem dokonali wspomnianego przejścia, prawdopodobnie zgodzą się ze mną, że na uniwersytecie matematyka pod wieloma względami wydaje się łatwiejsza. Jak już wcześniej wspomniałem, tym, co dla wielu osób stanowi problem, jest zmiana rozkładu akcentów. W liceum nacisk położony jest przede wszystkim na opanowanie procedur rozwiązywania rozmaitych problemów. Dlatego proces nauki w dużym stopniu przypomina czytanie i przyswajanie przepisów z pewnego rodzaju matematycznej książki kucharskiej. Na uniwersytecie nacisk położony jest na uczenie się myślenia w inny, specyficzny sposób — myślenia tak, jak robią to matematycy.


    W praktyce nie na wszystkich uniwersyteckich kursach matematyki jest to prawdą. Kursy projektowane dla studentów nauk ścisłych i inżynierii są często bardzo podobne do zajęć z analizy matematycznej kończących naukę matematyki w liceum. Inaczej prowadzona jest natomiast większość kursów na kierunkach matematycznych. Ponieważ takie kursy są zwykle niezbędne w zaawansowanych obszarach nauk ścisłych i inżynierii, studenci z tych dziedzin także mogą zetknąć się z matematyką „nowego typu”.


    Myślenie matematyczne nie jest związane z matematyką innego rodzaju, ale jedynie z szerszym i bardziej aktualnym (przy czym nie z uproszczonym) spojrzeniem na tę naukę. Jednak studentowi — Tobie — matematyka na uniwersytecie może początkowo wydać się zupełnie nową dziedziną. Z pewnością było tak, gdy sam zacząłem studia matematyczne. Jeśli wybierasz się na uczelnię, by studiować matematykę (lub dziedzinę z dużą ilością matematyki, np. fizykę), na pewno dobrze radziłeś sobie z tym przedmiotem w szkole. To oznacza, że bez wątpienia dobrze idzie Ci opanowywanie i stosowanie procedur (także pod presją czasu). Za to nagradzał Cię system szkolny. Potem idziesz na uniwersytet i reguły się zmieniają. Co więcej, początkowo możesz mieć wrażenie, że reguły nie istnieją, a jeśli już istnieją, to profesorowie ich nie zdradzają.


    Z czego wynikają zmiany podejścia na studiach? To proste — edukacja polega na uczeniu się nowych umiejętności i zwiększaniu zdolności do wykonywania różnych zadań. Skoro już udowodniłeś, że potrafisz uczyć się nowych procedur matematycznych (co robiłeś do czasu ukończenia liceum), niewiele da Ci dalsze opanowywanie tej umiejętności. Będziesz potrafił poznać nowe techniki zawsze wtedy, gdy będziesz ich potrzebował.


    Przykładowo kiedy student uczący się grać na fortepianie opanuje jeden koncert Czajkowskiego, to dzięki odrobinie praktyki — ale bez konieczności uczenia się nowych rzeczy — będzie potrafił zagrać inny. Na tym etapie powinien skoncentrować się na poszerzaniu repertuaru i dodawaniu do niego dzieł innych kompozytorów lub na zrozumieniu muzyki w takim stopniu, by móc samodzielnie komponować.


    Analogicznie wygląda sytuacja w przypadku matematyki. Twoim celem na uniwersytecie jest rozwinięcie umiejętności myślenia, co pozwoli Ci rozwiązywać nowe problemy (albo praktyczne zadania ze świata rzeczywistego, albo problemy ze świata matematyki lub nauki), dla których nie znasz standardowej procedury. W niektórych sytuacjach standardowa procedura może w ogóle nie istnieć. Tak było, gdy Larry Page i Sergey Brin, doktoranci Uniwersytetu Stanforda, opracowali nową procedurę matematyczną do wyszukiwania informacji, co doprowadziło do założenia przez nich firmy Google.


    Można ująć to także w inny sposób (pokazujący wyraźnie, dlaczego myślenie matematyczne jest we współczesnym świecie tak ważne). Przed studiami odnosisz sukcesy w matematyce, ucząc się myśleć standardowo. Na uniwersytecie sukcesy w tej dziedzinie daje nauka myślenia niestandardowego. Prawie wszystkie duże firmy twierdzą obecnie, że bardzo cenią tę umiejętność u swoich pracowników.


    Głównym celem tej książki, podobnie jak wszystkich kursów przejściowych i powiązanych z nimi podręczników, jest pomóc Ci nauczyć się, jak podchodzić do nowego problemu, który nie wpasowuje się w żaden ze znanych Ci szablonów. Sprowadza się to do nauki tego, jak myśleć (o danym problemie).


    Pierwszym ważnym krokiem (z dwóch), jaki musisz wykonać w celu udanego przejścia z poziomu liceum na poziom uniwersytecki, jest zaprzestanie szukania wzoru lub procedury do zastosowania. Rozwiązywanie nowego problemu za pomocą szukania szablonu — np. sprawdzonego przykładu w podręczniku lub na filmie w serwisie YouTube — i podstawiania liczb zwykle się nie sprawdzi. Takie postępowanie jest jednak przydatne w wielu obszarach matematyki na uniwersytecie i w praktycznych zastosowaniach. Dlatego umiejętności zdobyte w liceum nie pójdą na marne. Nie wystarczą one jednak w kontekście nowego „myślenia matematycznego”, jakim będziesz musiał się wykazać na wielu kursach matematycznych na uczelni.


    Skoro więc nie możesz rozwiązać problemu, szukając szablonu do zastosowania, wzoru, w którym można podstawić liczby, lub procedury do wykonania, co powinieneś zrobić? Odpowiedzią jest drugi ważny krok — powinieneś zastanowić się nad problemem. Nie nad jego postacią (czego zapewne nauczono Cię w szkole i co było w niej skuteczne), ale nad jego prawdziwym znaczeniem. Wydaje się, że powinno to być proste. Jednak dla większości osób początkowo jest to niezwykle trudne i bardzo frustrujące. Ponieważ Ty zapewne też tego doświadczysz, pomocna może być dla Ciebie wiedza, że taka zmiana nastawienia jest uzasadniona. Związana jest ona z (praktycznymi) zastosowaniami matematyki. Więcej o tym dowiesz się z rozdziału 1., a na razie przyjrzyj się pewnej analogii.


    Jeśli porównać matematykę do świata motoryzacji, matematyka w szkole jest jak nauka jazdy. Motoryzacyjnym odpowiednikiem matematyki uniwersyteckiej jest z kolei uczenie się o tym, jak samochód działa, jak konserwować go i naprawiać, a także — jeśli wystarczająco zgłębisz tę dziedzinę — jak samemu projektować i budować pojazdy.


    To krótkie wprowadzenie kończę kilkoma uwagami, o których warto pamiętać w trakcie czytania tej książki.


    • Jedynym warunkiem wstępnym do lektury tej książki jest ukończenie (lub zbliżanie się do tego) typowego programu nauczania matematyki w liceum. W jednym lub dwóch miejscach (zwłaszcza w ostatnim rozdziale) zakładam, że znasz podstawy teorii mnogości (przede wszystkim pojęcia i właściwości podzbiorów, sumy i części wspólnej zbiorów). W dodatku zamieszczam niezbędne materiały dla wszystkich, którzy nie znają tych zagadnień.


    • Pamiętaj, że jednym z powodów, dla których nauka może być dla Ciebie trudna, jest to, iż wszystko będzie wydawać się bezcelowe. Moim celem jest zapewnić Ci podstawy, byś mógł oprzeć na nich myślenie matematyczne, które rozwiniesz później — związane z matematyką, jakiej jeszcze nie znasz! Nie da się uniknąć aspektu opanowywania nowego sposobu myślenia.


    • Skoncentruj się na zrozumieniu nowych pojęć i idei.


    • Nie spiesz się. Do nauczenia się masz bardzo niewiele nowych faktów (zauważ, jak krótka jest ta książka), musisz jednak wiele zrozumieć!


    • Próbuj wykonywać ćwiczenia — tak wiele, jak to możliwe. Zostały one dodane, aby ułatwić Ci zrozumienie materiału.


    • Omawiaj trudności, na jakie natrafisz, z kolegami i wykładowcą. Tylko nieliczni potrafią samodzielnie dokonać istotnych zmian w myśleniu.


    • Muszę podkreślić, że nie jest to podręcznik zaprojektowany z myślą o samodzielnej nauce. Został on napisany jako podręcznik do kursu i ma wspomagać nauczanie przez nauczyciela. Możesz korzystać z tej książki, gdy tylko poczujesz, że potrzebujesz dodatkowych informacji od kogoś innego niż Twój wykładowca.


    • W tej książce znajduje się wiele ćwiczeń. Gorąco zachęcam do ich wykonywania. Stanowią one integralną część tej książki. Jednak — inaczej niż w podręcznikach — nie zamieszczono tu odpowiedzi. Nie jest to przeoczenie, tylko świadoma decyzja. Uczenie się myślenia matematycznego nie polega na znajdowaniu odpowiedzi (choć gdy już nauczysz się, jak myśleć matematycznie, dochodzenie do właściwych odpowiedzi stanie się znacznie łatwiejsze niż przy zwykłym stosowaniu procedur). Jeśli chcesz się dowiedzieć, czy poprawnie wykonałeś jakieś zadanie (a każdy chce to wiedzieć), powinieneś poszukać kogoś, kto to wie. Stwierdzenie, czy wnioskowanie matematyczne jest poprawne, wymaga wydania oceny wartościującej, do czego konieczne jest doświadczenie. Studenci czasem dochodzą do czegoś, co wydaje się prawidłową odpowiedzią, jednak po dokładniejszej analizie odpowiedź ta okazuje się błędna. Oczywiście do niektórych ćwiczeń mógłbym bezpiecznie podać odpowiedzi, jednak chciałem podkreślić kluczowy przekaz, a mianowicie to, że w przechodzeniu od matematyki szkolnej do matematyki uniwersyteckiej najważniejszy jest proces — próbowanie i analizowanie — a nie „znajdowanie odpowiedzi”.


    • Jeśli to możliwe, pracuj z innymi osobami. Samodzielna praca jest typowa dla liceum, gdzie nacisk położony jest na robienie. Jednak w opanowywaniu materiału z kursu przejściowego najważniejsze jest myślenie, a omawianie swojej pracy z innymi jest znacznie lepszym podejściem niż samodzielna nauka. Analizowanie i krytyka prób tworzenia dowodów ze strony innych studentów w znacznym stopniu ułatwi Ci naukę i zrozumienie materiału.


    • Nie spiesz się, przerabiając którykolwiek fragment — nawet jeśli na pozór wydaje się łatwy3. Cała ta książka zawiera podstawowy materiał potrzebny na rozmaitych zajęciach z matematyki na poziomie uniwersyteckim (praktycznie wszędzie). Ten materiał został tu umieszczony dlatego, że zwykle sprawia trudności nowicjuszom. Zaufaj mi w tej kwestii.


    • Nie rezygnuj. Studenci na całym świecie poradzili sobie w zeszłym roku, podobnie jak rok wcześniej. Także ja poradziłem sobie wiele lat temu. Z Tobą będzie tak samo!


    • Zapomniałbym — jeszcze jedna sprawa: nie spiesz się.


    • Pamiętaj, że celem jest zrozumienie i rozwinięcie nowego sposobu myślenia — takiego, który okaże się przydatny w wielu dziedzinach życia.


    • Matematyka w szkole polegała na robieniu. Na uniwersytecie w matematyce ważne jest myślenie.


    • Trzy ostatnie pomocne słowa: Nie. Spiesz. Się.


    Powodzenia. :-)


    Keith Devlin


    Uniwersytet Stanforda


    Lipiec 2012


    
      
        1 Obecnie dostępne jest wydanie trzecie: Sets, Functions, and Logic: An Introduction to Abstract Mathematics, Chapman & Hall, CRC Mathematics Series.

      


      
        2 Ponieważ moja poprzednia książka i niniejsza nowa pozycja powstały na podstawie opracowanych przeze mnie kursów przejściowych, oba podręczniki w znacznym stopniu pokrywają się ze sobą i z książkami do kursów przejściowych innych autorów. Jednak w tej pozycji koncentruję się na innych zagadnieniach i jest ona skierowana do odmiennego, szerszego grona odbiorców niż pozostałe podręczniki.

      


      
        3 Tak, wiem, że pisałem o tym ledwie sześć akapitów wcześniej. Powtórzenie jest tu celowe. To ważne zagadnienie.

      

    

  


  


  
    Rozdział 1. Czym jest matematyka?


    W czasie, jaki szkoły przeznaczają na naukę matematyki, bardzo niewiele (jeśli w ogóle) zajęć poświęca się na próbę wytłumaczenia, czego dotyczy ten przedmiot. Zamiast tego nacisk położony jest na uczenie i stosowanie różnych procedur rozwiązywania problemów matematycznych. To trochę tak, jakby opisywać piłkę nożną jako „serię manewrów nakierowanych na umieszczenie piłki w bramce”. Jest to precyzyjny opis pewnych kluczowych zagadnień, który jednak nie uwzględnia odpowiedzi na ogólne pytania „co?” i „jak?”.


    Jeśli wziąć pod uwagę wymagania programowe, mogę zrozumieć, jak dochodzi do takiej sytuacji. Uważam jednak, że jest to błędne podejście. W dzisiejszym świecie ogólne zrozumienie natury, zakresu, możliwości i ograniczeń matematyki jest przydatne dla każdego człowieka1. Przez lata spotkałem wiele osób, które uzyskały dyplomy z tak wysoce matematycznych dziedzin jak inżynieria, fizyka, informatyka, a nawet sama matematyka, i mówiły mi, że przez cały okres edukacji szkolnej i uniwersyteckiej nie zdobyły dobrego ogólnego pojęcia na temat tego, czym jest współczesna matematyka. Dopiero później zdarzało im się uchwycić jakiś aspekt prawdziwej natury tej dziedziny i docenić jej dominującą rolę we współczesnym świecie2.


    1.1. Więcej niż arytmetyka


    Większość elementów matematyki stosowanych obecnie w naukach ścisłych i inżynierii ma nie więcej niż 300 – 400 lat, a liczne aspekty mają mniej niż 100 lat. Jednak typowy program nauczania w liceum obejmuje matematykę starszą; niektóre jej elementy mają ponad 2000 lat!


    Nie ma niczego złego w nauczaniu tak dawnych rzeczy. „Jeśli coś działa, nie trzeba tego zmieniać”. Algebra, jaką arabskojęzyczni handlarze opracowali w VIII i IX w. (słowo algebra pochodzi od arabskiego al-jabr, co oznacza „przywrócenie” lub „ponowne połączenie rozłączonych części”) w celu zwiększenia efektywności transakcji biznesowych, pozostaje dziś równie przydatna i ważna jak wtedy, choć obecnie możemy stosować ją za pomocą makr w arkuszach kalkulacyjnych, a nie — jak w średniowieczu — przy użyciu obliczeń na palcach. Jednak czasy się zmieniają i w społeczeństwie zachodzą postępy. W tym procesie powstaje potrzeba nowej matematyki, która — w odpowiednim momencie — zostaje zrealizowana. System edukacji musi za tym nadążać.


    Można powiedzieć, że matematyka zaczęła się wraz z wynalezieniem liczb i arytmetyki. Uważa się, że miało to miejsce 10 000 lat temu w momencie wprowadzenia pieniędzy. Naprawdę, prawdopodobnie matematyka pojawiła się wraz z pieniędzmi!


    W kolejnych wiekach starożytni Egipcjanie i Babilończycy poszerzyli tę dziedzinę o geometrię i trygonometrię3. W tych cywilizacjach matematyka pełniła głównie funkcje użytkowe i miała charakter „książki kucharskiej”: „zrób to i to z liczbą lub figurą geometryczną, a otrzymasz wynik”.


    Okres od ok. 500 r. p.n.e. do 300 r. n.e. to era matematyki greckiej. Matematycy w starożytnej Grecji wyjątkową uwagę poświęcali geometrii. Traktowali liczby geometrycznie, jako miary długości, a gdy odkryli, że istnieją długości, którym nie odpowiadają znane ówcześnie liczby (można to uznać za odkrycie liczb niewymiernych), w znacznym stopniu zaprzestali badań nad liczbami4.


    To Grecy przekształcili matematykę w naukę (a nie tylko zestaw technik do pomiarów, obliczeń i rachunkowości). Około 500 r. p.n.e. Tales z Miletu (obecnie Milet należy do Turcji) przedstawił pomysł, że precyzyjnie opisane założenia matematyczne można logicznie udowodnić za pomocą formalnego rozumowania. Ta innowacja oznaczała narodziny twierdzeń będących obecnie podstawą matematyki. Kulminacją takiego formalnego podejścia Greków była praca Elementy Euklidesa, uznawana za najbardziej rozpowszechnianą po Biblii książkę wszech czasów5.


    Matematyka szkolna jest w dużym stopniu oparta na wymienionych wcześniej osiągnięciach oraz na tylko dwóch późniejszych innowacjach pochodzących z XVII w.: analizie matematycznej i teorii prawdopodobieństwa. Do klas szkolnych nie trafiły praktycznie żadne odkrycia z ostatnich 300 lat. Jednak większość matematyki wykorzystywanej w dzisiejszym świecie została opracowana w ciągu ostatnich 200 lat, a już na pewno w ostatnich 300 latach!


    Dlatego osoby, których wizja matematyki jest ograniczona do 
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