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    Podziękowania


    Pragniemy podziękować wszystkim, którzy przyczynili się do powstania tej książki. Nasze szefostwo w A9.com od samego początku czynnie wspierało to przedsięwzięcie. Bill Stasior zapoczątkował cykl wykładów, na których jest oparta ta książka, i dokonał wyboru ich tematyki spośród kilku zaproponowanych przez nas możliwości. Brian Pinkerton nie tylko uczestniczył w wykładach, lecz również mocno popierał nasz pomysł przeobrażenia nagromadzonych materiałów w książkę. Chcemy również podziękować Matowi Marcusowi, który współpracował z Alexem nad podobnym kursem w Adobe w latach 2004 – 2005.


    Ważne role w tym procesie odegrali inni członkowie zespołu Podstawowych Struktur Danych i Algorytmów Wyszukiwania. Anil Gangolli pomógł w ukształtowaniu treści wykładu, Ryan Ernst dostarczył niemało infrastruktury programowej, a Paramjit Oberoi podzielił się z nami nieocenionymi uwagami podczas pisania. Z przyjemnością wspominamy współpracę z nimi wszystkimi i dziękujemy im za ich wkład.


    Jesteśmy wdzięczni naszym redaktorom, Peterowi Gordonowi i Gregowi Doenchowi, oraz zespołowi fachowców zgromadzonych przez Addison-Wesley, w tym Johnowi Fullerowi — redaktorowi prowadzącemu, Mary Kesel Wilson — kierowniczce produkcji, korek­torce Jill Hobbs i specjalistce od składu w systemie LaTeX, Lori Hughes, za całokształt ich prac, które sprawiły, że nasz nieociosany rękopis zmienił się w wymuskaną książkę.


    Na koniec chcielibyśmy podziękować wielu przyjaciołom, naszym rodzinom i kolegom, którzy jako pierwsi przeczytali robocze wersje książki i (lub) podzielili się z nami uwagami i radami, zasugerowali poprawki lub pomogli nam w inny sposób. Są to: Gašper Ažman, John Banning, Cynthia Dwork, Hernan Epelman, Ryan Ernst, Anil Gangolli, Susan Gruber, Jon Kalb, Robert Lehr, Dmitry Leshchiner, Tom London, Mark Manasse, Paul McJones, Nicolas Nicolov, Gor Nishanov, Paramjit Oberoi, Sean Parent, Fernando Pelliccioni, John Reiser, Robert Rose, Stefan Vargyas i Adam Young. Książka wiele zyskała dzięki ich wysiłkom.

  


  
    O autorach


    Alexander A. Stepanov[1] w latach 1967 – 1972 ukończył studia matematyczne w Państwowym Uniwersytecie im. Łomonosowa w Moskwie. Uprawiał programowanie od 1972 roku — najpierw w Związku Radzieckim, a potem w USA, dokąd wyjechał na stałe w 1977 roku. Brał udział w programowaniu systemów operacyjnych, narzędzi programowania, kompilatorów i bibliotek. Jego prace o podstawach programowania były subsydiowane przez GE, Polytechnic University, Bell Labs, HP, SGI, Adobe oraz — od 2009 roku — przez A9.com, podległej Amazonowi jednostce poszukiwania nowych technologii. W 1995 roku otrzymał nagrodę Excellence in Programming[2] miesięcznika „Dr. Dobb’s Journal” za projekt standardowej biblioteki szablonów (STL) w języku C++.


    Daniel E. Rose jako pracownik badawczy zajmował kierownicze stanowiska w firmach Apple, AltaVista, Xigo, Yahoo i A9.com. Jego badania koncentrują się na wszelkich aspektach technik wyszukiwania, poczynając od algorytmów niskiego poziomu do kompresji indeksów aż po zagadnienia komunikacji człowiek – komputer w przeszukiwaniu Sieci. Rose kierował w Apple zespołem, który opracował wyszukiwanie z pulpitu dla komputerów Macintosh. Na Uniwersytecie Kalifornijskim w San Diego zrobił doktorat z kognitywistyki i informatyki, a w Uniwersytecie Harwardzkim uzyskał tytuł magistra filozofii.


    
      
        [1] Zapisane po polsku nazwisko autora brzmi: Aleksander Stiepanow — przyp. tłum.

      


      
        [2] Z ang. doskonałość w programowaniu — przyp. tłum.

      

    

  


  
    Nota od autorów


    Oddzielenie informatyki od matematyki w dużym stopniu zubaża obie te dziedziny. Wykłady, na których jest oparta ta książka, były moją próbą pokazania, jak te dwie sfery działań — starożytną, sięgającą samych początków naszej cywilizacji, i najnowocześniejszą — można ze sobą połączyć.


    Miałem dużo szczęścia, że mój przyjaciel Dan Rose, pod którego kierownictwem nasz zespół wdrażał zasady programowania uogólnionego w realizowanym projekcie wyszukiwarki, przystał na przeobrażenie moich dość zawiłych wykładów w spójną książkę. Obaj żywimy nadzieję, że czytelnicy poczują się usatysfakcjonowani z wyników naszej współpracy.


    A.A.S.


    Książka, którą zamierzasz przeczytać, jest oparta na notatkach z kursu „Podróże algorytmiczne” prowadzonego przez Alexa Stepanova w A9.com w 2012 roku. Kiedy jednak Alex i ja podjęliśmy prace nad nadaniem tym materiałom postaci książkowej, zdaliśmy sobie sprawę, że jest tu do opowiedzenia poważniejsza historia — taka, która się skupia na programowaniu uogólnionym i jego matematycznych podstawach. Doprowadziło to do zasadniczej reorganizacji tematów i usunięcia całej ich partii dotyczącej teorii zbiorów i logiki, nie za bardzo przystającej do tworzonego obrazu. Jednocześnie uznaliśmy za stosowne dodać lub usunąć pewne szczegóły, aby uczynić lekturę bardziej zwartą i uprzystępnić przedstawiane treści czytelnikom o słabszym przygotowaniu matematycznym.


    Alex wywodzi się ze środowiska matematyków, czego nie mogę powiedzieć o sobie. Ze wszystkich sił starałem się zrozumieć niektóre partie tego materiału, aby w ten sposób wykryć zagadnienia wymagające dodatkowych wyjaśnień. Jeśli w niektórych przypadkach opisujemy to i owo nieco odmiennie niż zrobiliby to matematycy, z użyciem cokolwiek innej terminologii lub do pewnego stopnia na skróty — jest to wyłącznie moja wina.


    D.E.R.

  


  
    Rozdział 1. O czym jest ta książka


    Niepodobna dociekać spraw tego świata, nie znając matematyki.


    Roger Bacon, Opus maius


    Jest to książka o programowaniu, lecz inna niż większość publikacji poświęconych programowaniu. Oprócz algorytmów i kodu znajdziesz w niej matematyczne dowody i noty historyczne dotyczące odkryć matematycznych — od czasów starożytnych po wiek XX.


    Uściślając, jest to książka o programowaniu uogólnionym, podejściu do programowania, które pojawiło się w latach 80. XX wieku i zyskało popularność po utworzeniu w latach 90. standardowej biblioteki szablonów (ang. Standard Template Library, STL) języka C++. Można je zdefiniować następująco.


    Definicja 1.1. Programowanie uogólnione (ang. generic programming)[1] skupia się na projektowaniu algorytmów i struktur danych w taki sposób, aby można je było stosować w większości ogólnych sytuacji bez utraty efektywności.


    Jeśli korzystałeś (lub korzystałaś)[2] z biblioteki STL, może w tej chwili pomyślisz: „Chwileczkę, czy to już wszystko, co można powiedzieć o programowaniu uogólnionym? A co z tym całym bagażem cech szablonów i iteratorów?”. Są to środki językowe umożliwiające uprawianie programowania uogólnionego — umiejętność skutecznego posługiwania się nimi jest istotna. Niemniej samo programowanie uogólnione dotyczy w większym stopniu nastawienia do programowania niż konkretnego zbioru narzędzi.


    Jesteśmy przekonani, że to nastawienie — dążenie do pisania kodu w sposób ogólny — powinny przejawiać wszystkie osoby zajmujące się programowaniem. Składowe dobrze napisanego programu uogólnionego można łatwiej stosować i modyfikować niż te brane z programu, w którego strukturach danych, algorytmach i interfejsach przyjęto na stałe niepotrzebne założenia związane z konkretną aplikacją. Dążenie do większej ogólności programu sprawia, że staje się on jednocześnie i prostszy, i wszechstronniejszy.


    1.1. Programowanie a matematyka


    Skąd zatem wywodzi się nastawienie, aby uprawiać programowanie w sposób ogólny, i jak można się tego nauczyć? Jego źródła znajdują się w matematyce, a dokładniej — w jednym z jej działów o nazwie algebra abstrakcyjna. Aby łatwiej było Ci zrozumieć to podejście, w tej książce zapoznasz się z niewielkim fragmentem algebry abstrakcyjnej koncentrującym się na sposobach wnioskowania o obiektach z uwzględnieniem abstrakcyjnych własności wykonywanych na nich działań. Zwykle jest to przedmiot zgłębiany na uniwersytetach tylko przez studentów specjalizujących się w matematyce, sądzimy jednak, że jest niezbędny do zrozumienia programowania uogólnionego.


    Okazuje się, że wiele podstawowych pomysłów w programowaniu pochodzi z matematyki. Poznanie, skąd się wzięły i jak się rozwijały z biegiem lat, może Ci pomóc w myśleniu o projektowaniu oprogramowania. Na przykład Elementy Euklidesa, księga napisana przed ponad dwoma tysiącami lat, wciąż służą za jeden z najlepszych wzorów budowania złożonego systemu z małych, łatwych do zrozumienia kawałków.


    Choć istotą programowania uogólnionego jest abstrakcja, abstrakcje nie rodzą się od razu w pełni uformowane. Aby dostrzec, jak można coś uogólnić, trzeba zacząć od czegoś konkretnego. W szczególności aby odkryć właściwe abstrakcje, wypada zrozumieć specyfikę danej dziedziny.


    Abstrakcje występujące w algebrze abstrakcyjnej po większej części wywodzą się z konkretnych wyników jednej z najstarszych gałęzi matematyki, nazywanej teorią liczb. Z tego powodu wprowadzimy również kilka podstawowych pojęć z teorii liczb, która zajmuje się własnościami liczb całkowitych, a szczególnie ich podzielnością.


    Proces myślowy, któremu się poddasz, ucząc się tej matematyki, może ulepszyć Twoje umiejętności programowania. Pokażemy ponadto, w jaki sposób niektóre z matematycznych wyników nabierają zasadniczego znaczenia w pewnych nowoczesnych zastosowaniach oprogramowania. Pod koniec książki, ukażemy, jak pewne rezultaty przydają się w protokołach kryptograficznych leżących u podstaw zapewniania prywatności w Sieci i umożliwiania handlu online.


    W książce przechodzimy na przemian od matematyki do programowania. I tak, będziemy przeplatać ważne koncepcje matematyczne omówieniami zarówno konkretnych algorytmów, jak i ogólnych technik programowania. O niektórych algorytmach tylko napomkniemy, innym poświęcimy wiele uwagi, doskonaląc je i uogólniając w całej książce. Niektóre rozdziały zawierają wyłącznie materiał matematyczny, inne zaś będą poświęcone wyłącznie programowaniu, jednak w większości napotkasz mieszaninę jednego i drugiego.


    1.2. Perspektywa historyczna


    Zawsze uważaliśmy, że łatwiej i ciekawiej jest uczyć się czegoś, gdy stanowi to część jakieś historii. Co się działo w określonym czasie? Kim byli główni bohaterowie i skąd czerpali pomysły? Czy dana osoba próbowała korzystać z dorobku kogoś innego, czy też usiłowała odrzucić to, co było wcześniej? Dlatego przedstawiając w tej książce idee matematyczne, staramy się opowiedzieć, jak powstawały, i jakie były losy ludzi, którym przychodziły do głowy. W wielu wypadkach podajemy krótkie noty biograficzne matematyków będących głównymi postaciami naszej historii. Te noty nie mają charakteru encyklopedycznego, przeciwnie — ich celem jest przedstawienie pewnego kontekstu, w którym tym ludziom przyszło działać.


    Choć przyjmujemy perspektywę historyczną, nie znaczy to, że celem tej książki jest historia matematyki ani nawet że poszczególne pomysły są zaprezentowane w kolejności chronologicznej. Będziemy przeskakiwać w czasie i przestrzeni stosownie do potrzeb, starając się jednak o podawanie historycznych uwarunkowań każdego z omawianych pomysłów.


    1.3. Wymagania


    Ponieważ jest w tej książce sporo o matematyce, możesz się niepokoić, że trzeba mieć za sobą wiele wykładów z matematyki, aby ją zrozumieć. Choć umiejętność logicznego myślenia jest tu pożądana (skoro zajmujesz się programowaniem, nie powinna być Ci ona obca), nie zakładamy żadnej konkretnej wiedzy matematycznej wykraczającej poza algebrę i geometrię poznaną w szkole średniej. W części rozdziałów pokazujemy pewne zastosowania, w których korzysta się trochę z algebry liniowej (wektory i macierze), lecz możesz spokojnie je pominąć, jeśli wcześniej nie było Ci dane zetknąć się z materiałem leżącym u ich podłoża. Jeżeli nie znasz czegoś z używanej przez nas symboliki, wyjaśniamy ją w dodatku A.


    Ważną częścią matematyki jest umiejętność formalnego dowodzenia. Książka nie zawiera zbyt wielu dowodów. Łatwiej ją będzie zrozumieć, mając za sobą kilka dowodów: czy to z geometrii na poziomie szkoły średniej, czy z informatycznego wykładu o teorii automatów, czy z logiki. Kilka typowych stosowanych przez nas technik dowodzenia opisaliśmy, wraz z przykładami, w dodatku B.


    Zakładamy, że skoro czytasz tę książkę, jesteś już osobą czynnie programującą. Powinno to oznaczać, że posługujesz się wystarczająco biegle którymś z typowych imperatywnych języków programowania, na przykład: C, C++ lub Java. W przykładach używamy języka C++, spodziewamy się jednak, że zdołasz je zrozumieć, nawet jeśli nie masz wcześniejszych doświadczeń z programowaniem w tym języku. Używane przez nas konstrukcje charakterystyczne dla C++ wyjaśniamy w dodatku C. Niezależnie od stosowania C++ uważamy, że zasady omówione w książce odnoszą się do programowania w ogóle.


    Wiele z poruszonych tu zagadnień programowania jest ujętych formalniej i z innej perspektywy w książce Elements of Programming Stepanova i McJonesa. Dla czytelników zainteresowanych pogłębieniem niektórych kwestii może się ona okazać pożytecznym uzupełnieniem niniejszej lektury. Chętnych kierujemy od czasu do czasu do odpowiednich rozdziałów w Elements of Programming.


    1.4. Przewodnik


    Zanim przejdziemy do szczegółów, warto się pokrótce zorientować, dokąd zmierzamy.


    
      	W rozdziale 2 przedstawiamy historię starożytnego algorytmu mnożenia i sposób, w jaki można go usprawnić.


      	W rozdziale 3 analizujemy pewne wczesne spostrzeżenia dotyczące liczb i wydajną realizację algorytmu znajdowania liczb pierwszych.


      	Rozdział 4 wprowadza algorytm znajdowania największego wspólnego dzielnika (NWD), który będzie podstawą niektórych z naszych dalszych abstrakcji i zastosowań.


      	Rozdział 5 jest skoncentrowany na wynikach matematycznych; przedstawiamy w nim kilka ważnych twierdzeń, o zasadniczym znaczeniu w końcowej części książki.


      	Rozdział 6 wkracza w dziedzinę algebry abstrakcyjnej dostarczającą podstawowych pomysłów związanych z programowaniem uogólnionym.


      	W rozdziale 7 pokazano, w jaki sposób owe matematyczne koncepcje umożliwiają uogólnienie algorytmu mnożenia, wyjście z nim poza prostą arytmetykę i ogarnięcie różnorodności praktycznych zastosowań programowych.


      	Rozdział 8 wprowadza nowe abstrakcyjne struktury matematyczne i ukazuje umożliwiane przez nie pewne nowe zastosowania.


      	Rozdział 9 jest poświęcony systemom aksjomatycznym, teoriom i modelom stanowiącym tworzywo programowania uogólnionego.


      	Rozdział 10 przedstawia koncepty w programowaniu uogólnionym, przeanalizowano w nim subtelności niektórych na pozór prostych zadań programistycznych.


      	Rozdział 11 jest kontynuacją badania pewnych elementarnych zadań z programowania, drążymy w nim możliwości wykorzystania wiedzy teoretycznej w różnych praktycznych realizacjach.


      	W rozdziale 12 analizujemy wpływ ograniczeń sprzętowych na powstanie nowego spojrzenia na stary algorytm, i pokazujemy nowe zastosowania algorytmu NWD.


      	W rozdziale 13 scalamy wyniki matematyczne z algorytmicznymi, co wiedzie do budowy ważnego zastosowania kryptograficznego.


      	Rozdział 14 podsumowuje niektóre podstawowe idee zamieszczone w książce.

    


    Wątki programistyczne i matematyczne nieustannie się przeplatają, choć niekiedy, w jednym lub dwu rozdziałach, jeden lub drugi zostaje ukryty. Każdy rozdział jest jednak ogniwem w całym łańcuchu wnioskowania stanowiącego kwintesencję książki:


    Aby dobrze programować, musisz zrozumieć podstawy programowania uogólnionego. Żeby pojąć podstawy programowania uogólnionego, musisz zrozumieć abstrakcję. Do zrozumienia abstrakcji musisz opanować matematykę, na której się ona zasadza.


    I to właśnie jest historia, którą chcielibyśmy opowiedzieć.


    
      
        [1]  Nie stosujemy w przekładzie zgrzebnej fonetycznej kalki „programowanie generyczne”, także z powodu możliwości łatwego przejęzyczenia — przyp. tłum.

      


      
        [2]  Sporadycznie występujące zaadresowania w rodzaju męskim niech nie zniechęcają do lektury żadnej z Czytelniczek — przyp. tłum.

      

    

  


  
    Rozdział 2. Pierwszy algorytm


    Mojżesz szybko uczył się arytmetyki i geometrii. [...] Wiedzę tę czerpał od Egipcjan, którzy przedkładali naukę matematyki ponad wszystko.


    Filon z Aleksandrii, Żywot Mojżesza


    Algorytm jest skończonym ciągiem kroków składających się na wykonanie zadania obliczeniowego. Algorytmy są tak blisko związane z programowaniem komputerów, że wielu ludzi znających to pojęcie przyjmuje zapewne, że idea algorytmu pochodzi z informatyki. Jednakże algorytmy istnieją od — dosłownie — tysięcy lat. W matematyce jest mnóstwo algorytmów, a niektórymi z nich posługujemy się na co dzień. Nawet sposób dodawania długich liczb, którego uczą się dzieci w szkole, jest algorytmem.


    Mimo swej długiej historii pojęcie algorytmu nie istniało od zawsze; musiało zostać wynalezione. Choć nie potrafimy określić, kiedy powstały pierwsze algorytmy, wiemy, że niektóre były znane w Egipcie już przed co najmniej czterema tysiącami lat.


    * * *


    Cywilizacja starożytnych Egipcjan skupiała się wzdłuż Nilu, a ich rolnictwo zależało od użyźniających glebę wylewów tej rzeki. Rodziło to trudność tego rodzaju, że po każdej powodzi wszystkie oznakowania granic poszczególnych pól były zmywane przez wodę. Do mierzenia odległości Egipcjanie używali sznurów i opracowali procedury umożliwiające powracanie do stanu zapisanego w rejestrach nieruchomości i odtwarzanie ich granic. Za zadanie to odpowiadała wybrana grupa kapłanów biegłych w owych matematycznych metodach; zwano ich „rozciągaczami sznurów”. W późniejszych czasach Grecy zaczęli ich nazywać geometrami, czyli „mierniczymi Ziemi”.


    Niestety, dysponujemy niewieloma zapisami dokumentującymi matematyczną wiedzę Egipcjan. Z tego okresu przetrwały tylko dwa źródła. Jednym z nich, na którym się skoncentrujemy, jest matematyczny papirus Rhinda, nazywany tak od nazwiska XIX-wiecznego szkockiego kolekcjonera, który kupił go w Egipcie. Jest to dokument z około 1650 roku przed naszą erą napisany przez skrybę o imieniu Ahmes. Zawiera serię problemów arytmetycznych i geometrycznych oraz kilka tabel służących do obliczeń. W tym zwoju zapisano pierwszy odnotowany algorytm, metodę szybkiego mnożenia, a także drugi — do szybkiego dzielenia. Zacznijmy od przyjrzenia się algorytmowi szybkiego mnożenia, który (jak zobaczymy w dalszej części książki) aż do dzisiaj jest ważną metodą obliczeniową.


    2.1. Mnożenie po egipsku


    W egipskim systemie liczbowym, tak jak we wszystkich używanych przez starożytne cywilizacje, nie posługiwano się zapisem pozycyjnym i nie istniał sposób reprezentowania zera. Wskutek tego mnożenie było niezwykle trudne i tylko niewielu wyćwiczonych rachmistrzów potrafiło je wykonywać. (Wyobraźmy sobie mnożenie dużych liczb, gdy mamy do dyspozycji tylko coś w rodzaju rzymskich liczebników).


    Jak definiujemy mnożenie? Nieformalnie jest to „dodawanie czegoś do siebie pewną liczbę razy”. Formalnie możemy zdefiniować mnożenie, rozbijając je na dwa przypadki: mnożenie przez 1 i mnożenie przez liczbę większą od 1.


    Mnożenie przez 1 definiujemy w ten sposób:


    1a = a. (2.1)


    Teraz mamy do czynienia z przypadkiem, w którym chcemy obliczyć iloczyn liczniejszy o jeden od już obliczonego. Niektórzy czytelnicy mogą dopatrzyć się w tym postępowania indukcyjnego; później skorzystamy z tej metody bardziej formalnie.


    (n + 1)a = na + a. (2.2)


    Jednym ze sposobów mnożenia a przez n jest n-krotne dodanie a do siebie. Jednak w wypadku dużych liczb może to być skrajnie żmudne, gdyż wymaga n - 1 dodawań. W C++ taki algorytm wygląda jak niżej[1]:


    
      int mnożenie0(int n, int a) {

    


    
         if (n == 1) return a;

    


    
         return mnożenie0(n - 1, a) + a;

    


    
      }

    


    Te dwa wiersze kodu odpowiadają równaniom 2.1 i 2.2. Zarówno a, jak i n muszą być dodatnie, tak jak to było za czasów starożytnych Egipcjan.


    Algorytm opisany przez Ahmesa, wśród starożytnych Greków znany jako „mnożenie egipskie”, a przez wielu współczesnych autorów określany mianem „algorytmu rosyjskich chłopów”[2], zasadza się na następującym spostrzeżeniu:


    4a = ((a+a)+a)+a


    = (a + a) + (a + a).


    To udoskonalenie opiera się na prawie łączności dodawania:


    a + (b + c) = (a + b) + c.


    Umożliwia ono jednokrotne obliczenie a + a i zmniejszenie liczby dodawań.


    Pomysł polega na połowieniu n i podwajaniu a, co prowadzi do konstruowania sumy wielokrotności potęg 2. W tamtych czasach w opisach algorytmów nie posługiwano się zmiennymi w rodzaju a i n; autor podałby przykład i skwitowałby go tak: „Tedy postępuj tak samo z innymi liczbami”. Ahmes nie był wyjątkiem. Przedstawił algorytm, pokazując następującą tabelę mnożenia n = 41 przez a = 59:
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    Każda pozycja po lewej jest potęgą 2. Każda pozycja po prawej jest wynikiem podwojenia poprzedniej pozycji (ponieważ dodawanie czegoś do siebie jest względnie łatwe). Zaznaczone wartości odpowiadają bitom 1 w dwójkowej reprezentacji liczby 41. Tablica w gruncie rzeczy oznajmia, że


    41 × 59 = (1 × 59) + (8 × 59) + (32 × 59),


    gdzie każdy z iloczynów po prawej stronie może być obliczony przez podwojenie 59 właściwą liczbę razy.


    W algorytmie trzeba sprawdzać, czy n jest parzyste, czy nieparzyste, możemy więc domniemywać, że Egipcjanom znane było to rozróżnienie, choć nie mamy na to bezpośredniego dowodu. Natomiast wiedzieli o tym z pewnością starożytni Grecy, który twierdzili, że nauczyli się matematyki od Egipcjan. Oto jak zdefiniowali[3] oni liczby parzyste i nieparzyste, jeśli wyrazić to w notacji współczesnej[4]: [image: ]


    [image: ]


    My oprzemy się również na tym wymaganiu:


    nieparzyste(n) ⇒ połowa(n) = połowa(n - 1)[5].


    Oto jak możemy wyrazić algorytm mnożenia po egipsku w języku C++:


    
      int mnożenie1(int n, int a) {

    


    
         if (n == 1) return a;

    


    
         int wynik = mnożenie1(połowa(n), a + a);

    


    
         if (nieparzyste(n)) wynik = wynik + a;

    


    
         return wynik;

    


    
      }

    


    Funkcję nieparzyste(x) możemy łatwo zaimplementować, badając najmniej znaczący bit x, a połowę(x) przez przesunięcie o jeden bit w prawo:


    
      bool nieparzyste(int n) { return n & 0x1; }

    


    
      int połowa(int n) { return n >> 1; }

    


    Ile dodawań będzie wykonanych w mnożeniu1? W każdym wywołaniu funkcji musimy wykonać dodawanie wskazywane przez + w a + a. Ponieważ w trakcie rekursji połowimy wartość, wywołamy funkcję log n razy[6]. Czasami będziemy też musieli wykonać inne dodawanie, wskazane przez + w wynik + a. Tak więc łączna liczba dodawań wyniesie


    #+(n) = ⌊log n⌋ + (v(n) - 1),


    gdzie v(n) oznacza liczbę jedynek w dwójkowej reprezentacji n (licznik populacji, inaczej licznik pop). Zredukowaliśmy zatem algorytm [o złożoności] O(n) do O(logn).


    Czy to jest algorytm optymalny? Nie zawsze. Gdybyśmy na przykład chcieli pomnożyć przez 15, poprzedni wzór dałby taki wynik:


    #+(15) = 3 + 4 - 1 = 6.


    A przecież przez 15 moglibyśmy pomnożyć z użyciem tylko pięciu dodawań, korzystając z następującej procedury:


    
      int mnożenie_przez_15(int a) {

    


    
         int b = (a + a) + a;            // b == 3*a

    


    
         int c = b + b;                  // c == 6*a

    


    
         return (c + c) + b;             // 12*a + 3*a

    


    
      }

    


    Taki ciąg dodawań jest nazywany łańcuchem dodawań. Odkryliśmy tu optymalny łańcuch dodawań dla 15. Niemniej algorytm Ahmesa jest w większości sytuacji wystarczająco dobry.


    Ćwiczenie 2.1. Znajdź optymalne łańcuchy dodawań dla n < 100.


    W którymś momencie czytelnik mógł zauważyć, że niektóre z tych obliczeń dałoby się wykonać jeszcze szybciej, gdybyśmy w sytuacji gdy pierwszy argument jest większy niż drugi, odwrócili najpierw ich kolejność (na przykład znacznie łatwiej byłoby obliczyć 3×15 niż 15×3). To prawda, Egipcjanie też o tym wiedzieli. Nie będziemy jednak dodawać tu tej optymalizacji, ponieważ — jak zobaczmy w rozdziale 7 — zechcemy na koniec uogólnić nasz algorytm na przypadki, w których argumenty są różnych typów i kolejność argumentów jest istotna.


    2.2. Ulepszenie algorytmu


    Nasza funkcja mnożenie1 wypada dobrze, jeżeli bierzemy pod uwagę liczbę dodawań, jednak wykonuje ona również ëlog nû rekurencyjnych wywołań. Ponieważ wywołania funkcji są kosztowne, chcielibyśmy przekształcić program tak, aby uniknąć tego wydatku.


    Zasada, z której tu skorzystamy, brzmi następująco. Często łatwiej jest wykonać więcej pracy niż mniej. W szczególności zamierzamy obliczać


    r + na,


    gdzie r jest bieżącym wynikiem, który gromadzi częściowe iloczyny na. Inaczej mówiąc, zamierzamy wykonać mnożenie akumulacyjne zamiast samego mnożenia. Ta zasada okazuje się słuszna nie tylko w programowaniu, lecz również w projektowaniu sprzętu i w matematyce, gdzie często łatwiej jest udowodnić wynik ogólny niż konkretny.


    Oto jak wygląda nasza funkcja mnożenie_akumulacyjne:


    
      int mnożenie_akumulacyjne0(int r, int n, int a) {

    


    
         if (n == 1) return r + a;

    


    
         if (nieparzyste(n)) {

    


    
            return mnożenie_akumulacyjne0(r + a, połowa(n), a + a);

    


    
         } else {

    


    
             return mnożenie_akumulacyjne0(r, połowa(n), a + a);

    


    
         }

    


    
      }

    


    Zachowuje ona niezmiennik r+na=r0+n0a0, gdzie r0, n0 i a0 są początkowymi wartościami tych zmiennych.


    Możemy to jeszcze ulepszyć, upraszczając rekursję. Zauważmy, że dwa rekurencyjne wywołania różnią się tylko pierwszym argumentem. Zamiast dwóch rekurencyjnych wywołań — dla przypadku parzystego i nieparzystego — po prostu zmodyfikujemy wartość r, zanim wykonamy nawrót, w taki oto sposób:


    
      int mnożenie_akumulacyjne1(int r, int n, int a) {

    


    
         if (n == 1) return r + a;

    


    
         if (nieparzyste(n)) r = r + a;

    


    
         return mnożenie_akumulacyjne1(r, połowa(n), a + a);

    


    
      }

    


    Obecnie nasza funkcja jest rekursją ogonową (ang. tail-recursive), tzn. wywołanie rekurencyjne występuje w niej tylko w wartości zwracanej. Wkrótce zrobimy z tego użytek.


    Zauważmy dwie rzeczy:


    
      	n rzadko jest równe 1;


      	jeśli n jest parzyste, nie ma sensu sprawdzać, czy jest równe 1.

    


    Możemy zatem dwukrotnie zmniejszyć liczbę porównań z 1, sprawdzając najpierw nieparzystość:


    
      int mnożenie_akumulacyjne2(int r, int n, int a) {

    


    
         if (nieparzyste(n)) {

    


    
            r = r + a;

    


    
            if (n == 1) return r;

    


    
         }

    


    
         return mnożenie_akumulacyjne2(r, połowa(n), a + a);

    


    
      }

    


    Niektórzy programiści sądzą, że w procesie optymalizacji wykonywanej przez kompilator tego rodzaju przekształcenia zostaną zrobione za nas, jednak nieczęsto jest to zgodne z prawdą; kompilatory nie zamieniają jednego algorytmu na inny.


    To, co zrobiliśmy do tej pory, jest całkiem niezłe, lecz dążymy do całkowitego wyeliminowania rekursji, aby uniknąć nakładów związanych z wywoływaniem funkcji. Jest to łatwiejsze do osiągnięcia, jeśli rekursja w funkcji jest ściśle ogonowa.


    Definicja 2.1. Procedura rekurencyjna z rekursją ściśle ogonową to taka, w której wszystkie ogonowe wywołania rekurencyjne są wykonane z parametrami formalnymi procedury w roli odpowiednich argumentów.


    To również możemy osiągnąć w prosty sposób, przypisując pożądane wartości zmiennym, które będziemy przekazywać, zanim spowodujemy rekursję:


    
      int mnożenie_akumulacyjne3(int r, int n, int a){

    


    
         if (nieparzyste(n)) {

    


    
            r = r + a;

    


    
            if (n == 1) return r;

    


    
         }

    


    
         n = połowa(n);

    


    
         a = a + a;

    


    
         return mnożenie_akumulacyjne3(r, n, a);

    


    
      }

    


    Teraz już łatwo to zamienić na program iteracyjny przez zastąpienie rekursji ogonowej konstrukcją while(true):


    
      int mnożenie_akumulacyjne4(int r, int n, int a) {

    


    
         while (true) {

    


    
            if (nieparzyste(n)) {

    


    
               r = r + a;

    


    
               if (n == 1) return r;

    


    
            }

    


    
            n = połowa(n);

    


    
            a = a + a;

    


    
         }

    


    
      }

    


    Korzystając z tak zoptymalizowanej funkcji mnożenia akumulacyjnego, możemy napisać nową wersję mnożenia. Ta nowa wersja będzie wywoływać naszą pomocniczą funkcję mnożenie_akumulacyjne4:


    
      int mnożenie2(int n, int a) {

    


    
         if (n == 1) return a;

    


    
         return mnożenie_akumulacyjne4(a, n - 1, a);

    


    
      }

    


    Zauważmy, że pomijamy jedną iterację mnożenia_akumulacyjnego4, wywołując je z wynikiem już ustawionym na a.


    Wszystko to wygląda bardzo ładnie z wyjątkiem sytuacji, gdy n jest potęgą 2. Pierwsze, co wykonujemy, to odjęcie 1, co oznacza, że mnożenie_akumulacyjne4 będzie wywoływane z liczbą, która ma w rozwinięciu dwójkowym same jedynki — jest to najgorszy przypadek w naszym algorytmie. Unikniemy tego, wykonując zawczasu nieco pracy, gdy n jest parzysta, połowiąc ją (i podwajając a) dopóty, dopóki nie stanie się nieparzysta:


    
      int mnożenie3(int n, int a) {

    


    
         while (!nieparzyste(n)) {

    


    
            a = a + a;

    


    
            n = połowa(n);

    


    
         }

    


    
         if (n == 1) return a;

    


    
         return mnożenie_akumulacyjne4(a, n - 1, a);

    


    
      }

    


    Teraz jednak zauważamy, że zmuszamy funkcję mnożenie_akumulacyjne4 do wykonania jednego niepotrzebnego sprawdzenia nieparzystości n, ponieważ wywołujemy ją z liczbą parzystą. Wykonamy więc na argumentach jedno połowienie i podwojenie przed jej wywołaniem, dochodząc w ten sposób do wersji ostatecznej:


    
      int mnożenie4(int n, int a) {

    


    
         while (!nieparzyste(n)) {

    


    
            a = a + a;

    


    
            n = połowa(n);

    


    
         }

    


    
         if (n == 1) return a;

    


    
         // parzyste(n -1)  ⇒  n -1 ≠ 1 

    


    
         return mnożenie_akumulacyjne4(a, połowa(n - 1), a + a);

    


    
      }

    

    


    Przepisywanie kodu


    Jak można było zobaczyć na przykładzie wykonanych przez nas przekształceń, przepisywanie kodu jest ważne. Nikt nie pisze dobrego kodu za pierwszym razem. Znalezienie najefektywniejszego lub ogólnego sposobu wykonania czegoś wymaga wielu iteracji. Żaden programista nie powinien mieć jednoprzebiegowej mentalności.


    W czasie tego postępowania w którymś momencie mogła Ci przyjść do głowy taka myśl: „Jedna operacja więcej nie zrobi dużej różnicy”. Może się jednak okazać, że Twój kod będzie wykorzystywany ponownie wiele razy przez wiele lat. (Rzeczywistość dowodzi, że prowizorki w kodzie potrafią egzystować całymi latami). Ponadto tę taniutką operację, której w tej chwili zaoszczędzasz, w przyszłej wersji kodu ktoś mógłby zastąpić bardzo kosztowną.


    Inną korzyścią z dążenia do efektywności jest to, że takie postępowanie wymusza na Tobie głębsze zrozumienie problemu. Z kolei owo głębsze zrozumienie prowadzi do efektywniejszej implementacji — działa tu efekt spirali.

    


    2.3. Przemyślenia związane z rozdziałem


    Uczący się elementarnej algebry mają upraszczać wyrażenia tak długo, jak długo się da. W naszych kolejnych realizacjach algorytmu mnożenia po egipsku przeszliśmy podobny proces, przeformułowując kod w celu uczynienia go przejrzystszym i sprawniejszym. Każdy, kto programuje, musi nabrać nawyku podejmowania prób przekształcania kodu w dążeniu do otrzymania ostatecznej jego postaci.


    Zobaczyliśmy, jak powstawała matematyka w starożytnym Egipcie i jak dzięki niej zyskaliśmy pierwszy znany algorytm. Nieco dalej w książce powrócimy do niego, aby go rozszerzyć. Na razie jednak przeskoczymy o tysiąc lat do przodu, żeby przyjrzeć się odkryciom matematycznym z czasów starożytnej Grecji.


    
      
        [1]  Dla wygody czytania stosujemy w przekładzie wersję kodu z polskimi nazwami w pełnym alfabecie, odmienianymi w tekście; po usunięciu z liter znaków diakrytycznych kod można ćwiczyć na komputerze — przyp. tłum.

      


      
        [2] Wielu informatyków zaczerpnęło tę nazwę ze Sztuki programowania Knutha, gdzie jest podane, że podróżujący po XIX-wiecznej Rosji spotykali chłopów używających tego algorytmu. Jednakże pierwsza wzmianka o tym pochodzi z wydanej w 1911 roku książki Sir Thomasa Heatha, który tak zauważa: „Powiedziano mi, że jest dziś w użyciu sposób (niektórzy mówią, że w Rosji, lecz nie zdołałem tego sprawdzić) [...]”.

      


      
        [3] Ta definicja występuje w pracy z I wieku zatytułowanej Wstęp do arytmetyki, księga I, rozdział VII, autorstwa Nikomachosa z Gerazy. Pisze on: „Parzyste jest to, co można podzielić na dwie równe części bez jedności pośrodku, a nieparzyste jest to, czego nie da się podzielić na dwie równe części z powodu wyżej wspomnianego wtrącenia jedności”.

      


      
        [4] Symbol strzałki „⇒” czytamy jako „implikuje”. Zob. dodatek A, który zawiera zestawienie notacji matematycznej stosowanej w książce.

      


      
        [5] Połowa w sensie „przepołowienia” liczby naturalnej, z odrzuceniem reszty 1 — przyp. tłum.

      


      
        [6] Zapis „log” oznacza w całej książce logarytm przy podstawie 2, chyba że określono inaczej.

      

    

  


  
    Rozdział 3. Teoria liczb według starożytnych Greków


    Pitagorejczycy oddawali się zgłębianiu matematyki. [...] Uważali, że jej zasady muszą leżeć u podstaw wszystkiego, co istnieje.


    Arystoteles, Metafizyka


    W tym rozdziale spojrzymy na pewne problemy badane przez starożytnych matematyków greckich. Ich prace nad wzorcami i „kształtami” liczb doprowadziły do odkrycia liczb pierwszych i zapoczątkowania dziedziny matematyki nazywanej teorią liczb. Dostrzegli oni również paradoksy, w wyniku czego doszło do pewnych matematycznych przełomów. Przy okazji przeanalizujemy starożytny algorytm znajdowania liczb pierwszych i zobaczymy, jak można go udoskonalić.


    3.1. Geometryczne proporcje liczb całkowitych


    Pitagoras, grecki matematyk i filozof, pamiętany przez większość z nas głównie z powodu jego twierdzenia, był w istocie tym, który doszedł do wniosku, że znajomość matematyki jest niezbędna do zrozumienia świata. Odkrył również wiele ciekawych własności liczb, przy czym samo pojmowanie tej wiedzy uważał za wartość niezwykle cenną, niezależnie od zastosowań praktycznych. Według Arystoksenosa, ucznia Arystotelesa: „nadał on nauce matematyki najwyższe znaczenie, rozwijając ją i wydźwigając z obszarów zastosowań kupieckich”.


    Niestety, Pitagoras i jego uczniowie trzymali swoje prace w sekrecie, nie przetrwało więc żadne z ich pism. Od współczesnych mu znamy jednak niektóre z jego odkryć. Wśród nich są te, które w I wieku naszej ery opisał Nikomachos z Gerazy w księdze opatrzonej tytułem Wstęp do arytmetyki. Zawarte są w niej spostrzeżenia dotyczące geometrycznych własności liczb; poszczególnym liczbom przypisano kształty.


    
      
        
      

      
        
          	
            Pitagoras (ok. 570 r. p.n.e. – ok. 490 r. p.n.e.)


            Pitagoras urodził się na greckiej wyspie Samos, która w owych czasach była wielką potęgą morską. Pochodził ze znanej rodziny, lecz wybrał poszukiwanie wiedzy miast bogactwa. Jako młody człowiek odbył podróż do Miletu, aby uczyć się u Talesa, założyciela filozofii (zob. podrozdział 9.2), który doradził mu udać się do Egiptu i tam zgłębiać tajemnice egipskich matematyków.


            [image: ]


            Podczas zamorskich studiów Pitagorasa Egipt podbili Persowie. Pitagoras podążył z wojskami perskimi na wschód, do Babilonu (obecne tereny Iraku), gdzie poznał matematykę i astronomię Babilończyków. Przebywając tam, mógł spotkać podróżników z Indii. Z tego, co wiemy, przesiąknął wówczas ideami, które zwykliśmy kojarzyć z religiami hinduskimi, takimi jak wędrówka dusz, wegetarianizm i ascetyzm. Przed Pitagorasem te idee były Grekom zupełnie nieznane.


            Po powrocie do Grecji Pitagoras osiadł w Krotonie, kolonii greckiej w południowej Italii, gdzie zebrał swoich uczniów — byli wśród nich zarówno mężczyźni, jak i kobiety — którzy podzielali jego poglądy i naśladowali jego ascetyczny styl życia. Ich życie koncentrowało się wokół czterech spraw: astronomii, geometrii, teorii liczb i muzyki. Na tych czterech przedmiotach, określanych później jako kwadrywium[1], edukacja europejska ogniskowała się przez następne 2000 lat. Każda z tych dyscyplin była powiązana z pozostałymi: ruch gwiazd można było odwzorować geometrycznie, geometrię można było podbudować liczbami, a liczby generowały muzykę. I rzeczywiście, Pitagoras jako pierwszy odkrył liczbową strukturę częstotliwości oktaw w muzyce. Jego uczniowie mówili, że „potrafił słyszeć muzykę sfer niebieskich”.


            Po śmierci Pitagorasa pitagorejczycy rozproszyli się po kilku innych okolicznych greckich koloniach i w znacznym stopniu rozwinęli matema§tykę. Swoje nauczanie utrzymywali jednak w tajemnicy, toteż wiele z ich wyników mogło zaginąć. Wyeliminowali też rywalizację ze swoich szeregów, przypisując wszystkie odkrycia Pitagorasowi, dlatego nie wiemy, kto czego dokonał.


            Chociaż wspólnoty pitagorejskie przeminęły po kilkuset latach, ich dzieło nie utraciło znaczenia. Jeszcze pod koniec XVII wieku Leibniz (jeden z twórców rachunku różniczkowego) mienił się pitagorejczykiem.

          
        

      
    


    Na przykład liczby trójkątne, formowane w stosy rzędów reprezentujące pierwsze n liczb naturalnych, to te, które tworzą następujące wzory geometryczne:


    [image: ]


    Liczby prostokątne wyglądają tak:


    [image: ]


    Łatwo zauważyć, że n-ta liczba prostokątna jest reprezentowana w postaci prostokąta o wymiarach n×(n + 1):


    [image: ]


    Jest również jasne geometrycznie, że każda liczba prostokątna jest dwa razy większa od odpowiadającej jej liczby trójkątnej. Skoro wiemy już, że liczby trójkątne są sumami pierwszych n liczb naturalnych, możemy napisać, że


    [image: ]


    W ten sposób z przedstawienia geometrycznego otrzymujemy wzór na sumę pierwszych n liczb naturalnych:


    [image: ]


    Inną obserwacją geometryczną jest to, że elementy ciągu liczb nieparzystych tworzą kształty, które Grecy nazywali gnomonami (grecka nazwa kątownika murarskiego (węgielnicy); gnomon jest również częścią zegara słonecznego — tą, która rzuca cień).


    [image: ]


    Połączenie pierwszych n gnomonów tworzy znany kształt — kwadrat:


    [image: ]


    Z tego rysunku wynika również wzór na sumę pierwszych n liczb nieparzystych:


    [image: ]


    Ćwiczenie 3.1. Znajdź geometryczny dowód następującego przepisu: weź dowolną liczbę trójkątną, pomnóż ją przez 8 i dodaj 1. Wynikiem będzie kwadrat pewnej liczby. (To zadanie pochodzi z Plutarchowych Pytań platonicznych).


    3.2. Odsiewanie liczb pierwszych


    Pitagorejczycy zauważyli też, że niektórych liczb nie da się przedstawić w niebanalnej postaci prostokątnej (to jest jako prostokątnego kształtu, w którym oba boki są większe niż 1). To właśnie te liczby nazywamy dzisiaj pierwszymi — takie, które nie są iloczynami mniejszych liczb:


    [image: ]


    („Liczby” były rozumiane przez Greków zawsze jako całkowite). Jedne z najwcześniejszych obserwacji dotyczących liczb pierwszych pochodzą od Euklidesa. Mimo że zazwyczaj kojarzy się go z geometrią, kilka ksiąg z Euklidesowych Elementów jest poświęconych temu, co obecnie nazywamy teorią liczb. Jednym z jego wyników jest poniższe twierdzenie.


    Twierdzenie 3.1 (Euklides VII, 32). Każda liczba jest albo pierwsza, albo podzielna przez jakąś liczbę pierwszą.


    Dowód, w którym wykorzystuje się technikę zwaną „niemożliwością schodzenia w nieskończoność”, wygląda następująco[2].


    Dowód. Rozważmy liczbę A. Jeśli jest ona pierwsza, to rzecz jest skończona. Jeśli jest złożona (to znaczy nie jest liczbą pierwszą), to musi być podzielna przez jakąś mniejszą liczbę B. Jeśli B jest pierwsza, to jesteśmy u celu (bo skoro A jest podzielna przez B i B jest pierwsza, to jest podzielna przez liczbę pierwszą). Jeśli B jest złożona, to musi być podzielna przez pewną mniejszą liczbę C itd. W końcu znajdziemy liczbę pierwszą lub — jak zauważa Euklides w dowodzie twierdzenia, który poprzedza niniejsze — „nieskończony ciąg liczb, z których każda jest mniejsza od poprzedniej, będzie dzielił tę liczbę, a to jest niemożliwe”. ☐


    Ta euklidesowa zasada, że każdy malejący ciąg liczb naturalnych jest skończony, jest równoważna aksjomatowi indukcji liczb naturalnych, który napotkamy w rozdziale 9.


    * * *


    Inny wynik, przez niektórych uważany za najpiękniejsze twierdzenie w matematyce, stanowi fakt, że liczb pierwszych jest nieskończenie wiele.


    Twierdzenie 3.2 (Euklides IX, 20). Dla dowolnego ciągu liczb pierwszych {p1,...,pn}istnieje liczba pierwsza p, która do niego nie należy.


    Dowód. Rozważmy liczbę


    [image: ]


    gdzie pi jest i-tą liczbą pierwszą w ciągu. Ze sposobu, w jaki zbudowaliśmy q, wiemy, że nie jest ona podzielna przez pi. Wobec tego q jest albo pierwsza, a wtedy to ona sama, będąc pierwszą, nie występuje w ciągu, albo q jest podzielna przez pewną nową liczbę pierwszą, której, co wynika z definicji, nie ma w danym ciągu. Widzimy więc, że liczb pierwszych jest nieskończenie wiele. ☐


    Jednym z najlepiej znanych sposobów znajdowania liczb pierwszych jest sito Eratostenesa. Eratostenes, matematyk grecki z III wieku przed naszą erą, jest pamiętany między innymi dzięki jego zadziwiająco dokładnemu pomiarowi obwodu Ziemi. Jeśli posłużyć się przenośnią, pomysł sita Eratostenesa polega na „odsiewaniu” wszystkich liczb, które nie są pierwsze — te „przechodzą” przez sito, a liczby pierwsze zostają na końcu. Rzeczywista procedura polega na rozpoczęciu od listy wszystkich kandydujących liczb i skreślaniu tych, o których wiadomo, że nie są pierwsze (gdyż są wielokrotnościami liczb znalezionych do tej pory); to, co pozostanie, to liczby pierwsze. Obecnie przy demonstrowaniu sita Eratostenesa często rozpoczyna się od wszystkich dodatnich liczb całkowitych aż do danej liczby, lecz Eratostenes wiedział już, że liczby parzyste nie są pierwsze, więc nie troszczył się o ich uwzględnianie.


    Postępując zgodnie z zasadą Eratostenesa, uwzględnimy tylko liczby nieparzyste, zatem nasze sito będzie znajdować liczby większe niż 2. Każda wartość w sicie jest kandydatką na liczbę pierwszą aż do dowolnej wartości, o którą nam chodzi. Jeśli zechcemy znaleźć liczby pierwsze aż do maksimum m = 53, nasze sito przyjmie na początku postać:


    [image: ]


    W każdej iteracji bierzemy pierwszą z brzegu liczbę (ta musi być liczbą pierwszą) i skreślamy wszystkie jej wielokrotności, z wyjątkiem jej samej, których poprzednio jeszcze nie skreślono. Liczby skreślone w danej iteracji ujmujemy w ramki. Oto jak wygląda sito po wykreśleniu wielokrotności 3:


    [image: ]


    Następnie skreślamy wielokrotności 5, których jeszcze nie skreślono:


    [image: ]


    A potem nadal pozostające w ciągu wielokrotności 7:
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    To postępowanie musimy powtarzać tak długo, aż wykreślimy wszystkie wielokrotności czynników mniejszych lub równych [image: ], gdzie m jest największą z rozpatrywanych przez nas kandydatek. W naszym przykładzie m = 53, czyli jesteśmy u celu. Wszystkie liczby, które nie zostały skreślone, są pierwsze:


    [image: ]


    Zanim zaprogramujemy ten algorytm, poczynimy kilka uwag. Cofnijmy się i spójrzmy na obraz sita w połowie postępowania (powiedzmy z etapu, gdy skreślamy wielokrotności 5). Dodajmy pewne informacje, a mianowicie indeks każdej z rozpatrywanych kandydatek, czyli jej pozycję na wykazie:


    [image: ]


    Zauważmy, że gdy rozpatrujemy wielokrotności czynnika 5, rozmiar kroku, czyli liczba pozycji między dwiema skreślanymi liczbami, takimi jak 25 i 35, jest taki sam jak dany czynnik. Wyrażając to inaczej: różnica między indeksami dowolnych dwóch kandydatek skreślanych w danej iteracji jest równa użytemu czynnikowi. Ponieważ lista kandydatek zawiera tylko liczby nieparzyste, również różnica między dwiema wartościami jest dwukrotnie większa niż różnica między dwoma indeksami. Zatem różnica między dwiema liczbami skreślanymi w danej iteracji (na przykład między 25 i 35) równa się podwójnej długości kroku lub — równoważnie — stanowi dwukrotność użytego czynnika. Zobaczymy, że ten schemat jest zachowywany dla wszystkich czynników, które rozpatrywaliśmy w przykładzie.


    Zauważamy na koniec, że liczba skreślana na początku każdej iteracji jest kwadratem użytego czynnika pierwszego. To znaczy, gdy skreślamy wielokrotności 5, pierwszą liczbą, która poprzednio nie została wykreślona, będzie 25. Jest tak, ponieważ wszystkie inne wielokrotności były już uwzględnione przy okazji wyszukiwania poprzednich liczb pierwszych.


    3.3. Implementacja i optymalizacja kodu


    Na pierwszy rzut oka można odnieść wrażenie, że algorytm będzie musiał działać na dwu tablicach: jednej zawierającej przesiewane przez nas liczby kandydujące, czyli „wartości”, i drugiej ze znacznikami boolowskimi wskazującymi, czy odpowiednia liczba nadal kandyduje, czy została skreślona. Jednak po chwili namysłu widać, że w ogóle nie musimy pamiętać żadnych wartości. Większość wartości (wszystkie liczby, które nie są pierwsze) nigdy nie jest w użyciu. Gdy naprawdę potrzebujemy wartości, możemy ją obliczyć na podstawie jej pozycji: wiemy, że pierwszą wartością jest 3, a każda następna jest o 2 większa od poprzedniej, więc i-ta wartość wynosi 2i + 3.


    Nasza implementacja będzie zatem przechowywać tylko znaczniki boolowskie w sicie, przyjmujące wartości prawda (true) dla liczb pierwszych i fałsz (false) dla złożonych. Proces „skreślania” liczb złożonych nazywamy znakowaniem sita. Oto funkcja, której użyjemy do oznakowania wszystkich liczb złożonych dla danego czynnika:


    
      template <RandomAccessIterator I, Integer N>

    


    
      void znakuj_sito(I pierwszy, I ostatni, N czynnik) {

    


    
         // asercja(pierwszy != ostatni)

    


    
         *pierwszy = false;

    


    
         while (ostatni - pierwszy > czynnik) {

    


    
            pierwszy = pierwszy + czynnik;

    


    
            *pierwszy = false;

    


    
         }

    


    
      }

    


    Stosujemy konwencję „deklarowania” argumentów w naszych szablonach wraz z opisem nakładanych na nie wymagań. Te wymagania, określane jako koncepty (ang. concepts), omówimy szczegółowo w rozdziale 10; aby się w tym zorientować, czytelnicy mogą na razie zajrzeć do dodatku C. (Jeśli nie znasz szablonów C++, są one również wyjaśnione w tym dodatku).


    Jak się wkrótce przekonamy, będziemy wywoływać tę funkcję z pierwszym wskazującym na wartość boolowską odpowiadającą pierwszej „nieskreślonej” wielokrotności czynnika, która — jak widzieliśmy — jest zawsze kwadratem czynnika. Jeśli chodzi o ostatni, postąpimy zgodnie z konwencją STL przekazywania iteratora: ma on wskazywać pozycję tuż za ostatnim elementem w naszej tablicy, tak więc ostatni – pierwszy jest liczbą elementów.


    * * *


    Zanim zobaczymy, jak się przesiewa, zwróćmy uwagę na następujące lematy przesiewania:


    
      	Kwadrat najmniejszego czynnika pierwszego liczby złożonej c jest mniejszy lub równy c.


      	Dowolna liczba złożona mniejsza niż p2 jest odsiewana przez liczbę pierwszą mniejszą niż p (to znaczy jest skreślana jako jej wielokrotność).


      	Znakowanie podczas przesiewania za pomocą p zaczyna się od p2


      	Jeśli chcemy przesiewać liczby aż do m, to kończymy przesiewanie, gdy p2 ≥ m

    


    W naszych obliczeniach posłużymy się następującymi wzorami:


    wartość pod indeksem i: wartość(i) = 3 + 2i = 2i + 3,


    indeks wartości v: indeks(v) =[image: ]


    krok między wielokrotnością k a wielokrotnością k + 2 wartości w i:


    [image: ]



    indeks kwadratu wartości w i:


    [image: ]



    Teraz możemy podjąć pierwszą próbę realizacji przesiewania:


    
      template <RandomAccessIterator I, Integer N>

    


    
      void przesiej0(I pierwszy, N n) {

    


    
         std::fill(pierwszy, pierwszy + n, true);

    


    
         N i(0);

    


    
         N kwadrat_indeksu(3);

    


    
         while (kwadrat_indeksu < n) {

    


    
            // niezmiennik: kwadrat_indeksu = 2i^2 + 6i + 3

    


    
            if (pierwszy[i]) {           // jeśli kandydatka jest pierwsza

    


    
               znakuj_sito(pierwszy + kwadrat_indeksu,

    


    
                        pierwszy + n,    // ostatni

    


    
                        i + i + 3);      // czynnik

    


    
            }

    


    
            ++i;

    


    
            kwadrat_indeksu = 2*i*(i + 3) + 3;

    


    
         }

    


    
      }

    


    Mogłoby się zdawać, że powinniśmy przejść w odwołaniu do struktury danych zawierającej ciąg boolowski, gdyż sito działa tylko wtedy, gdy przesiewamy całość. Przekazując jednak w zamian iterator na początek przedziału oraz jego długość, nie ograniczamy rodzaju używanej struktury danych. Dane mogą być w kontenerze STL lub w bloku pamięci; nie musimy tego wiedzieć. Zauważmy, że operujemy rozmiarem tablicy n, a nie maksymalną wartością m do przesiania.


    Zmienna kwadrat_indeksu jest indeksem pierwszej wartości, którą chcemy oznakować, to znaczy kwadratem bieżącego czynnika. Zwracamy uwagę, że obliczanie czynnika, którego używamy do znakowania sita (i + i + 3) i innych wielkości (złożonych pochyłym krojem), odbywa się w każdym powtórzeniu pętli. Wspólne podwyrażenia możemy wyciągnąć na zewnątrz pętli; te zmiany zaznaczono wytłuszczonym drukiem:


    
      template <RandomAccessIterator I, Integer N>

    


    
      void przesiej1(I pierwszy, N n) {

    


    
         I ostatni = pierwszy + n;

    


    
         std::fill(pierwszy, ostatni, true);

    


    
         N i(0);

    


    
         N kwadrat_indeksu(3);

    


    
         N czynnik(3);

    


    
         while (index_square < n) {

    


    
            // niezmiennik: kwadrat_indeksu = 2i^2 + 6i + 3,

    


    
            //                       czynnik = 2i + 3

    


    
            if (pierwszy[i]) {

    


    
               znakuj_sito(pierwszy + kwadrat_indeksu, ostatni, czynnik);

    


    
            }

    


    
            ++i;

    


    
            czynnik = i + i + 3;

    


    
            kwadrat_indeksu = 2*i*(i + 3) + 3;

    


    
         }

    


    
      }

    


    Uważny czytelnik spostrzeże, że obliczanie czynnika jest obecnie trochę gorsze niż poprzednio, ponieważ następuje w każdym powtórzeniu pętli, a nie w iteracjach, w których warunek w instrukcji if przyjmuje wartość prawda. Zobaczymy jednak za chwilę, że użycie osobnej zmiennej czynnik jest sensowne. Poważniejszą sprawą jest to, że wciąż mamy stosunkowo kosztowną operację — obliczenie wartości kwadrat_indeksu, która zawiera dwa mnożenia. Dlatego, wzorując się na optymalizacji wykonywanej przez kompilator, skorzystamy z techniki zwanej redukcją mocy (ang. strength reduction), która służy do zastępowania drogich operacji, takich jak mnożenie, równoważnym kodem z zastosowaniem mniej kosztownych działań, takich jak dodawanie[3]. Jeśli kompilator może to wykonać automatycznie, to tym bardziej potrafimy zrobić to ręcznie.


    Przyjrzyjmy się dokładniej tym obliczeniom. Załóżmy, że zastąpiliśmy


    
      czynnik = i + i + 3;

    


    
      kwadrat_indeksu = 3 + 2*i*(i + 3);

    


    instrukcjami


    
      czynnik += [image: ];

    


    
      kwadrat_indeksu += [image: ];

    


    gdzie [image: ] i [image: ] są, odpowiednio, różnicami między kolejnymi (to znaczy o numerach i oraz i + 1) wartościami czynnika i kwadratu_indeksu:


    [image: ] :[image: ]


    [image: ] :[image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    Obliczenie [image: ] jest łatwe; zmienne się upraszczają i otrzymujemy 2. Ale jak uprościć wyrażenie [image: ]? Zauważamy, że przestawiając składniki, możemy przedstawić je za pomocą czegoś, co już mamy — czynnika(i) — i czegoś, co nadal trzeba obliczyć — czynnika(i + 1). (Gdy wiesz, że musisz obliczyć dużo wielkości, warto sprawdzić, czy jednej nie da się obliczyć za pomocą drugiej. To może zmniejszyć ilość roboty).


    Za pomocą tych podstawień dochodzimy do ostatecznej wersji funkcji przesiej. Ulepszenia znów pogrubiamy w druku:


    
      template <RandomAccessIterator I, Integer N>

    


    
      void przesiej(I pierwszy, N n) {

    


    
         I ostatni = pierwszy + n;

    


    
         std::fill(pierwszy, ostatni, true);

    


    
         N i(0);

    


    
         N kwadrat_indeksu(3);

    


    
         N czynnik(3);

    


    
         while (kwadrat_indeksu < n) {

    


    
            // niezmiennik: kwadrat_indeksu = 2i^2 + 6i + 3,

    


    
            //                       czynnik = 2i + 3

    


    
            if (pierwszy[i]) {

    


    
               znakuj_sito(pierwszy + kwadrat_indeksu, ostatni, czynnik);

    


    
            }

    


    
            ++i;

    


    
            kwadrat_indeksu += czynnik;

    


    
            czynnik += N(2);

    


    
            kwadrat_indeksu += czynnik;

    


    
         }

    


    
      }

    


    Ćwiczenie 3.2. Zmierz czas działania sita dla różnych rozmiarów danych: bitowych (używając std::vector<bool>), uint8_t, uint16_t, uint32_t i uint64_t.


    Ćwiczenie 3.3. Używając sita, sporządź wykres funkcji


    Π(n) = liczba pierwszych < n


    dla n sięgającego 107 i znajdź jego analityczne przybliżenie.
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