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  Drogi Czytelniku!


  Jeżeli chcesz ocenić tę książkę, zajrzyj pod adres


  https://helion.pl/user/opinie/pralli_ebook


  Możesz tam wpisać swoje uwagi, spostrzeżenia, recenzję.
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  Wstęp


  Konwencje typograficzne przyjęte w tej książce


  W celu odróżnienia od siebie różnych treści przyjęto następujące konwencje typograficzne:


  Pogrubienie


  W ten sposób zapisywane są nowe i ważne pojęcia.


  Kursywa


  W ten sposób wyróżniono istotne fragmenty tekstu, adresy URL oraz nazwy i rozszerzenia plików.


  Czcionka o stałej szerokości znaków


  Taką czcionką wyróżniono elementy kodu wplecione w treść akapitów. Dłuższe bloki kodu wyróżniono dodatkowo charakterystycznym wcięciem.
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          Tekst oznaczony tą ikoną jest ogólną uwagą.
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          Tekst oznaczony tą ikoną jest ostrzeżeniem.                                                
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          Tekst oznaczony tą ikoną jest wskazówką.

        
      

    
  


  Wykorzystanie przykładów kodu


  Materiały uzupełniające (przykłady kodu, rozwiązania ćwiczeń itp.) znajdziesz pod adresem https://ftp.helion.pl/przyklady/pralli.zip.


  Ta książka ma pomóc Ci w pracy. Kodu zamieszczonego w tej książce można używać we własnych programach i dokumentacjach bez zgody posiadacza praw autorskich, chyba że wykorzystasz duże fragmenty. Jeśli na przykład w pisanym programie użyjesz kilku fragmentów kodu z tej książki, nie musisz pytać o zgodę. Aby sprzedawać i rozprowadzać płyty CD-ROM z przykładami, trzeba mieć zgodę. Aby odpowiedzieć komuś na pytanie, cytując fragment tej książki wraz z kodem źródłowym, nie trzeba mieć zgody. Aby wykorzystać dużą ilość kodu źródłowego z tej książki w dokumentacji własnego produktu, trzeba mieć zgodę.


  Informacje o źródle użytych fragmentów są mile widziane, ale niewymagane. Notka powinna zawierać nazwisko autora, tytuł publikacji, nazwę wydawcy oraz miejsce i datę publikacji, np. Mike X. Cohen, Praktyczna algebra liniowa dla analityków danych, Helion, Gliwice 2024.


  Podziękowania


  Muszę się do czegoś przyznać: bardzo nie lubię pisać podziękowań. Nie dlatego, że odczuwam wdzięczności albo nie mam komu podziękować — wręcz przeciwnie: jest zbyt wiele osób, którym powinienem podziękować, i nie wiem, od kogo zacząć, kogo wymienić z imienia i nazwiska, a kogo wspomnieć ogólnie. Czy powinienem podziękować swoim Rodzicom za ich rolę w ukształtowaniu mojej osoby? A może należy też wspomnieć o Rodzicach moich Rodziców, którzy wpłynęli na ich osobowość? Pamiętam, jak nauczycielka w czwartej klasie powiedziała mi, że powinienem zostać pisarzem, kiedy dorosnę. (Nie pamiętam jej nazwiska i nie wiem, kiedy dorosnę, ale być może miała ona jakiś wpływ na tę książkę). Większość tej książki napisałem w trakcie pracy zdalnej z Wysp Kanaryjskich — może powinienem więc podziękować pilotom, którzy mnie tam zawieźli? Albo elektrykom, którzy montowali instalacje w pomieszczeniach coworkingowych? Być może powinienem być też wdzięczny Özdemirowi Paszy za jego rolę w spopularyzowaniu kawy, która zarówno mi ułatwiała, jak i utrudniała pisanie. Nie zapomnijmy o rolnikach uprawiających pyszne produkty, które dały mi pożywienie i szczęście.


  Widzisz, dokąd to zmierza: słowa wstukały na klawiaturze moje palce, ale to cała historia ludzkiej cywilizacji stworzyła mnie i środowisko, które pozwoliło mi napisać tę książkę, a Tobie ją przeczytać. Zatem dziękuję całej ludzkości!


  No dobrze, powinienem też poświęcić jeden akapit na bardziej tradycyjne podziękowania. W pierwszej kolejności chciałbym podziękować wszystkim studentom uczestniczącym w prowadzonych przeze mnie zajęciach uniwersyteckich, szkołach letnich i kursach na platformie Udemy za zaufanie, jakim mnie obdarzyli, oraz za motywowanie mnie do dalszego doskonalenia moich umiejętności tłumaczenia matematyki stosowanej i innych zagadnień technicznych. Jestem również wdzięczny Jess Haberman, redaktorce inicjującej z O’Reilly, która jako pierwsza zwróciła się do mnie z pytaniem, czy byłbym zainteresowany napisaniem tej książki. Następujące osoby odegrały znaczącą rolę w przekształceniu moich naciśnięć klawiszy w książkę, którą teraz czytasz: Shira Evans (redaktor prowadząca), Jonathon Owen (redaktor techniczny), Elizabeth Oliver (korektorka), Kristen Brown (menadżer ds. udostępniania treści) oraz dwaj korektorzy merytoryczni. Jestem pewien, że lista ta jest niekompletna. Z pewnością były też inne osoby, które pomogły mi wydać tę książkę. Albo nie znam ich z imienia i nazwiska, albo zapomniałem o nich wspomnieć ze względu na luki w pamięci spowodowane moim podeszłym wiekiem1. Każdej osobie czytającej tę książkę, która uważa, że przyczyniła się do jej powstania, chcę powiedzieć: dziękuję.


  
    1 LOL, miałem 42 lata, gdy pisałem tę książkę.

  


  Rozdział 1. Wprowadzenie


  Co to jest algebra liniowa i dlaczego warto ją poznać?


  Historia algebry liniowej jest bardzo interesująca. W świecie zachodnim jej początki to XVII wiek, natomiast w Chinach zgłębiano ją już o wiele wcześniej. Początkowo macierze — arkusze kalkulacyjne z liczbami stanowiące serce algebry liniowej — wykorzystywano do zwartego zapisywania zbiorów liczb, na przykład współrzędnych geometrycznych (robił tak Kartezjusz) i układów równań (pionierem tego zapisu był Gauss). W XX wieku macierze i wektory były wykorzystywane w obliczeniach wielowymiarowych, w tym w rachunku różniczkowym, równaniach różniczkowych, fizyce i ekonomii.


  Do niedawna większość ludzi nie musiała przejmować się macierzami. Zmieniły to komputery, które znacznie ułatwiły pracę z tymi strukturami. W ten sposób współczesna informatyka dała początek nowoczesnej algebrze liniowej. Podczas gdy tradycyjna algebra liniowa jest abstrakcyjna, nowoczesna algebra liniowa koncentruje się na obliczeniach. Nowoczesną algebrę liniową najlepiej poznaje się za pomocą kodu i jej zastosowań w grafice, statystyce, analizie danych, sztucznej inteligencji i symulacjach numerycznych. Nauka tradycyjnej algebry liniowej koncentruje się na dowodach i rozważaniach w nieskończenie wymiarowych przestrzeniach wektorowych. Nowoczesna algebra liniowa daje fundamenty, na których opiera się prawie każdy algorytm implementowany na komputerach. Natomiast tradycyjna algebra liniowa jest często pokarmem intelektualnym dla zaawansowanych studentów matematyki.


  Witam we współczesnej algebrze liniowej.


  Czy warto uczyć się algebry liniowej? To zależy od tego, czy chcesz zrozumieć algorytmy i procedury, czy tylko zastosować implementujące je metody. Nie dyskredytuję przy tym drugiej opcji — nie ma nic złego w korzystaniu z narzędzi, których działania nie rozumiesz (piszę te słowa na laptopie, z którego potrafię korzystać, ale nie potrafiłbym zbudować go od podstaw). Jednak biorąc pod uwagę, że z oferty książek wydawnictwa O’Reilly wybrałeś właśnie tę, przypuszczam, iż (1) chcesz wiedzieć, jak działają te algorytmy, albo (2) chcesz opracować lub dostosować do swoich potrzeb istniejące metody obliczeniowe. A zatem powinieneś poznać algebrę liniową wraz z jej nowoczesną wersją.


  O książce


  Moim celem jest nauczenie Cię nowoczesnej algebry liniowej. Nie chcę, abyś zapamiętał jakieś kluczowe równania i przedzierał się przez abstrakcyjne dowody; moim celem jest nauczenie Cię myśleć w kategoriach macierzy, wektorów oraz wykonywanych na nich działań. Chcę, abyś wyrobił sobie geometryczną intuicję na temat tego, dlaczego algebra liniowa jest taka, jaka jest. Z książki tej dowiesz się też, jak zaimplementować koncepcje znane z algebry liniowej w kodzie w języku Python (ze szczególnym uwzględnieniem zastosowań w uczeniu maszynowym i nauce o danych).


  W wielu tradycyjnych podręcznikach algebry liniowej unika się przykładów numerycznych (kosztem uogólnień) i oczekuje się od Czytelnika samodzielnego wyprowadzania trudnych dowodów i zapamiętywania bardzo wielu pojęć, które mają niewielkie bądź żadne znaczenie w praktycznych zastosowaniach algebry lub w implementacjach wykorzystujących ją algorytmów. Nie jest to w żadnym wypadku krytyka — abstrakcyjna algebra liniowa jest piękna i elegancka. Ale jeśli Twoim celem jest wykorzystanie algebry liniowej (i bardziej ogólnie matematyki) w roli narzędzia do zrozumienia danych, statystki, głębokiego uczenia, przetwarzania obrazów itp., to lektura tradycyjnych podręczników do algebry liniowej może wydawać się stratą czasu. Po ich przeczytaniu będziesz zdezorientowany i zaniepokojony kwestią wykorzystania poznanych zagadnień w praktyce.


  Książkę tę napisałem z myślą o samodzielnej nauce. Być może masz dyplom z matematyki, inżynierii lub fizyki i chcesz nauczyć się implementować algebrę liniową w kodzie. A może nie studiowałeś matematyki na uniwersytecie i właśnie zdałeś sobie sprawę ze znaczenia algebry liniowej w Twojej pracy lub w obszarze, który studiowałeś. Tak czy inaczej, ta książka jest samowystarczalnym zasobem. Nie jest to jedynie uzupełnienie kursu z algebry liniowej (choć możną ją wykorzystać do tego celu).


  Jeśli kiwałeś głową, czytając ostatnie trzy akapity, to ta książka jest zdecydowanie dla Ciebie.


  Jeśli chcesz jeszcze bardziej poszerzyć swoją wiedzę z algebry liniowej, to istnieje kilka doskonałych prac zawierających więcej materiałów i dowodów, w tym napisana przez mnie książka Linear Algebra: Theory, Intuition, Code (Sincxpress BV)1.


  Wymagania wstępne


  Starałem się napisać książkę dla entuzjastów z minimalnym wykształceniem formalnym. Tak naprawdę niczego nigdy nie uczymy się od zera.


  Matematyka


  Musisz być dobrze obeznany z matematyką na poziomie szkoły średniej. Tylko podstawowa algebra i geometria, nic skomplikowanego.


  Ta książka nie wymaga znajomości rachunku różniczkowego (chociaż sam rachunek różniczkowy pełni istotną rolę w zastosowaniach, w których często wykorzystuje się algebrę liniową, takich jak głębokie uczenie i optymalizacja).


  Co najważniejsze, musisz czuć się komfortowo, myśląc o matematyce, patrząc na równania i wykresy oraz podejmując intelektualne wyzwanie związane z nauką tej dziedziny.


  Postawa


  Algebra liniowa jest gałęzią matematyki, a więc jest to książka do matematyki. Nauka matematyki, zwłaszcza jeżeli uczy się jej osoba dorosła, wymaga cierpliwości, poświęcenia i asertywności. Wypij filiżankę kawy, weź głęboki oddech, umieść telefon w innym pokoju i zanurz się w świat matematyki.


  Z tyłu głowy pojawi się głos, który powie Ci, że jesteś za stary lub za głupi, by uczyć się zaawansowanej matematyki. Czasami ten głos jest głośniejszy, a czasami cichszy, ale zawsze gdzieś jest. Słyszysz go nie tylko Ty — każdy tak ma. Nie możesz uciszyć tego głosu, nawet nie próbuj. Po prostu zaakceptuj, że odrobina niepewności i zwątpienia jest częścią bycia człowiekiem. Za każdym razem gdy pojawia się ten głos, spróbuj mu udowodnić, że się myli.


  Programowanie


  Ta książka koncentruje się na wykorzystaniu algebry liniowej w kodzie. Napisałem ją z myślą o Pythonie, ponieważ jest to obecnie najpopularniejszy język programowania wykorzystywany w nauce o danych, uczeniu maszynowym i pokrewnych im dziedzinach. Jeśli wolisz inne języki, takie jak MATLAB, R, C lub Julia, mam nadzieję, że przetłumaczenie kodu w Pythonie na kod w tych językach nie sprawi Ci problemów.


  Starałem się, aby kod nadawał się do wykorzystania w praktyce i jednocześnie był tak prosty, jak to tylko możliwe. Krótkie wprowadzenie do programowania w Pythonie znajdziesz w rozdziale 16. To, czy powinieneś go przejrzeć, zależy od poziomu Twojej znajomości Pythona:


  Poziom średnio zaawansowany lub zaawansowany (ponad rok doświadczenia w programowaniu)


  Całkowicie pomiń rozdział 16. lub przejrzyj go pobieżnie, aby się zorientować, jak wygląda kod, który pojawia się w pozostałej części książki.


  Coś tam wiesz (mniej niż rok doświadczenia)


  Przejrzyj rozdział, jeśli zawiera on nowy lub wymagający odświeżenia materiał. Powinieneś bez problemu przejść przez zawartość tego rozdziału.


  Całkowicie początkujący


  Zapoznaj się szczegółowo z rozdziałem 16. Ta książka nie jest pełnoprawnym kursem Pythona, więc jeśli masz problemy z kodem zawartym w rozdziałach poświęconych algebrze, odłóż na chwilę tę książkę i przestudiuj jakiś kurs lub książkę na temat programowania w tym języku. Gdy poznasz Pythona, wróć do tej książki.


  Dowody matematyczne kontra kod


  Celem studiowania matematyki jest… no cóż… jej zrozumienie. Jak rozumiesz matematykę? Oto jak można na nią patrzeć:


  Rygorystyczne dowody


  W matematyce dowód to ciąg stwierdzeń pokazujących, w jaki sposób, posługując się logiką, przejść ze zbioru założeń do logicznego wniosku. Bez wątpienia dowody stanowią istotę matematyki teoretycznej.


  Wizualizacje i przykłady


  Przejrzyście napisane wyjaśnienia, diagramy i przykłady pomogą Ci przyswoić sobie pojęcia i operacje algebry liniowej. Większość przykładów dotyczy dających się zwizualizować przestrzeni dwu- lub trójwymiarowych, ale przedstawiane zasady działają również w większej liczbie wymiarów.


  Różnica między tymi podejściami polega na tym, że formalne dowody matematyczne zapewniają rygoryzm, ale rzadko pozwalają wyrobić sobie intuicję. Z jej rozwinięciem nie ma natomiast problemów w przypadku wizualizacji i przykładów, z którymi z kolei wiążę się ryzyko nieścisłości wynikające z pokazania konkretnych sytuacji (brak uogólnienia).


  Choć w książce znajdziesz dowody ważnych twierdzeń, skupiam się w niej raczej na budowaniu intuicji poprzez wyjaśnienia, wizualizacje i przykłady kodu.


  Prowadzi to do koncepcji wyrabiania sobie matematycznej intuicji poprzez programowanie (czasami nazywam to „miękkimi dowodami”). Pomysł jest następujący: zakładam, że Python (oraz biblioteki takie jak NumPy i SciPy) zawiera poprawne implementacje niskopoziomowych operacji arytmetycznych i podczas „dowodzenia” skupiam się na zasadach algebry, sprawdzając ich prawdziwość za pomocą kodu testującego wiele wartości numerycznych.


  Czas na szybki przykład, w którym „miękko udowodnię” zasadę przemienności mnożenia, która mówi, że a · b = b · a:


  
    a = np.random.randn()

  


  
    b = np.random.randn()

  


  
    a*b - b*a

  


  Powyższy kod generuje dwie liczby losowe i sprawdza hipotezę mówiącą, że zmiana kolejności czynników w mnożeniu nie ma wpływu na wynik. Jeśli zasada ta jest prawdziwa, to trzeci wiersz kodu powinien wyświetlić wartość 0.0. Jeśli uruchomisz ten kod wiele razy i za każdym razem otrzymasz 0.0, to widząc ten sam wynik w wielu różnych przykładach, wyrobisz sobie intuicję dotyczącą przemienności.


  Dla jasności: intuicja wynikająca z kodu nie zastąpi rygorystycznego dowodu matematycznego. Chodzi o to, że „miękkie dowody” pozwalają zrozumieć pojęcia matematyczne bez martwienia się o szczegóły abstrakcyjnej składni i procesu rozumowania. Jest to szczególnie korzystne dla programistów, którzy nie posiadają zaawansowanej wiedzy matematycznej.


  Najważniejsze jest to, że przy odrobinie kodowania będziesz w stanie poznać całkiem sporą część matematyki.


  Kod pokazany w książce i do pobrania z sieci


  Możesz przeczytać tę książkę bez patrzenia na kod lub rozwiązywania ćwiczeń programistycznych. Nie jest to złe podejście i na pewno się czegoś nauczysz. Ale nie bądź rozczarowany, jeśli Twoja wiedza będzie ulotna i powierzchowna. Jeżeli chcesz naprawdę zrozumieć algebrę liniową, musisz rozwiązywać problemy. Dlatego ta książka zawiera przykłady kodu i ćwiczenia dla każdego pojęcia matematycznego.


  Najważniejsze fragmenty kodu są zamieszczone bezpośrednio w książce. Chcę, żebyś przeczytał tekst i równania, spojrzał na wykresy i równocześnie zobaczył kod. Dzięki temu będziesz w stanie powiązać pojęcia i równania z kodem.


  Z drugiej strony kod może zająć w książce zbyt dużo miejsca, a ręczne przepisywanie go do komputera jest uciążliwe. Z tego powodu w książce zamieściłem tylko kluczowe linie kodu. Pozostały kod, komentarze, kod odpowiedzialny za tworzenie rysunków itd. znajdziesz w repozytorium pod adresem https://ftp.helion.pl/przyklady/pralli.zip. Zbiór ten zawiera również rozwiązania zadań programistycznych (wszystkich, a nie tylko tych o nieparzystych numerach!). Zdecydowanie powinieneś pobrać ten zbiór i przeglądać go podczas lektury.


  Kod dołączony do tej książki napisałem za pomocą notatnika Jupyter w środowisku Google Colab. Zdecydowałem się na Jupytera, ponieważ jest to przyjazne i łatwe w użyciu środowisko, ale zachęcam Cię do skorzystania z IDE, które preferujesz. Dla wygody na serwerze FTP znajdziesz również kod zapisany w postaci nieprzetworzonych plików .py.


  Ćwiczenia z programowania


  Matematyka nie jest widowiskowym sportem. Większość książek do matematyki zawiera niezliczone ilości problemów do rozwiązania za pomocą kartki i ołówka (bądźmy szczerzy: nikt nie rozwiązuje ich wszystkich). Natomiast ta książka jest poświęcona stosowanej algebrze liniowej, której nikt nie „stosuje” przecież na papierze! Wykorzystuje się ją bowiem w kodzie. Dlatego zamiast zadań do ręcznego rozwiązania i żmudnych dowodów „pozostawionych jako ćwiczenie dla czytelnika” (jak uwielbiają pisać autorzy podręczników do matematyki) ta książka zawiera wiele ćwiczeń programistycznych.


  Ćwiczenia te różnią się stopniem trudności. Jeśli dopiero zaczynasz przygodę z Pythonem i algebrą liniową, niektóre z nich mogą okazać się naprawdę trudne. Jeżeli utkniesz, proponuję rzucić okiem na moje rozwiązanie i poszukać inspiracji. Nie analizuj całości i po spojrzeniu na moje rozwiązanie spróbuj kontynuować pracę nad własnym kodem.


  Porównując swoje rozwiązanie z moim, pamiętaj, że w Pythonie istnieje wiele sposobów rozwiązania tego samego problemu. Istotne jest dotarcie do prawidłowej odpowiedzi. Kroki, które należy w tym celu wykonać, są często związane z indywidualnym stylem programowania.


  Jak korzystać z tej książki (dla nauczycieli i osób uczących się samodzielnie)?


  Możemy wyróżnić trzy środowiska, w których przyda się ta książka:


  Samodzielna nauka


  Starałem się, aby ta książka była przystępna dla Czytelników, którzy chcą uczyć się algebry liniowej samodzielnie poza formalnym środowiskiem klasy. Nie będą Ci do tego potrzebne żadne dodatkowe zasoby ani wykłady online. Rzec jasna istnieje mnóstwo innych książek, stron internetowych, filmów na YouTubie i kursów online, które mogą okazać się pomocne.


  Podstawowy podręcznik na zajęciach z nauki o danych


  Ta książka może być używana jako podstawowy podręcznik na zajęciach z matematyki leżącej u podstaw nauki o danych, uczenia maszynowego, sztucznej inteligencji i powiązanych z nimi zagadnień. Książka zawiera 14 rozdziałów (nie licząc tego wprowadzenia i dodatku poświęconego Pythonowi). Zakładam, że studenci będą przerabiali jeden lub dwa rozdziały tygodniowo. Ponieważ uczniowie mają dostęp do rozwiązań wszystkich ćwiczeń, nauczyciele mogą uzupełnić ćwiczenia z książki o dodatkowe zestawy zadań.


  Dodatkowy podręcznik na zajęciach z algebry liniowej


  Ta książka może również posłużyć jako uzupełnienie zajęć matematycznych koncentrujących się na dowodach. W tym przypadku wykład skupiałby się na teorii i rygorystycznych dowodach, a książka mogłaby być wykorzystywana do tłumaczenia za pomocą kodu praktycznego zastosowania omawianych koncepcji w nauce o danych i uczeniu maszynowym. Jak wspomniałem powyżej, nauczyciele mogą opracować ćwiczenia uzupełniające, ponieważ rozwiązania wszystkich ćwiczeń z tej książki są dostępne w sieci.


  
    1 Przepraszam za bezwstydną autopromocję; obiecuję, że w tej książce więcej się ona nie powtórzy, i liczę na Twoją wyrozumiałość.

  


  Rozdział 2. Wektory — część I


  Wektory stanowią fundament, na którym zbudowana jest cała algebra liniowa (a tym samym reszta tej książki).


  Z tego rozdziału dowiesz się wszystkiego o wektorach: czym są, do czego służą, jak je interpretować oraz jak je tworzyć i pracować z nimi w Pythonie. Poznasz najważniejsze działania na wektorach, w tym algebrę wektorów i iloczyn skalarny. Na zakończenie poznasz rozkłady wektorów, które są jednym z głównych problemów algebry liniowej.


  Tworzenie i wizualizacja wektorów w NumPy


  W algebrze liniowej wektor to uporządkowana lista liczb. (W abstrakcyjnej algebrze liniowej wektory mogą zawierać również inne obiekty matematyczne, w tym funkcje, ale ponieważ ta książka koncentruje się na zastosowaniach, rozważamy w niej tylko wektory zawierające liczby).


  Wektory mają kilka ważnych cech. Pierwsze dwie, od których zacznę, to:


  Wymiarowość


  Określa liczbę liczb w wektorze.


  Orientacja


  Określa, czy wektor jest kolumnowy (wąski i wysoki), czy wierszowy (płaski i szeroki).


  Wymiarowość wektora często określa się za pomocą fantazyjnie wyglądającego zapisu ℝN, gdzie ℝ oznacza liczby rzeczywiste (np. ℂ to liczby zespolone), a N oznacza liczbę wymiarów. Na przykład wektor zawierający dwa elementy należy do ℝ2. Symbol ℝ można utworzyć za pomocą kodu, korzystając z LaTeX-a, ale równie dobrze możesz napisać R2, R2 lub R^2.


  Równanie 2.1 zawiera kilka przykładów wektorów. Przed przeczytaniem kolejnego akapitu spróbuj określić ich wymiary i orientację.


  Równanie 2.1. Przykłady wektorów kolumnowych i wierszowych
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  Oto odpowiedzi: x to czterowymiarowy wektor kolumnowy, y to dwuwymiarowy wektor kolumnowy, a z to czterowymiarowy wektor wierszowy. Możesz też zapisać na przykład, że x ∈ ℝ4, gdzie symbol ∈ oznacza „należy do zbioru”.


  Czy x i z to ten sam wektor? Technicznie są to różne wektory, pomimo tego, że zawierają te same elementy występujące w tej samej kolejności. Więcej informacji na ten temat znajdziesz nieco dalej w tym rozdziale, w uwadze „Czy orientacja wektora ma znaczenie?”.


  W trakcie lektury tej książki oraz podczas łączenia matematyki i programowania dowiesz się, że istnieją różnice między matematyką uprawianą „na tablicy” i matematyką implementowaną w kodzie. Niektóre rozbieżności są niewielkie i nieistotne, inne zaś powodują zamieszanie i błędy. Pozwól, że przedstawię Ci różnice w terminologii stosowanej w matematyce i programowaniu.


  Wspomniałem wcześniej, że wymiarowość wektora to liczba elementów, które się w nim znajdują. Natomiast w Pythonie wymiarowość wektora lub macierzy to liczba wymiarów geometrycznych używanych do wyświetlenia wektora lub macierzy na ekranie. Na przykład wszystkie wektory pokazane powyżej są w Pythonie „tablicami dwuwymiarowymi”, niezależnie od liczby znajdujących się w nich elementów (czyli ich matematycznej wymiarowości). W Pythonie tablicą jednowymiarową nazywamy listę liczb bez określonej orientacji, niezależnie od liczby znajdującej się w niej elementów (tablica ta zostanie wyświetlona jako wiersz, ale jak zobaczysz później, Python traktuje ją inaczej niż wektory wierszowe). Matematyczna wymiarowość — tzn. liczba elementów w wektorze — nazywana jest w Pythonie długością (ang. length) lub kształtem (ang. shape) wektora.


  Ta niespójna i czasami sprzeczna terminologia może być myląca, ale tak zazwyczaj bywa na styku różnych dyscyplin (w tym przypadku matematyki i informatyki). Nie martw się, przy odrobinie doświadczenia da się to ogarnąć.


  Wektory często oznacza się za pomocą małych, pogrubionych liter alfabetu łacińskiego, na przykład v oznacza „wektor v”. W niektórych tekstach stosuje się też kursywę (v) lub umieszcza strzałkę nad literą (⃗).


  O ile nie określono inaczej, w algebrze liniowej przyjmuje się, że wektory są wektorami kolumnowymi. Wektory wierszowe zapisuje się jako wT. Wykładnik T reprezentuje operację transpozycji, którą omówię później. Na razie zapamiętaj tylko, że operacja transpozycji przekształca wektor kolumnowy w wierszowy.
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          Czy orientacja wektora ma znaczenie?


          Naprawdę musimy się martwić o to, czy wektory są wektorami kolumnowymi, wierszowymi czy tablicami jednowymiarowymi bez orientacji? Czasami tak, a czasami nie. W przypadku wektorów zawierających dane orientacja zazwyczaj nie ma znaczenia. Z drugiej strony, jeśli orientacja jest niewłaściwa, to niektóre operacje w Pythonie mogą powodować błędy lub dawać nieoczekiwane wyniki. A zatem warto zrozumieć orientację wektorów, aby nie stracić 30 minut na debugowanie kodu tylko po to, by uświadomić sobie, że wektor wierszowy powinien być wektorem kolumnowym (z pewnością taka sytuacja przyprawiłaby Cię o ból głowy).

        
      

    
  


  W Pythonie wektory mogą być reprezentowane przy użyciu kilku typów danych. Najprostszym sposobem reprezentacji wektora wydaje się użycie typu list. Choć typ ten sprawdza się w niektórych zastosowaniach, wielu operacji algebry liniowej nie da się wykonać na listach Pythona. Dlatego zazwyczaj najlepiej jest zapisywać wektory w postaci tablic NumPy. Poniżej pokazałem cztery sposoby tworzenia wektora:


  
    asList  = [1,2,3]

  


  
    asArray = np.array([1,2,3]) # tablica jednowymiarowa

  


  
    rowVec  = np.array([ [1,2,3] ]) # wiersz

  


  
    colVec  = np.array([ [1],[2],[3] ]) # kolumna

  


  Zmienna asArray jest tablicą bez orientacji, co oznacza, że nie jest ani wektorem wierszowym, ani kolumnowym, lecz po prostu jednowymiarową listą liczb w NumPy. Do określania orientacji w NumPy wykorzystuje się nawiasy — najbardziej zewnętrzne nawiasy łączą wszystkie liczby w jeden obiekt. Każdy dodatkowy zestaw nawiasów reprezentuje wiersz: wektor wierszowy (zmienna rowVec) zawiera wszystkie liczby zapisane w jednym wierszu, podczas gdy wektor kolumnowy (zmienna colVec) składa się z wielu wierszy, z których każdy zawiera tylko jedną liczbę.


  Do zbadania orientacji można wykorzystać atrybut shape (możliwość sprawdzania kształtu obiektów często przydaje się podczas programowania):


  
    print(f'asList:  {np.shape(asList)}')

  


  
    print(f'asArray: {asArray.shape}')

  


  
    print(f'rowVec:  {rowVec.shape}')

  


  
    print(f'colVec:  {colVec.shape}')

  


  Oto wyniki:


  
    asList:  (3,)

  


  
    asArray: (3,)

  


  
    rowVec:  (1, 3)

  


  
    colVec:  (3, 1)

  


  Na powyższym listingu widać, że jednowymiarowa tablica asArray ma rozmiar (3). Zorientowane wektory są zawsze tablicami dwuwymiarowymi. W zależności od orientacji ich rozmiar to (1,3) lub (3,1). Wymiary są zawsze podawane jako (liczba wierszy, liczba kolumn).


  Geometryczna interpretacja wektorów


  Z algebraicznego punktu widzenia wektor to uporządkowana lista liczb. Geometrycznie wektor to odcinek linii prostej o określonej długości (nazywanej również modułem), kierunku i zwrocie (kącie pochylenia; kąt określa się względem dodatniej półosi osi x). Dwa punkty na krańcach wektora nazywane są początkiem lub punktem zaczepienia (miejsce, w którym zaczyna się wektor) i końcem (miejsce, w którym wektor się kończy). Koniec wektora rysuje się często w formie grotu strzałki, aby można go było odróżnić od początku.


  Może Ci się wydawać, że wektor to zbiór współrzędnych geometrycznych, ale tak naprawdę wektory i współrzędne to dwie różne rzeczy. Taka interpretacja daje poprawne wyniki tylko wtedy, gdy wektor jest zaczepiony w początku układu współrzędnych („pozycja standardowa”), co pokazałem na rysunku 2.1.
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  Rysunek 2.1. Wszystkie strzałki reprezentują ten sam wektor. W położeniu standardowym początek wektora znajduje się w początku układu współrzędnych, a koniec — w punkcie określonym przez jego elementy


  Geometryczne i algebraiczne interpretacje wektorów pozwalają rozwinąć intuicję w różnych zastosowaniach, ale de facto są to dwie strony tej samej monety. Na przykład interpretacja geometryczna przydaje się w fizyce i inżynierii (np. przedstawianie sił fizycznych), a algebraiczna — w analizie danych (np. przechowywanie danych dotyczących sprzedaży w czasie). Często koncepcje algebry liniowej prezentuje się w sposób geometryczny na dwuwymiarowych wykresach, a następnie rozszerza się je na przestrzenie o większej liczbie wymiarów za pomocą algebry.


  Operacje na wektorach


  Wektory są jak rzeczowniki. Są to bohaterowie naszej opowieści o algebrze liniowej. Zabawa w algebrę liniową jest możliwa dzięki czasownikom, czyli działaniom, które tchną życie w nasze postaci. Działania te nazywane są operacjami.


  Niektóre operacje algebry liniowej są proste i intuicyjne i działają dokładnie tak, jak można by się tego spodziewać (np. dodawanie). Inne są bardziej skomplikowane i do ich wyjaśnienia potrzeba całych rozdziałów (np. rozkład według wartości osobliwych). Zacznijmy od prostych operacji.


  Dodawanie dwóch wektorów


  Aby dodać do siebie dwa wektory, wystarczy dodać do siebie odpowiadające sobie elementy ich obu. Przykład dodawania wektorów pokazałem w równaniu 2.2.


  Równanie 2.2. Dodawanie dwóch wektorów
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  Jak zapewne się domyślasz, dodawanie wektorów jest zdefiniowane tylko dla wektorów, które mają tę samą liczbę elementów. Nie można dodać do siebie na przykład wektora z ℝ3 i wektora z ℝ5.


  Odejmowanie wektorów również przebiega zgodnie z naszymi przewidywaniami i polega na odejmowaniu od siebie odpowiadających sobie elementów. Przykład odejmowania pokazałem w równaniu 2.3.


  Równanie 2.3. Odejmowanie dwóch wektorów
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  Dodawanie wektorów w Pythonie jest bardzo proste:


  
    v = np.array([4,5,6])

  


  
    w = np.array([10,20,30])

  


  
    u = np.array([0,3,6,9])

  


  
    vPlusW = v+w

  


  
    uPlusW = u+w # Błąd! Niezgodność wymiarów!

  


  Czy orientacja wektora ma znaczenie podczas dodawania? Spójrz na równanie 2.4.


  Równanie 2.4. Czy można dodać wektor wierszowy do wektora kolumnowego?
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  Można by pomyśleć, że nie ma żadnej różnicy pomiędzy tym a pokazanym wcześniej przykładem — w końcu oba wektory mają po trzy elementy. Zobaczmy, co zrobi Python:


  
    v = np.array([[4,5,6]]) # wektor wierszowy

  


  
    w = np.array([[10,20,30]]).T # wektor kolumnowy

  


  
    v+w

  


  
     

  


  
    >> array([[14, 15, 16],

  


  
              [24, 25, 26],

  


  
              [34, 35, 36]])

  


  Wynik może wydawać się mylący i niespójny z podaną wcześniej definicją dodawania wektorów. W Pythonie zaimplementowano operację nazywaną broadcastingiem. Więcej na jego temat przeczytasz w dalszej części tego rozdziału, ale zachęcam Cię do poświęcenia chwili na przyjrzenie się temu wynikowi i zastanowienie się, w jaki sposób powstał on z dodania do siebie wektora wierszowego i kolumnowego. Niezależnie od tego przykład ten pokazuje, że orientacja wektora ma znaczenie: dwa wektory można dodać do siebie tylko wtedy, gdy mają tę samą liczbę elementów i tę samą orientację.


  Geometryczne dodawanie i odejmowanie wektorów


  Aby dodać do siebie dwa wektory w sposób geometryczny, umieść je tak, aby koniec jednego wektora znajdował się w początku drugiego. Wektor będący wynikiem dodawania zaczyna się w początku pierwszego wektora i kończy w końcu drugiego (część A rysunku 2.2). Możesz rozszerzyć tę procedurę na sumowanie dowolnej liczby wektorów: po prostu ułóż wszystkie wektory w taki sposób, żeby koniec poprzedniego był początkiem następnego. Suma tych wektorów to odcinek biegnący od początku pierwszego wektora do końca ostatniego.
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  Rysunek 2.2. Suma i różnica dwóch wektorów


  Geometryczne odejmowanie wektorów przebiega nieco inaczej, ale również w bardzo prosty sposób. Ustaw dwa wektory tak, aby ich początki znajdowały się w tym samym punkcie (można to łatwo zrobić, umieszczając oba wektory w pozycji standardowej); wektor będący wynikiem odejmowania to odcinek biegnący od końca wektora odejmowanego do końca wektora, od którego odejmujemy (część B rysunku 2.2).


  Nie lekceważ znaczenia geometrii odejmowania wektorów, jest ona bowiem podstawą ortogonalnego rozkładu wektora, który z kolei jest podstawą liniowej metody najmniejszych kwadratów, czyli jednego z najważniejszych zastosowań algebry liniowej w nauce i inżynierii.


  Mnożenie wektorów przez skalar


  W algebrze liniowej skalar to samodzielna liczba, która nie znajduje się wewnątrz wektora lub macierzy. Zazwyczaj skalary oznacza się małymi greckimi literami, takimi jak α lub λ. Z tego powodu mnożenie wektora przez skalar zapisuje się na przykład jako βu.


  Mnożenie wektora przez skalar jest bardzo proste i polega na pomnożeniu każdego elementu wektora przez skalar. Myślę, że do zrozumienia tej operacji wystarczy jeden przykład (równanie 2.5).


  Równanie 2.5. Mnożenie wektora przez skalar (lub skalara przez wektor)
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          Wektor zerowy


          Wektor składający się z samych zer nazywamy wektorem zerowym i oznaczamy pogrubionym zerem (0). W algebrze liniowej wektor ten ma szczególne znaczenie. Rozwiązanie problemu wykorzystujące wektor zerowy jest często nazywane rozwiązaniem trywialnym. Rozwiązanie to często się odrzuca. Algebra liniowa jest pełna takich stwierdzeń jak „znajdź niezerowy wektor będący rozwiązaniem…” lub „znajdź nietrywialne rozwiązanie…”.

        
      

    
  


  Wspomniałem wcześniej, że typ danych wykorzystywany do przechowywania wektora czasami ma znaczenie, a czasami nie. Przykładem, w którym jest on istotny, jest mnożenie wektorów przez skalar:


  
    s= 2

  


  
    a = [3,4,5] # lista

  


  
    b = np.array(a) # tablica NumPy

  


  
    print(a*s)

  


  
    print(b*s) 

  


  
     

  


  
    >> [ 3, 4, 5, 3, 4, 5 ]

  


  
    >> [ 6 8 10 ]

  


  W powyższym kodzie zdefiniowałem skalar (zmienna s) oraz wektor w postaci listy (zmienna a). Następnie przekonwertowałem listę na tablicę NumPy (zmienna b). W Pythonie operator gwiazdki jest przeciążony, co oznacza, że jego zachowanie zależy od typu zmiennej. Mnożenie listy przez skalar zwielokrotnia zawartość listy s razy (w tym przypadku dwa razy), co zdecydowanie nie odpowiada mnożeniu wektorów przez skalar z algebry liniowej. Jednak gdy wektor jest przechowywany w postaci tablicy NumPy, gwiazdka jest interpretowana jako mnożenie odpowiadających sobie elementów. (Oto małe ćwiczenie: co się stanie, gdy zdefiniuję s jako 2.0 i dlaczego?1). Obie te operacje (powtarzanie zawartości listy i mnożenie wektorów przez skalar) są używane w praktyce. Pamiętaj więc o różnicach pomiędzy nimi.


  Dodawanie wektorów i skalarów


  W algebrze liniowej dodawanie do siebie wektorów i skalarów nie jest formalnie zdefiniowane. Są to dwa różne rodzaje obiektów matematycznych i nie można ich ze sobą łączyć. Natomiast programy do obliczeń numerycznych, takie jak Python, pozwalają dodawać do siebie skalary i wektory w sposób podobny do tego, w jaki przeprowadzane jest mnożenie wektora przez skalar. W operacji tej skalar jest po prostu dodawany do każdego elementu wektora. Koncepcję tę pokazałem na poniższym listingu:


  
    s= 2

  


  
    v = np.array([3,6])

  


  
    s+v

  


  
    >> [5 8] 

  


  Geometria mnożenia wektor – skalar


  Dlaczego skalary nazywane są „skalarami”? Nazwa ta pochodzi od ich interpretacji geometrycznej. Skalary skalują wektory bez zmiany ich kierunku. Mnożenie wektora przez skalar skutkuje jednym z czterech efektów. w zależności od tego. czy skalar jest większy niż 1, ma wartość z przedziału od 0 do 1, ma wartość 0 czy jest ujemny. Efekty te pokazałem na rysunku 2.3.
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  Rysunek 2.3. Ten sam wektor (czarna strzałka) pomnożony przez różne skalary σ (wynikowy wektor został zaznaczony na szaro i odrobinę przesunięty, aby był lepiej widoczny)


  Wspomniałem wcześniej, że skalary nie zmieniają kierunku wektora. Natomiast na rysunku widać, że po pomnożeniu wektora przez ujemny skalar jego zwrot zmienił się na przeciwny (to znaczy wektor obrócił się o 180°). Kierunek wektora jest określony przez prostą przechodzącą przez początek i koniec wektora (w następnym rozdziale nazwę tę prostą podprzestrzenią jednowymiarową). W tym sensie „obrócony” wektor nadal wskazuje tę samą prostą, a zatem ujemny skalar nie zmienił jego kierunku. Ta interpretacja ma znaczenie w kontekście przestrzeni macierzowych oraz wektorów własnych i osobliwych. Wszystkie je omówię w kolejnych rozdziałach.


  Mnożenie wektorów przez skalar w połączeniu z dodawaniem wektorów prowadzi do uśredniania wektorów. Uśrednianie wektorów przebiega tak samo jak liczenie średniej i polega na dodaniu ich do siebie oraz podzieleniu wyniku przez liczbę składników sumy. A zatem aby uśrednić dwa wektory, należy je do siebie dodać, a następnie wynik pomnożyć przez skalar 0,5. Ogólnie rzecz biorąc, aby uśrednić N wektorów, należy je do siebie dodać i pomnożyć wynik przez 1/N.


  Transpozycja


  Poznałeś już operację transpozycji: pozwala ona zmienić wektory kolumnowe w wektory wierszowe i odwrotnie. Podam teraz nieco bardziej formalną definicję, która pozwala transponować również macierze (rozdział 5.).


  Macierz składa się z wierszy i kolumn. Każdy element macierzy ma indeks (wiersz, kolumna). Operacja transpozycji po prostu zamienia te indeksy miejscami. Formalną definicję tej zamiany znajdziesz w równaniu 2.6.


  Równanie 2.6. Operacja transpozycji
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  W zależności od orientacji wektory mają jeden wiersz lub jedną kolumnę. Na przykład wektor wierszowy z przestrzeni sześciowymiarowej zawiera indeks i = 1, natomiast indeks j zmienia się w nim od 1 do 6. Sześciowymiarowy wektor kolumnowy ma indeks j = 1, natomiast indeks i zmienia się w nim od 1 do 6. A zatem zamiana indeksów i, j miejscami spowoduje zamianę wierszy i kolumn.


  Uwaga: dwukrotna transpozycja przywraca wektorowi jego pierwotną orientację. Innymi słowy vTT = v. Choć może się to wydawać oczywiste i trywialne, tożsamość ta jest kluczowym elementem kilku ważnych dowodów w nauce o danych i uczeniu maszynowym. Pozwala ona między innymi tworzyć symetryczne macierze kowariancji poprzez mnożenie macierzy danych przez jej transpozycję (co z kolei jest powodem, dla którego analiza głównych składowych jest ortogonalnym obrotem w przestrzeni danych… nie martw się, to zdanie zyska sens w dalszej części książki!).


  Broadcasting w Pythonie


  Broadcasting to operacja, która istnieje tylko w nowoczesnej algebrze liniowej wykonywanej na komputerach. Nie jest to procedura, którą można znaleźć w tradycyjnym podręczniku do algebry liniowej.


  Broadcasting polega na wielokrotnym powtórzeniu operacji między jednym wektorem a każdym elementem innego wektora. Spójrz na następujący ciąg równań:
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  Zwróć uwagę na wzór w wektorach. Możemy zwięźle zaimplementować ten ciąg przekształceń, kondensując te elementy w wektorach [1 2 3] i [10 20] , które następnie dodamy do siebie z wykorzystaniem broadcastingu. Oto jak obliczenia te wyglądałyby w Pythonie:


  
    v = np.array([[1,2,3]]).T # wektor kolumnowy

  


  
    w = np.array([[10,20]])   # wektor wierszowy

  


  
    v + w # dodawanie z użyciem broadcastingu

  


  
     

  


  
    >> array([[11, 21],

  


  
              [12, 22],

  


  
              [13, 23]])

  


  Jest to kolejny przykład, w którym orientacja ma znaczenie: spróbuj uruchomić powyższy kod, zmieniając v w wektor wierszowy i w w wektor kolumnowy2.


  Ponieważ broadcasting umożliwia wydajne i zwarte obliczenia, często wykorzystuje się go w obliczeniach numerycznych. W tej książce zobaczysz kilka przykładów broadcastingu. Wykorzystam go na przykład w podrozdziale dotyczącym klasteryzacji za pomocą algorytmu k-średnich (rozdział 4.).


  Moduł wektora i wektory jednostkowe


  Moduł wektora (nazywany także długością geometryczną lub normą) to odległość od początku do końca wektora. Oblicza się go za pomocą standardowego wzoru na odległość w przestrzeni euklidesowej, czyli jako pierwiastek kwadratowy z sumy kwadratów elementów wektora (równanie 2.7). Moduł wektora oznacza się za pomocą symbolu składającego się z podwójnych pionowych kresek umieszczonych po obu stronach nazwy wektora: ∥ v ∥.


  Równanie 2.7. Norma wektora
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  W niektórych zastosowaniach wykorzystuje się kwadrat modułu (oznaczany jako ∥ v2 ∥). W tym przypadku po prawej stronie powyższej formuły nie występuje pierwiastek kwadratowy.


  Zanim pokażę Ci kod w Pythonie, pozwól, że wyjaśnię jeszcze kilka rozbieżności terminologicznych pomiędzy algebrą liniową uprawianą „na tablicy” a algebrą liniową w Pythonie. W matematyce wymiarowość wektora to liczba elementów, które się w nim znajdują, a długość wektora to odległość w sensie geometrycznym. Natomiast w Pythonie funkcja len() (gdzie len jest skrótem od ang. length — „długość”) zwraca wymiarowość tablicy, podczas gdy funkcja np.norm() oblicza długość geometryczną (moduł). Aby uniknąć nieporozumień, w tej książce będę używał terminu „moduł” (lub „długość geometryczna”) zamiast „długość”:


  
    v = np.array([1,2,3,7,8,9])

  


  
    v_dim = len(v)  # wymiarowość w sensie matematycznym

  


  
    v_mag = np.linalg.norm(v) # moduł, długość geometryczna lub norma

  


  W niektórych zastosowaniach potrzebujemy wektora o długości geometrycznej równej 1. Wektor ten nazywamy wektorem jednostkowym. Wektory jednostkowe wykorzystuje się na przykład w macierzach ortogonalnych, macierzach rotacji, wektorach własnych i wektorach osobliwych.


  Wektor jednostkowy definiuje się jako ∥ v ∥= 1.


  Nie muszę chyba dodawać, że wiele wektorów nie jest wektorami jednostkowymi. (Kusi mnie, aby napisać, że „większość wektorów nie jest wektorami jednostkowymi”, ale istnieje nieskończenie wiele wektorów jednostkowych i nieskończenie wiele wektorów niejednostkowych. Co gorsza zbiór tych pierwszych jest równoliczny ze zbiorem tych drugich). Na szczęście z każdym wektorem niejednostkowym związany jest wektor jednostkowy. Oznacza to, że możemy utworzyć wektor jednostkowy o kierunku zgodnym z odpowiadającym mu wektorem niejednostkowym. Utworzenie takiego wektora jednostkowego jest proste. Wystarczy pomnożyć wektor niejednostkowy przez skalar będący odwrotnością jego długości geometrycznej (równanie 2.8).


  Równanie 2.8. Tworzenie wektora jednostkowego
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  Przyjęło się, że wektory jednostkowe (v^) mają ten sam zwrot co powiązane z nimi wektory niejednostkowe (v). Sytuacje tę pokazałem na rysunku 2.4.
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  Rysunek 2.4. Wektor jednostkowy (szara strzałka) można utworzyć na podstawie wektora niejednostkowego (czarna strzałka); oba mają ten sam kierunek, ale różnią się długością geometryczną


  W rzeczywistości twierdzenie, że „z każdym wektorem niejednostkowym związany jest wektor jednostkowy”, nie jest do końca prawdziwe. Istnieje wektor, którego moduł jest różny od 1 i nie jest z nim związany żaden wektor jednostkowy. Czy potrafisz zgadnąć, jaki to wektor?3


  W tym podrozdziale nie zamieściłem kodu tworzącego wektory jednostkowe, ponieważ jego napisanie jest jednym z ćwiczeń zamieszczonych na końcu tego rozdziału.


  Iloczyn skalarny wektorów


  Iloczyn skalarny (czasami nazywany iloczynem wewnętrznym) jest jedną z najważniejszych operacji w całej algebrze liniowej. Jest to podstawowy blok obliczeniowy, który wykorzystuje się w wielu operacjach i algorytmach algebry liniowej, m.in. w obliczaniu splotu/konwolucji i korelacji, transformacie Fouriera, mnożeniu macierzy, liniowej ekstrakcji cech oraz filtrowaniu sygnału.


  Istnieje kilka sposobów oznaczania iloczynu skalarnego dwóch wektorów. Najczęściej będę stosował dość powszechną notację aTb z powodów, które staną się jasne po zapoznaniu się z mnożeniem macierzy. Czasami iloczyn skalarny wektorów oznacza się również jako a · b lub <a, b>.


  Iloczyn skalarny to pojedyncza liczba, która dostarcza nam informacje o relacji między dwoma wektorami. Najpierw skupimy się na algorytmie obliczania iloczynu skalarnego. Następnie wyjaśnię, jak należy interpretować jego wynik.


  Aby obliczyć iloczyn skalarny, musisz wymnożyć odpowiadające sobie elementy z dwóch wektorów, a następnie dodać do siebie otrzymane wyniki. W równaniu 2.9 a i b są wektorami, ai zaś oznacza i-tą składową wektora a.


  Równanie 2.9. Definicja iloczynu skalarnego wektorów
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  Z powyższego wzoru możemy wywnioskować, że iloczyn skalarny da się obliczyć tylko między dwoma wektorami o tej samej wymiarowości. Przykład liczbowy pokazałem w równaniu 2.10.


  Równanie 2.10. Przykład obliczenia iloczynu skalarnego
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          Irytujące indeksowanie


          Standardowa notacja matematyczna i niektóre zorientowane na matematykę programy do wykonywania obliczeń numerycznych, takie jak MATLAB i Julia, rozpoczynają indeksowanie od 1 i kończą na N. Natomiast w niektórych językach programowania, takich jak Python i Java, indeksowanie rozpoczyna się od 0 i kończy na N – 1. Nie chcę debatować nad zaletami i ograniczeniami każdego z tych rozwiązań (choć czasami zastanawiam się, ile błędów spowodowała ta niekonsekwencja). Ważne jest, aby pamiętać o tej różnicy podczas tłumaczenia wzorów matematycznych na kod w Pythonie.

        
      

    
  


  Istnieje wiele sposobów implementacji iloczynu skalarnego w Pythonie, a najprostszym sposobem jego obliczenia jest użycie funkcji np.dot():


  
    v = np.array([1,2,3,4])

  


  
    w = np.array([5,6,7,8])

  


  
    np.dot(v,w)
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          Uwaga dotycząca np.dot()


          Funkcja np.dot() w rzeczywistości nie jest implementacją wektorowego iloczynu skalarnego, lecz implementacją mnożenia macierzy, które jest zbiorem iloczynów skalarnych. Wyjaśni się to, gdy zapoznasz się z zasadami i mechanizmami mnożenia macierzy (rozdział 5.). Jeśli chcesz teraz zbadać działanie tej funkcji, możesz zmodyfikować powyższy kod i nadać obu wektorom orientację (iloczyn wektora wierszowego i kolumnowego). Po kilku eksperymentach odkryjesz, że funkcja zwraca wynik iloczynu skalarnego tylko wtedy, gdy jej pierwszy argument jest wektorem wierszowym, a drugi wektorem kolumnowym.

        
      

    
  


  Oto ciekawa własność iloczynu skalarnego: pomnożenie przez skalar jednego z występujących w nim wektorów spowoduje przeskalowanie iloczynu skalarnego o tę samą wartość. Możesz to sprawdzić, modyfikując powyższy kod:


  
    s = 10

  


  
    np.dot(s*v,w)

  


  Iloczyn skalarny v i w ma wartość 70, a iloczyn skalarny z użyciem s*v (co w notacji matematycznej można by zapisać jako σvTw) to 700. Spróbuj powtórzyć te obliczenia z ujemnym skalarem, np. s = -1. Zobaczysz, że wartość iloczynu skalarnego zostanie zachowana, ale jego znak zmieni się na przeciwny. Oczywiście gdy s = 0, to iloczyn skalarny będzie równy zero.


  Wiesz już, jak obliczyć iloczyn skalarny. Zastanówmy się, co oznacza ta wartość i jak się ją interpretuje.


  Iloczyn skalarny można interpretować jako miarę podobieństwa lub odwzorowanie między dwoma wektorami. Wyobraź sobie, że masz dane dotyczące wzrostu i wagi 20 osób, które przechowujesz w dwóch wektorach. Z pewnością możemy oczekiwać, że te zmienne są ze sobą w jakiś sposób powiązane (wyższe osoby zwykle ważą więcej), a zatem można by oczekiwać, że iloczyn skalarny tych dwóch wektorów będzie duży. Z drugiej strony wartość iloczynu skalarnego zależy od skali danych, co oznacza, że iloczyn skalarny danych mierzonych w gramach i centymetrach będzie większy niż iloczyn skalarny tych samych danych zapisanych w funtach i stopach. To arbitralne skalowanie można jednak wyeliminować za pomocą współczynnika normalizacji. Znormalizowany iloczyn skalarny dwóch zmiennych nazywamy współczynnikiem korelacji Pearsona. Jest to jedna z najważniejszych miar stosowanych w nauce o danych. Więcej na ten temat w rozdziale 4.!


  Iloczyn skalarny jest rozdzielny względem dodawania


  W matematyce rozdzielność względem dodawania polega na tym, że a(b + c) = ab + ac. W kategoriach wektorów i ich iloczynu skalarnego oznacza to, że:


  aT(b + c) = aTb + aTc


  Można powiedzieć, że iloczyn skalarny sumy wektorów jest równy sumie iloczynów skalarnych.


  W poniższym kodzie w Pythonie pokazałem rozdzielność iloczynu skalarnego względem dodawania:


  
    v = np.array([ 0,1,2 ])

  


  
    b = np.array([ 3,5,8 ])

  


  
    c = np.array([ 13,21,34 ])

  


  
     

  


  
    # iloczyn skalarny jest rozdzielny względem dodawania

  


  
    res1 = np.dot( a, b+c )

  


  
    res2 = np.dot( a,b ) + np.dot( a,c )

  


  Zmienne res1 i res2 zawierają tę samą wartość (dla tych wektorów jest to 110), co ilustruje rozdzielność iloczynu skalarnego względem dodawania. Zwróć uwagę na to, w jaki sposób wzór matematyczny został przetłumaczony na kod w Pythonie. Tłumaczenie wzorów na kod jest ważną umiejętnością w programowaniu zorientowanym na matematykę.


  Geometryczna interpretacja iloczynu skalarnego


  Istnieje również geometryczna definicja iloczynu skalarnego. Zgodnie z nią iloczyn skalarny to iloczyn modułów dwóch wektorów przeskalowany przez cosinus kąta pomiędzy nimi (równanie 2.11).


  Równanie 2.11. Geometryczna definicja iloczynu skalarnego wektora
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  Równania 2.9 i 2.11 są sobie równoważne, ale zostały zapisane w dwóch różnych formach. Dowód ich równoważności jest interesującym zadaniem z obszaru analizy matematycznej, ale jego zaprezentowanie wymagałoby około strony tekstu. Dowód ten opiera się na uprzednim udowodnieniu innych zasad, w tym twierdzenia cosinusów. Z punktu widzenia treści tej książki dowód ten nie jest istotny i zdecydowałem się go pominąć.


  Zauważ, że moduły wektorów są wielkościami ściśle dodatnimi (z wyjątkiem wektora zerowego, dla którego ∥ v ∥= 0). Natomiast cosinus kąta pomiędzy wektorami to wartość z przedziału od –1 do +1. Oznacza to, że znak iloczynu skalarnego zależy jedynie od geometrycznej relacji pomiędzy wektorami. Rysunek 2.5 przedstawia pięć przypadków wartości znaku iloczynu skalarnego w zależności od kąta między dwoma wektorami (na rysunku zostały pokazane wykresy dwuwymiarowe, ale zasada ta obowiązuje także w przestrzeniach o większej liczbie wymiarów).
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  Rysunek 2.5. Znak iloczynu skalarnego dwóch wektorów określa zależność geometryczną między wektorami
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          Zapamiętaj: iloczyn skalarny wektorów ortogonalnych ma wartość zero


          Niektórzy nauczyciele matematyki uważają, że nie należy zapamiętywać wzorów i terminów, lecz trzeba rozumieć procedury i dowody. Bądźmy szczerzy: zapamiętywanie jest ważną i nieuniknioną częścią nauki matematyki. Na szczęście algebra liniowa nie wymaga zapamiętania zbyt wielu informacji. Jest jednak kilka rzeczy, które po prostu należy zapamiętać.


          Oto jedna z nich: iloczyn skalarny wektorów ortogonalnych ma wartość zero (twierdzenie to działa w obie strony — gdy iloczyn skalarny jakichś wektorów wynosi zero, to te dwa wektory są ortogonalne względem siebie). A zatem następujące stwierdzenia są sobie równoważne: dwa wektory są ortogonalne; iloczyn skalarny dwóch wektorów jest równy zero; dwa wektory przecinają się pod kątem 90°. Powtarzaj tę równoważność, aż trwale zapisze się ona w Twojej pamięci.

        
      

    
  


  Inne sposoby mnożenia wektorów


  Iloczyn skalarny jest prawdopodobnie najważniejszym i najczęściej używanym sposobem mnożenia wektorów. Istnieje jednak kilka innych sposobów mnożenia wektorów.


  Iloczyn Hadamarda


  Iloczyn ten to tylko wymyślne określenie na mnożenie odpowiadających sobie elementów. Implementacja iloczynu Hadamarda polega na pomnożeniu odpowiadających sobie elementów z obu wektorów. Wynik tego iloczynu jest wektorem o tej samej wymiarowości co jego składniki. Na przykład:
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  W Pythonie do mnożenia odpowiadających sobie elementów wektorów lub macierzy służy operator gwiazdki:


  
    a = np.array([5,4,8,2])

  


  
    b = np.array([1,0,.5])

  


  
    a*b

  


  Spróbuj uruchomić ten kod w Pythonie... Och! Python zwrócił błąd. Znajdź go i spróbuj naprawić. Czego można się nauczyć o iloczynie Hadamarda na podstawie tego błędu? Odpowiedź znajdziesz w przypisie4.


  Iloczyn Hadamarda jest wygodnym sposobem implementacji wielokrotnych mnożeń przez skalar. Wyobraź sobie, że masz dane dotyczące liczby przedmiotów sprzedanych w różnych sklepach oraz ich ceny w każdym z nich. Każdą zmienną możesz przedstawić jako wektor, a następnie obliczyć ich iloczyn Hadamarda. W wyniku otrzymasz przychody ze sprzedaży poszczególnych towarów w konkretnych sklepach (jest to coś innego niż łączny przychód ze sprzedaży wszystkich produktów we wszystkich sklepach, który można obliczyć jako iloczyn skalarny tych wektorów).


  Iloczyn zewnętrzny


  Iloczyn zewnętrzny to sposób na utworzenie macierzy z wektora kolumnowego i wierszowego. Każdy wiersz w macierzy będącej wynikiem tego iloczynu jest wynikiem mnożenia wektora wierszowego przez skalar pochodzący z odpowiadającej mu pozycji w wektorze kolumnowym. Możemy również powiedzieć, że każda kolumna wynikowej macierzy jest wynikiem mnożenia wektora kolumnowego przez skalar będący odpowiadającym mu elementem wektora wierszowego. W rozdziale 6. wynik tego mnożenia będę nazywał „macierzą rzędu pierwszego”, ale na razie nie martw się znaczeniem tego określenia i skup się na wzorcu przedstawionym w poniższym przykładzie:
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          Litery w algebrze liniowej


          Ze szkoły średniej wiesz, że stosowanie liter w roli abstrakcyjnych symboli zastępczych dla liczb pozwala poznać matematykę głębiej niż sama arytmetyka. Ta sama koncepcja ma zastosowanie w algebrze liniowej. Czasami, gdy ułatwia to zrozumienie, wewnątrz macierzy nauczyciele umieszczają litery zamiast liczb. Możesz o nich myśleć tak jak o zmiennych.

        
      

    
  


  Iloczyn zewnętrzny różni się znacznie od iloczynu skalarnego. Jego wynikiem jest macierz, a nie skalar. Dwa wektory będące elementami iloczynu zewnętrznego mogą należeć do przestrzeni o różnej liczbie wymiarów, co jest niedopuszczalne w iloczynie skalarnym, w którym wymiarowość obu wektorów musi być taka sama.


  Iloczyn zewnętrzny zapisujemy jako vwT (pamiętaj, że zakładamy, iż wektory są wektorami kolumnowymi, a zatem iloczyn zewnętrzny polega na pomnożeniu kolumny przez wiersz). Zwróć uwagę na subtelną, ale ważną różnicę między zapisem iloczynu skalarnego (vTw) i iloczynu zewnętrznego (vwT). Zapis ten może się wydawać dziwny i nieco zagmatwany, ale obiecuję, że zyska on sens, gdy zapoznasz się z mnożeniem macierzy opisanym w rozdziale 5.


  Iloczyn zewnętrzny przypomina nieco operację broadcastingu, ale nie jest to samo: broadcasting to funkcjonalność języka programowania, która pozwala rozszerzać wektory podczas wykonywania operacji arytmetycznych, takich jak dodawanie, mnożenie i dzielenie, natomiast iloczyn zewnętrzny jest procedurą matematyczną służącą do mnożenia dwóch wektorów.


  W NumPy możesz obliczyć iloczyn zewnętrzny za pomocą funkcji np.outer(). Wyznaczysz go również za pomocą funkcji np.dot(), jeśli przekażesz jej w pierwszym argumencie wektor kolumnowy, a w drugim wektor wierszowy.


  Iloczyn wektorowy i mieszany


  Istnieje kilka innych sposobów mnożenia wektorów, w tym iloczyn wektorowy lub mieszany. Metody te są stosowane w geometrii i fizyce, ale w zastosowaniach związanych z informatyką nie pojawiają się na tyle często, aby poświęcać im więcej uwagi w tej książce. Wspominam o nich tylko po to, abyś był zaznajomiony z ich nazwami.


  Ortogonalny rozkład wektora


  „Rozkład” wektora lub macierzy oznacza rozbicie tych struktur na wiele prostszych elementów. Celem rozkładów jest ujawnienie informacji „ukrytych” w macierzy. Robi się to, aby ułatwić sobie pracę z macierzą lub skompresować przechowywane w niej dane. Stwierdzenie, że znaczna część algebry liniowej (zarówno abstrakcyjnej, jak i praktycznej) to rozkłady macierzy, nie jest przesadą. Rozkłady macierzy to wielka sprawa.


  Pozwól, że wyjaśnię Ci pojęcie rozkładu na dwóch prostych przykładach liczbowych:


  
    	Liczbę 42,01 możemy rozłożyć na dwie części: 42 i 0,01. Wartość 0,01 może być szumem, który chcę odfiltrować, a może zależy mi na kompresji danych (do zapamiętania liczby 42 w typie całkowitoliczbowym potrzeba mniej pamięci niż do zapisania zmiennoprzecinkowej wartości 42,01). Niezależnie od motywacji rozkład polega na przedstawieniu jednego obiektu matematycznego w postaci sumy prostszych składników (42 = 42 + 0,01).


    	Liczbę 42 możemy też rozłożyć na iloczyn liczb pierwszych 2, 3 i 7. Rozkład ten nazywamy rozkładem na czynniki pierwsze. Ma on wiele zastosowań w obliczeniach numerycznych oraz w kryptografii. W tym przykładzie zamiast sumy otrzymujemy iloczyn, ale cel jest nadal ten sam: chcemy rozłożyć jeden obiekt matematyczny na mniejsze, prostsze części.

  


  W tym podrozdziale przyjrzymy się prostemu, ale ważnemu rozkładowi, który polega na rozbiciu wektora na dwa wektory, z których jeden jest prostopadły, a drugi równoległy do wektora referencyjnego. Rozkład ortogonalny wektorów prowadzi bezpośrednio do procedury Grama-Schmidta i rozkładu QR, który często wykorzystuje się do rozwiązywania problemów odwrotnych w statystyce.


  Zacznijmy od rysunku, który pozwoli Ci zwizualizować sobie cel rozkładu. Na rysunku 2.6 pokazałem następującą sytuację: mamy dwa wektory, a i b, w pozycji standardowej i chcemy znaleźć punkt leżący na wektorze a, który znajduje się jak najbliżej końca wektora b. Problem ten można również wyrazić w kategoriach optymalizacji: szukamy rzutu wektora b na wektor a, dla którego odległość jest minimalna. Oczywiście punkt znajdujący się na wektorze a będzie przeskalowaną wersją a. Innymi słowy będzie to βa. A zatem naszym celem jest znalezienie skalara β. (Związek tego opisu z ortogonalnym rozkładem wektorów wkrótce stanie się jasny).
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  Rysunek 2.6. Do znalezienia rzutu punktu znajdującego się w końcu wektora b na wektor a minimalizującego odległość potrzebujemy wzoru na β, dla którego długość wektora b – βa jest możliwie najmniejsza


  Co ważne, do zdefiniowania odcinka od b do βa możemy wykorzystać odejmowanie wektorów. Moglibyśmy nadać temu odcinkowi własną literę, np. c, ale nie zmieni to faktu, że do znalezienia rozwiązania niezbędne będzie odejmowanie.


  Kluczowym spostrzeżeniem, które doprowadzi nas do rozwiązania tego problemu, jest to, że punkt leżący na a, który jest najbliżej końca b, można znaleźć, rysując linię z b, która łączy się z a pod kątem prostym. Wyobraź sobie trójkąt utworzony przez początek układu współrzędnych oraz końce wektorów b i βa. Długość odcinka od b do βa wzrasta, gdy ∡βa staje się mniejszy lub większy niż 90°.


  Łącząc ze sobą te informacje, możemy wywnioskować, że b – βa musi być ortogonalne do βa. Stwierdzenie to jest równoważne temu, że wektory te powinny być do siebie prostopadłe. A to oznacza, że ich iloczyn skalarny musi wynosić zero. Przekształćmy te słowa w równanie:


  aT(b – βa) = 0


  Teraz możemy zastosować przekształcenia algebraiczne do wyznaczenia z tego równania β (zwróć uwagę, że skorzystałem z rozdzielności iloczynu skalarnego względem dodawania). Przekształcenia pokazałem w równaniu 2.12.


  Równanie 2.12. Rozwiązanie problemu znalezienia rzutu ortogonalnego


  [image: 36]


  Pięknie: zaczęliśmy od prostego rysunku geometrycznego, zbadaliśmy implikacje praw geometrii, wyraziliśmy je w postaci wzoru, a następnie zastosowaliśmy trochę algebry. W rezultacie otrzymaliśmy wzór na rzutowanie punktu na prostą z zachowaniem minimalnej odległości. Rzut ten nazywa się rzutem ortogonalnym. Ma on wiele zastosowań w statystyce i uczeniu maszynowym. Występuje m.in. w słynnej formule najmniejszych kwadratów wykorzystywanej do dopasowywania modeli liniowych (rzuty ortogonalne zobaczysz w rozdziałach 9., 10. i 11.).


  Mogę sobie wyobrazić, że bardzo Cię ciekawi, jak wyglądałaby implementacja tego rzutu w Pythonie. Nie pokażę Ci jej, ponieważ jest ona tematem zadania 2.8 z końca tego rozdziału. Jeśli nie możesz się już doczekać końca tego rozdziału, rozwiąż to ćwiczenie teraz, a potem wróć do dalszego opisu rozkładu ortogonalnego.


  Być może się zastanawiasz, jak powyższy opis ma się do ortogonalnego rozkładu wektora, czyli tytułu tego podrozdziału. Rzut z minimalną odległością jest niezbędny do jego zrozumienia. Skoro go już znasz, możemy przejść do samego rozkładu.


  Jak zwykle zaczynam od sytuacji początkowej i celu. Zaczynamy od dwóch wektorów, które będę nazywał „wektorem docelowym” i „wektorem referencyjnym”. Naszym celem jest rozłożenie wektora docelowego na dwa inne wektory w taki sposób, że (1) suma tych dwóch wektorów daje wektor docelowy oraz że (2) jeden z tych dwóch wektorów jest prostopadły do wektora referencyjnego, a drugi jest do niego równoległy. Sytuację tę pokazałem na rysunku 2.7.
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  Rysunek 2.7. Ilustracja ortogonalnego rozkładu wektora: rozkładam wektor t na sumę dwóch innych wektorów, z których jeden jest ortogonalny, a drugi równoległy do wektora r
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  Zwróć uwagę na subtelną różnicę w stosunku do równania 2.12. W poprzednim równaniu szukaliśmy skalara β, tym razem chcemy znaleźć przeskalowany wektor βr.


  Mamy już składową równoległą. Jak znaleźć składową prostopadłą? Można to zrobić w jeszcze prostszy sposób, ponieważ wiemy już, że te dwie składowe muszą sumować się do pierwotnego wektora docelowego. A zatem:
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  Innymi słowy, od pierwotnego wektora odejmujemy składową równoległą, a otrzymana reszta to nasza składowa prostopadła.


  Czy wyznaczona składowa prostopadła naprawdę jest prostopadła do wektora referencyjnego? Tak! Aby to udowodnić, wystarczy pokazać, że iloczyn skalarny składowej prostopadłej i wektora referencyjnego ma wartość zero:
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  Przekształcenia zastosowane w tym dowodzie są proste, ale bardzo żmudne, dlatego je pominąłem. Zamiast tego proponuję popracować nad ćwiczeniami, bo to pozwoli Ci wyrobić sobie wyczucie za pomocą kodu Pythona.


  Mam nadzieję, że polubiłeś ortogonalny rozkład wektorów. Raz jeszcze chciałbym zwrócić Twoją uwagę na ogólną zasadę towarzyszącą rozkładom: rozkład to rozbicie jednego obiektu matematycznego na kombinację innych. Szczegóły dotyczące tego, jak to zrobić, zależą od ograniczeń (w tym przypadku była to ortogonalność i równoległość względem wektora referencyjnego), co oznacza, że różne ograniczenia (czyli różne cele) mogą prowadzić do różnych rozkładów tego samego wektora.


  Podsumowanie


  Piękno algebry liniowej polega na tym, że nawet najbardziej wyrafinowane i wymagające dużej mocy obliczeniowej operacje na macierzach składają się z szeregu prostych operacji, z których większość można zrozumieć za pomocą geometrycznej intuicji. Nie lekceważ znaczenia prostych operacji na wektorach, ponieważ to, czego nauczyłeś się w tym rozdziale, będzie stanowić podstawę dla pozostałej części tej książki oraz reszty Twojej kariery specjalisty w dziedzinie stosowanej algebry liniowej (którym jesteś, jeśli robisz cokolwiek, co jest związane z nauką o danych, uczeniem maszynowym, sztuczną inteligencją, głębokim uczeniem, przetwarzaniem obrazu, wizją komputerową, statystyką i tak dalej).


  Oto najważniejsze przesłania tego rozdziału:


  
    	Wektor to uporządkowana lista liczb umieszczonych w kolumnie lub w rzędzie. Liczbę elementów wektora nazywamy jego wymiarowością. Wektor można przedstawić w postaci odcinka w przestrzeni geometrycznej o liczbie osi równej wymiarowości wektora.


    	Kilka operacji arytmetycznych na wektorach (dodawanie, odejmowanie i iloczyn Hadamarda) wykonuje się na odpowiadających sobie elementach.


    	Iloczyn skalarny to pojedyncza liczba, która reprezentuje związek między dwoma wektorami o tej samej wymiarowości. Wartość iloczynu skalarnego to suma iloczynów odpowiadających sobie elementów z dwóch wektorów.


    	Iloczyn skalarny ortogonalnych wektorów to zero. Z geometrycznego punktu widzenia oznacza, że wektory te są do siebie prostopadłe.


    	Ortogonalny rozkład wektora polega na przedstawieniu wektora w postaci sumy dwóch innych wektorów, które są ortogonalne i równoległe do wektora referencyjnego. Wzór tego rozkładu można wyprowadzić z geometrii, ale należy pamiętać, że wyraża on koncepcję rzutu prostokątnego (ortogonalnego).

  


  Ćwiczenia z programowania


  Mam nadzieję, że nie będziesz traktować poniższych ćwiczeń jako żmudnej pracy, którą musisz wykonać. Ćwiczenia te są bowiem okazją do szlifowania umiejętności matematycznych i programistycznych oraz sprawdzenia, czy naprawdę rozumiesz materiał z tego rozdziału.


  Potraktuj te ćwiczenia również jako trampolinę do dalszego poznawania świata algebry liniowej przy użyciu Pythona. Zmodyfikuj kod tak, aby używał innych liczb, innej liczy wymiarów, różnych orientacji 
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