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  Przedmowa


  W ciągu minionych dziesięciu lat zauważalne stało się rosnące zainteresowanie matematyką i statystyką stosowanym w codziennej pracy i życiu. Dlaczego tak się dzieje? Czy ma to związek z coraz większą popularnością data science — inżynierii i analizy danych — którą Harvard Business Review nazwał „najseksowniejszą pracą XXI wieku” (https://oreil.ly/GslO6)? Czy to dlatego, że gazety są pełne analiz, sondaży i wyników badań, ale czytelnicy nie wiedzą, jak zweryfikować zawarte w nich stwierdzenia? Czy może chodzi o obietnicę „autonomicznych” samochodów oraz robotów, które w bliskiej przyszłości mają zautomatyzować liczne miejsca pracy?


  Moim zdaniem dyscypliny matematyki i statystyki budzą powszechne zainteresowanie ze względu na rosnącą dostępność danych, których zrozumienie wymaga także zrozumienia matematyki, statystyki i uczenia maszynowego. Owszem, mamy narzędzia naukowe, uczenie maszynowe i inne automatyzacje, które wzywają nas niczym syreni śpiew. Ślepo ufamy tym „czarnym skrzynkom”, urządzeniom i oprogramowaniu; nie rozumiemy ich, ale i tak ich używamy.


  Chociaż nietrudno uwierzyć, że komputery są mądrzejsze od nas (a przekonanie to jest wzmacniane reklamami), rzeczywistość jest zupełnie inna. Ta rozbieżność może być niebezpieczna na wielu poziomach. Czy naprawdę chcielibyśmy, żeby algorytmy albo sztuczne inteligencje wydawały wyroki lub kierowały pojazdami, a jednocześnie nikt, łącznie z deweloperem, nie potrafiłby wyjaśnić, dlaczego podejmują konkretne decyzje? Wyjaśnialność to kolejna granica obliczeń statystycznych i sztucznej inteligencji. Przekroczymy ją dopiero wtedy, gdy otworzymy „czarną skrzynkę” i odkryjemy zawartą w niej matematykę.


  Mógłbyś zapytać, jak to możliwe, że deweloper nie wie, jak działa jego własny algorytm. Porozmawiamy o tym w drugiej części książki, kiedy będziemy omawiać techniki uczenia maszynowego i wyjaśnimy, dlaczego musimy zrozumieć matematykę stojącą za budowanymi przez nas „czarnymi skrzynkami”.


  I kolejna sprawa: powodem gromadzenia danych na masową skalę są w dużej mierze urządzenia podłączone do sieci oraz ich obecność w naszym codziennym życiu. Nie korzystamy już z internetu wyłącznie na komputerze stacjonarnym lub laptopie. Teraz trafił on również do smartfonów, samochodów i urządzeń gospodarstwa domowego. W ciągu ostatnich dwóch dekad niepostrzeżenie doprowadziło to do istotnej zmiany. Dane przekształciły się z narzędzia operacyjnego w coś, co gromadzi się i analizuje pod kątem mniej zdefiniowanych celów. Smartwatch stale zbiera dane dotyczące naszego tętna, oddechu, pokonanej odległości i innych wskaźników. Następnie przesyła te dane do chmury, gdzie analizuje się je w połączeniu z informacjami o innych użytkownikach. Zachowania kierowców są wykrywane przez skomputeryzowane samochody i wykorzystywane przez producentów do zbierania danych oraz ulepszania pojazdów autonomicznych. W drogeriach można nawet znaleźć „inteligentne szczoteczki do zębów”, które śledzą sposoby szczotkowania i rejestrują je w chmurze. To, czy dane inteligentnej szczoteczki do zębów są przydatne i niezbędne, to zupełnie inna historia!


  Całe to gromadzenie danych przenika wszystkie aspekty naszego życia. I bywa przytłaczające; można by napisać całą książkę poświęconą kwestiom prywatności i etyki. Jednak dostępność danych stwarza również możliwość wykorzystania matematyki i statystyki w nowy sposób oraz rozszerzenia ich zasięgu poza środowiska akademickie. Możemy dowiedzieć się więcej o ludzkich doświadczeniach, ulepszyć projektowanie i stosowanie produktów oraz zoptymalizować strategie handlowe. Jeśli zrozumiesz koncepcje przedstawione w tej książce, będziesz umiał uwolnić wartość kryjącą się w infrastrukturze gromadzenia danych. Dane i narzędzia statystyczne nie są panaceum na wszystkie problemy świata, ale dają nam nowe narzędzia, z których możemy korzystać. Czasem równie cenne jest rozpoznanie niektórych projektów przetwarzania danych jako nierokujących korzyści i uświadomienie sobie, że lepiej skierować wysiłki gdzie indziej.


  Rosnąca dostępność danych sprawiła, że data science oraz uczenie maszynowe stały się pożądanymi profesjami. Do podstawowych narzędzi analityka danych należą prawdopodobieństwo, algebra liniowa, statystyka i uczenie maszynowe. Jeśli chcesz zajmować się inżynierią i analizą danych lub sztuczną inteligencją, znajomość tych zagadnień jest niezbędna. Dorzucę wystarczająco dużo uniwersyteckiej matematyki, rachunku różniczkowego i całkowego oraz statystyki, żebyś mógł lepiej zrozumieć, co dzieje się w „czarnoskrzynkowych” bibliotekach, z którymi się spotkasz.


  Książka ta ma na celu zapoznać czytelników z różnymi obszarami matematyki, statystyki i uczenia maszynowego, które będą miały zastosowanie w rozwiązywaniu rzeczywistych problemów. Pierwsze cztery rozdziały obejmują podstawowe pojęcia matematyczne, w tym praktyczny rachunek różniczkowy i całkowy, prawdopodobieństwo, algebrę liniową i statystykę. Ostatnie trzy rozdziały są poświęcone uczeniu maszynowemu. Połączymy w nich całą zdobytą wiedzę i pokażemy na praktycznych przykładach, jak używać uczenia maszynowego oraz bibliotek statystycznych bez traktowania ich jak „czarnych skrzynek”.


  Jedynym narzędziem potrzebnym do wykonywania przykładów jest komputer Windows/Mac/ Linux z wybranym środowiskiem Python 3. Podstawowe biblioteki Pythona, których będziemy potrzebować, to numpy, scipy, sympy i sklearn. Jeśli nie znasz Pythona, jest to przyjazny, łatwy w użyciu język programowania i możesz się go nauczyć z licznych dostępnych materiałów edukacyjnych. Osobiście polecam dwie książki:


  Joel Grus, Data Science od podstaw. Wydanie II (Helion)


  Drugi rozdział tej książki zawiera najlepszy przyspieszony kurs Pythona, z jakim się spotkałem. Nawet jeśli nigdy wcześniej nie pisałeś kodu, Joel wykonuje fantastyczną robotę i przygotowuje Cię do efektywnego korzystania z Pythona w jak najkrótszym czasie. Warto mieć tę książkę na półce, ponieważ pomoże Ci ona wykorzystać w praktyce zdobytą tu wiedzę matematyczną!


  Deepak Sarda, Python for the Busy Java Developer (Apress)


  Jeśli jesteś inżynierem oprogramowania, który zdobywał doświadczenie w statycznie typizowanych, obiektowych językach programowania, ta książka jest właśnie dla Ciebie. Moim pierwszym językiem programowania była Java, więc doceniam sposób, w jaki Deepak opisuje funkcje Pythona i przybliża je deweloperom Javy. Jeśli znasz .NET, C++ lub inne języki podobne do C, prawdopodobnie również efektywnie nauczysz się Pythona z tej książki.


  Niniejsza książka nie uczyni Cię ekspertem ani nie da Ci wiedzy doktorskiej. Starałem się unikać wyrażeń matematycznych pełnych greckich symboli i zamiast tego używać zwykłego języka. Książka ta sprawi jednak, że będziesz swobodniej rozmawiać o matematyce i statystyce, dostarczy Ci wiedzy potrzebnej do skutecznego poruszania się po tych obszarach. Uważam, że najprostszą drogą do sukcesu nie jest zdobycie głębokiej, specjalistycznej wiedzy w jednym temacie, ale praktyczna znajomość wielu różnych zagadnień. Taki jest cel tej książki, a nauczysz się z niej wystarczająco dużo, by być „niebezpiecznym” i umieć zadawać wcześniej nieuchwytne krytyczne pytania.


  Zatem zaczynajmy!


  Konwencje używane w książce


  W niniejszej książce stosowane są następujące konwencje typograficzne:


  Kursywa


  Wskazuje nowe terminy, adresy URL, adresy e-mail, nazwy plików i rozszerzenia nazw plików.


  Stała szerokość


  Używana w listingach programów, a także wewnątrz akapitów do oznaczania takich elementów programu jak nazwy zmiennych lub funkcji, bazy danych, typy danych, zmienne środowiskowe, instrukcje i słowa kluczowe.


  Stała szerokość, pogrubienie


  Wskazuje polecenia lub inny tekst, który powinien być wpisany dosłownie przez użytkownika.


  Stała szerokość, kursywa


  Wskazuje tekst, który powinien być zastąpiony wartościami podanymi przez użytkownika lub zależnymi od kontekstu.
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          Ten element oznacza wskazówkę lub sugestię.
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          Ten element oznacza ogólną uwagę.
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          Ten element wskazuje ostrzeżenie lub przestrogę.

        
      

    
  


  Używanie przykładowego kodu


  Materiały pomocnicze (przykładowy kod, ćwiczenia itd.) można pobrać pod adresem https://ftp.helion.pl/przyklady/pomads.zip.


  W razie pytań technicznych albo problemów z używaniem przykładowego kodu napisz do nas wiadomość e-mail na adres helion@helion.pl.


  Książka ta ma pomóc Ci w wykonywaniu codziennych zadań. Ogólnie rzecz biorąc, jeśli znajdziesz w niej przykładowy kod, możesz używać go w swoich programach i dokumentacji. Nie musisz kontaktować się z nami w celu uzyskania pozwolenia, chyba że powielasz znaczną część kodu. Na przykład napisanie programu, który używa kilku fragmentów kodu z tej książki, nie wymaga pozwolenia. Sprzedaż lub dystrybucja przykładów z książek O’Reilly wymaga pozwolenia. Odpowiadanie na pytania poprzez cytowanie tej książki i przytaczanie przykładowego kodu nie wymaga pozwolenia. Włączenie znacznej ilości przykładowego kodu z tej książki do dokumentacji produktu wymaga pozwolenia.


  Doceniamy uznanie autorstwa, choć zasadniczo go nie wymagamy. Uznanie autorstwa zazwyczaj obejmuje autora, tytuł, wydawcę, datę wydania i numer ISBN. Na przykład: „Thomas Nield, Podstawy matematyki w data science, Helion 2023, 978-83-8322-013-0”.


  Jeśli uważasz, że używasz przykładowego kodu w sposób, który wykracza poza powyższe pozwolenia, napisz do nas na adres helion@helion.pl.


  Podziękowania


  Niniejsza książka jest owocem ponad rocznego wysiłku wielu osób. Po pierwsze, chcę podziękować mojej żonie Kimberly za wsparcie podczas pisania książki, zwłaszcza że wychowujemy naszego syna, Wyatta, który niedawno skończył rok. Kimberly jest wspaniałą żoną i matką, a wszystko, co teraz robię, robię z myślą o moim synu i lepszej przyszłości naszej rodziny.


  Dziękuję rodzicom za to, że nauczyli mnie pokonywać własne ograniczenia i nigdy się nie poddawać. Zważywszy na temat niniejszego dzieła, cieszę się, że zachęcali mnie, abym przykładał się do rachunku różniczkowego i całkowego w szkole średniej i na studiach. Nikt nie napisze książki bez regularnego opuszczania swojej strefy komfortu.


  Dziękuję zespołowi redaktorów i pracowników O’Reilly, który trzymał dla mnie otwarte drzwi, od kiedy w 2015 roku napisałem pierwszą książkę poświęconą językowi SQL. Jill i Jess miały wielki wkład w napisanie i wydanie tej książki i jestem wdzięczny Jess, że pomyślała o mnie, kiedy pojawił się ten temat.


  Chciałbym złożyć podziękowania moim kolegom z wydziału Bezpieczeństwa i Ochrony Lotnictwa na Uniwersytecie Południowej Kalifornii (USC). Praca nad pionierskimi rozwiązaniami w dziedzinie bezpieczeństwa systemów sztucznej inteligencji pozwoliła mi zdobyć wiedzę dostępną nielicznym i nie mogę się doczekać tego, co osiągniemy w nadchodzących latach. Arch, wciąż mnie zadziwiasz i martwię się, że świat przestanie funkcjonować w dniu, w którym przejdziesz na emeryturę.


  Chciałbym wreszcie podziękować mojemu bratu Dwightowi Nieldowi i przyjacielowi Jonowi Ostrowerowi, którzy są wspólnikami w moim przedsięwzięciu Yawman Flight. Prowadzenie startupu to ciężka praca, a ich pomoc zapewniła mi bezcenny czas na napisanie niniejszej książki. Jon zachęcił mnie do podjęcia pracy na USC, a jego osiągnięcia w świecie dziennikarstwa lotniczego są naprawdę godne uwagi (wyszukajcie go w sieci!). To zaszczyt, że tak jak ja pasjonują się wynalazkiem, nad którym zacząłem pracować w moim garażu, i nie sądzę, żebym bez nich mógł go pokazać światu.


  Każdemu, kogo tu pominąłem, dziękuję za duże i małe przysługi. Miałem to szczęście, że zwykle bywałem nagradzany za ciekawość i zadawanie pytań. Nie uważam tego za coś oczywistego. Jak powiedział Ted Lasso: „Bądź ciekaw, nie oceniaj”.


  Rozdział 1. Podstawy matematyki oraz rachunku różniczkowego i całkowego


  Pierwszy rozdział zaczniemy od przypomnienia, czym są liczby i jak działają zmienne oraz funkcje w układzie kartezjańskim. Następnie omówimy potęgi i logarytmy. Kolejnym krokiem będzie zapoznanie się z dwiema podstawowymi operacjami rachunku różniczkowego i całkowego: różniczkowaniem i całkowaniem.


  Zanim zajmiemy się obszarami matematyki stosowanej, takimi jak prawdopodobieństwo, algebra liniowa, statystyka i uczenie maszynowe, zapewne powinniśmy powtórzyć kilka koncepcji z zakresu podstaw matematyki i rachunku różniczkowego i całkowego. Jeśli w tym momencie chcesz rzucić tę książkę i uciec z krzykiem, bez obaw! Obliczanie pochodnych i całek funkcji zaprezentuję w sposób, którego prawdopodobnie nie uczyli Cię na studiach. Będziemy używać Pythona, a nie ołówka i papieru. Nawet jeśli nie znasz się na pochodnych i różniczkach, nadal nie jest do powód do zmartwienia.


  Postaram się, żeby dyskusja była zwięzła i praktyczna. Skupię się tylko na tym, co przyda się nam w kolejnych rozdziałach i co można podciągnąć pod szyld „podstawy matematyki”.
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          Nie jest to pełna powtórka z matematyki!


          Nie jest to w żadnym wypadku wyczerpujący przegląd matematyki na poziomie szkoły średniej i wyższej. Jeśli tego szukasz, świetną książką jest No Bullshit Guide to Math and Physics autorstwa Ivana Savova. Kilka pierwszych rozdziałów zawiera najlepszy przyspieszony kurs matematyki, jaki kiedykolwiek widziałem. Książka Mathematics 1001 autorstwa dr Richarda Elwesa również zawiera pokaźną ilość wiedzy podzielonej na strawne porcje.

        
      

    
  


  Teoria liczb


  Czym są liczby? Obiecuję, że nie będę tu zbytnio filozofować, ale czy liczby nie są zdefiniowanym przez nas konstruktem? Dlaczego mamy cyfry od 0 do 9, a nie więcej lub mniej? Dlaczego mamy ułamki zwykłe i dziesiętne, a nie tylko liczby całkowite? Obszar matematyki, w którym rozmyślamy o liczbach i zastanawiamy się, dlaczego zaprojektowano je w określony sposób, jest znany jako teoria liczb.


  Teoria liczb sięga czasów starożytnych, kiedy to matematycy studiowali różne systemy liczbowe, i wyjaśnia, dlaczego zaakceptowaliśmy je w znanej nam dziś postaci. Oto kilka różnych systemów liczbowych, o których mogłeś słyszeć:


  Liczby naturalne


  Są to liczby 1, 2, 3, 4, 5… i tak dalej. Zbiór ten obejmuje tylko liczby dodatnie i jest najstarszym znanym systemem. Liczby naturalne są tak stare, że już jaskiniowcy prowadzili „dokumentację” poprzez wydrapywanie kresek na kościach i ścianach jaskiń.


  Liczby całkowite nieujemne


  Do liczb naturalnych z czasem dołączono zero; zbiór ten nazywamy „liczbami całkowitymi nieujemnymi”. Babilończycy rozwinęli też przydatny system pozycyjny z pustymi „kolumnami”, którego dziś używamy do zapisu liczb większych niż 9, takich jak „10”, „1000” lub „1090”. Zera wskazują, że w danej kolumnie nie ma żadnej wartości.


  Liczby całkowite


  Do liczb całkowitych należą liczby naturalne dodatnie i ujemne, a także zero. My uważamy je za coś oczywistego, ale starożytni matematycy traktowali liczby ujemne bardzo podejrzliwie. Kiedy jednak odejmiesz 5 od 3, otrzymasz –2. Jest to przydatne na przykład w finansach podczas mierzenia zysków i strat. W roku 682 n.e. indyjski matematyk Brahmagupta pokazał, dlaczego liczby ujemne są potrzebne do rozwiązywania równań kwadratowych, a liczby całkowite zostały w końcu zaakceptowane.


  Liczby wymierne


  Każda liczba, którą można wyrazić za pomocą ułamka zwykłego, taka jak 2/3, to liczba wymierna. Zbiór ten obejmuje również ułamki dziesiętne o skończonym rozwinięciu oraz liczby całkowite, ponieważ je także można wyrazić za pomocą ułamka, na przykład (odpowiednio) 687/100 = 6,87 oraz 2/1 = 2. Liczby wymierne szybko uznano za potrzebne, ponieważ nie zawsze da się mierzyć czas, zasoby i inne wielkości w dyskretnych jednostkach. Mleko nie zawsze kupuje się na litry. Czasem trzeba zmierzyć jego ilość w częściach litra. Jeśli będę biegł przez pięć minut, nie zmierzę przebytej odległości w całych kilometrach, skoro przebiegłem 9/10 kilometra.


  Liczby niewymierne


  Liczb niewymiernych nie można wyrazić za pomocą ułamka. Zbiór obejmuje słynną liczbę π, pierwiastki kwadratowe niektórych liczb, na przykład , oraz liczbę Eulera e, którą poznamy później. Liczby te mają nieskończenie wiele (niepowtarzających się) cyfr w rozwinięciu dziesiętnym, na przykład 3,141592653589793238462…


  Z liczbami niewymiernymi wiąże się ciekawa historia. Grecki matematyk Pitagoras uważał, że wszystkie liczby są wymierne. Wierzył w to tak żarliwie, że stworzył religię, która wyznawała liczbę 10. „Błogosław nam, boska liczbo, która zrodziłaś bogów i ludzi!”, modlili się on i jego zwolennicy (dlaczego akurat „10” była tak szczególna, trudno powiedzieć). Legenda głosi, że jeden z jego uczniów, Hippasus, udowodnił, że nie wszystkie liczby są wymierne, na przykładzie pierwiastka kwadratowego z 2. Poważnie naruszyło to system wierzeń Pitagorasa, który nakazał utopić Hippasusa w morzu.


  Tak czy owak, obecnie wiemy, że nie wszystkie liczby są wymierne.


  Liczby rzeczywiste


  Ten zbiór obejmuje zarówno liczby wymierne, jak i niewymierne. W praktyce, kiedy zajmujesz się inżynierią i analizą danych, możesz traktować wszystkie liczby dziesiętne, z którymi pracujesz, jak liczby rzeczywiste.


  Liczby zespolone i urojone


  Z tym typem liczb spotykamy się, kiedy wyciągamy pierwiastek kwadratowy z liczby ujemnej. Choć liczby urojone i zespolone są istotne w pewnych typach problemów, my raczej będziemy omijać je z daleka.


  W data science większość pracy, jeśli nie całą, będziesz wykonywać przy użyciu liczb naturalnych, całkowitych i rzeczywistych. Liczby urojone mogą pojawiać się w bardziej zaawansowanych problemach, takich jak rozkład macierzy, o których wspomnimy w rozdziale 4.


  
    
      
        	[image: 3302.jpg]

        	
          Liczby zespole i urojone


          Jeśli chciałbyś dowiedzieć się więcej o liczbach urojonych, na YouTubie znajduje się doskonała lista odtwarzania zatytułowana Imaginary Numbers are Real (https://oreil.ly/bvyIq).

        
      

    
  


  Kolejność działań


  Mam nadzieję, że znasz kolejność działań, czyli porządek, w którym rozwiązuje się poszczególne części wyrażenia matematycznego. Dla przypomnienia, najpierw oblicza się składniki w nawiasach, następnie potęgi, a wreszcie wykonuje mnożenie, dzielenie, dodawanie i odejmowanie.


  Weźmy na przykład poniższe wyrażenie:


  [image: 13]


  Następnie wykonujemy dzielenie 50 przez 5 i otrzymujemy 10:


  10 – 4


  Na koniec wykonujemy dodawanie i odejmowanie. Oczywiście 10 – 4 da nam w wyniku 6:


  10 – 4 = 6


  I rzeczywiście, gdybyśmy zapisali to wyrażenie w Pythonie, otrzymalibyśmy wartość 6,0, jak pokazano na listingu 1.1.


  Listing 1.1. Obliczanie wyrażenia w Pythonie


  
    moja_wartosc = 2 * (3 + 2)**2 / 5 - 4

  


  
    print(moja_wartosc)        # wypisuje 6.0

  


  Są to wprawdzie sprawy elementarne, ale mają one kluczowe znaczenie. W kodzie, nawet jeśli uzyskałbyś poprawny wynik bez nawiasów, warto używać ich w złożonych wyrażeniach, aby zachować kontrolę nad kolejnością ewaluacji wyrażeń.


  Na listingu 1.2 grupuję część ułamkową w nawiasie, aby oddzielić ją od reszty wyrażenia.


  Listing 1.2. Używanie nawiasów w Pythonie w celu zachowania przejrzystości


  
    moja_wartosc = 2 * ((3 + 2)**2 / 5) - 4

  


  
    print(moja_wartosc)        # wypisuje 6.0

  


  Choć oba przykłady są technicznie poprawne, drugi jest bardziej czytelny. Jeśli Ty albo ktoś inny wprowadzicie zmiany w kodzie, nawiasy będą nadal wskazywać właściwą kolejność działań. Zapewnia to również dodatkową linię obrony przed usterkami w kodzie.


  Zmienne


  Jeśli zdarzyło Ci się pisać skrypty w Pythonie lub dowolnym innym języku programowania, z pewnością wiesz, czym jest zmienna. W matematyce zmienna jest nazwanym zamiennikiem nieokreślonej lub nieznanej liczby.


  Możesz mieć zmienną x reprezentującą dowolną liczbę rzeczywistą i pomnożyć tę zmienną bez deklarowania jej wartości. Na listingu 1.3 przyjmujemy wartość zmiennej x od użytkownika i mnożymy ją przez 3.


  Listing 1.3. Mnożenie zmiennej w Pythonie


  
    x = int(input("Wprowadź liczbę\n"))

  


  
    iloczyn = 3 * x

  


  
    print(iloczyn)

  


  Niektóre typy zmiennych mają standardowe nazwy. Jeśli te nazwy i koncepcje są Ci jeszcze nieznane, nie przejmuj się! Niektórzy czytelnicy mogą jednak wiedzieć, że używamy litery theta θ na oznaczenie kątów, a beta β jako parametru w regresji liniowej. Greckie symbole nie byłyby wygodnymi nazwami zmiennych w Pythonie, więc prawdopodobnie nadalibyśmy tym zmiennym nazwy theta i beta, jak pokazano na listingu 1.4.


  Listing 1.4. Nazwy greckich zmiennych w Pythonie


  
    beta = 1.75

  


  
    theta = 30.0

  


  Zauważ również, że nazwy zmiennych czasem opatruje się indeksami dolnymi, aby używać kilku egzemplarzy danej nazwy. W praktyce można traktować je jako oddzielne zmienne. Jeśli napotkasz zmienne x1, x2 oraz x3, po prostu traktuj je jako oddzielne zmienne, jak pokazano na listingu 1.5.


  Listing 1.5. Zapisywanie zmiennych z indeksami dolnymi w Pythonie


  
    x1 = 3   # albo x_1 = 3

  


  
    x2 = 10  # albo x_2 = 10

  


  
    x3 = 44  # albo x_3 = 44

  


  Funkcje


  Funkcje to wyrażenia, które definiują relację między dwiema lub wieloma zmiennymi. Mówiąc ściślej, funkcja przyjmuje zmienne wejściowe (nazywane również dziedzinowymi lub niezależnymi), umieszcza je w wyrażeniu i generuje zmienną wyjściową (zwaną też zależną).


  Spójrz na tę prostą funkcję liniową:


  y = 2x + 1


  Dla dowolnej wartości x podstawiamy do wyrażenia tę wartość x, aby obliczyć y. Kiedy x = 1, y = 3. Kiedy x = 2, y = 5. Kiedy x = 3, y = 7 i tak dalej, jak pokazano w tabeli 1.1.


  Tabela 1.1. Różne wartości funkcji y = 2x + 1


  
    
      
        	
          x

        

        	
          2x + 1

        

        	
          y

        
      


      
        	
          0

        

        	
          2(0) + 1

        

        	
          1

        
      


      
        	
          1

        

        	
          2(1) + 1

        

        	
          3

        
      


      
        	
          2

        

        	
          2(2) + 1

        

        	
          5

        
      


      
        	
          3

        

        	
          2(3) + 1

        

        	
          7

        
      

    
  


  Funkcje są przydatne, ponieważ modelują przewidywalną relację między zmiennymi, na przykład ilu pożarów y możemy oczekiwać przy temperaturze x. Będziemy używać funkcji liniowych do przeprowadzania regresji liniowych w rozdziale 5.


  Inną konwencją zapisu zmiennej niezależnej y jest jawne oznaczenie jej jako funkcji x, na przykład f(x). Zamiast więc zapisywać funkcję w postaci y = 2x + 1, możemy również wyrazić ją w następujący sposób:


  f(x) = 2x + 1


  Na listingu 1.6 pokazano, jak można zadeklarować funkcję matematyczną i iteracyjnie wywoływać ją w Pythonie.


  Listing 1.6. Deklarowanie funkcji liniowej w Pythonie


  
    def f(x):

  


  
        return 2 * x + 1

  


  
     

  


  
    x_values = [0, 1, 2, 3]

  


  
     

  


  
    for x in x_values:

  


  
        y = f(x)

  


  
        print(y)

  


  Kiedy pracujemy z liczbami rzeczywistymi, subtelną, ale ważną cechą funkcji jest to, że często mają one nieskończoną liczbę wartości x i wynikowych wartości y. Zadaj sobie pytanie: ile wartości x możemy podstawić do funkcji y = 2x + 1? Zamiast ograniczać się do 0, 1, 2, 3…, dlaczego nie użyć wartości 0, 0,5, 1, 1,5, 2, 2,5, 3, jak pokazano w tabeli 1.2?


  Tabela 1.2. Różne wartości funkcji y = 2x + 1


  
    
      
        	
          x

        

        	
          2x + 1

        

        	
          y

        
      


      
        	
          0.0

        

        	
          2(0) + 1

        

        	
          1

        
      


      
        	
          0.5

        

        	
          2(0.5) + 1

        

        	
          2

        
      


      
        	
          1.0

        

        	
          2(1.0) + 1

        

        	
          3

        
      


      
        	
          1.5

        

        	
          2(1.5) + 1

        

        	
          4

        
      


      
        	
          2.0

        

        	
          2(2.0) + 1

        

        	
          5

        
      


      
        	
          2.5

        

        	
          2(2.5) + 1

        

        	
          6

        
      


      
        	
          3.0

        

        	
          2(3.0) + 1

        

        	
          7

        
      

    
  


  Czemu nie zwiększać x o jedną czwartą? Albo o jedną dziesiątą? Przyrosty mogą być nieskończenie małe, co pokazuje, że y = 2x + 1 jest funkcją ciągłą, która generuje wartość y dla każdej możliwej wartości x. Pozwala to zwizualizować naszą funkcję jako linię, jak pokazano na rysunku 1.1.


  [image: Obraz3395.PNG] 


  Rysunek 1.1. Wykres funkcji y = 2x + 1


  Kiedy tworzymy wykres na dwuwymiarowej płaszczyźnie z dwiema osiami liczbowymi (po jednej na każdą zmienną), nazywamy ją układem kartezjańskim, układem x-y lub układem współrzędnych. Śledzimy daną wartość x, wyszukujemy odpowiednią wartość y i kreślimy przecięcia jako linię. Zauważ, że ze względu na naturę liczb rzeczywistych (czy też, jeśli wolisz, dziesiętnych) istnieje nieskończona liczba wartości x. Dlatego kiedy kreślimy funkcję f(x), otrzymujemy ciągłą linię bez żadnych przerw. Na linii tej, a także na dowolnej jej części, znajduje się nieskończona liczba punktów.


  Gdybyś chciał wykreślić tę funkcję w Pythonie, dostępnych jest wiele bibliotek do tworzenia wykresów, od Plotly do matplotlib. W książce tej do wielu zadań będziemy używać biblioteki SymPy, a pierwszym jej zastosowaniem będzie kreślenie funkcji. SymPy wykorzystuje matplotlib, więc upewnij się, że masz zainstalowany ten pakiet. W przeciwnym razie na Twojej konsoli pojawi się brzydki wykres tekstowy. Następnie po prostu zadeklaruj zmienną x w SymPy za pomocą wywołania symbols(), zadeklaruj swoją funkcję, a następnie wykreśl ją w sposób pokazany na listingu 1.7 i rysunku 1.2.


  Listing 1.7. Kreślenie funkcji liniowej w Pythonie za pomocą SymPy


  
    from sympy import *

  


  
    x = symbols('x')

  


  
    f = 2*x + 1

  


  
    plot(f)

  


  [image: Obraz3420.PNG] 


  Rysunek 1.2. Kreślenie funkcji liniowej za pomocą SymPy


  Listing 1.8 i rysunek 1.3 to kolejny przykład, tym razem pokazujący funkcję f(x) = x2 + 1.


  Listing 1.8. Kreślenie funkcji kwadratowej


  
    from sympy import *

  


  
    x = symbols('x')

  


  
    f = x**2 + 1

  


  
    plot(f)

  


  Zauważ, że na rysunku 1.3. nie otrzymujemy linii prostej, ale gładką, symetryczną krzywą nazywaną parabolą. Jest ciągła, ale nie liniowa, ponieważ generowane przez nią wartości nie leżą na linii prostej. Praca z takimi funkcjami jest matematycznie trudniejsza, ale nauczymy się kilku sztuczek, które nam to ułatwią.


  
    
      
        	[image: 3443.jpg]

        	
          Funkcje krzywoliniowe


          Kiedy funkcja jest ciągła, ale jej wykres jest zakrzywiony, a nie prosty i liniowy, nazywamy ją funkcją krzywoliniową.
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  Rysunek 1.3. Kreślenie funkcji kwadratowej za pomocą SymPy


  Zauważ, że funkcje mogą mieć wiele zmiennych wejściowych, nie tylko jedną. Możemy na przykład mieć funkcję z niezależnymi zmiennymi x i y. Jak widzisz, zmienna y nie jest zależna jak w poprzednich przykładach.


  f(x, y) = 2x + 3y


  Ponieważ mamy dwie zmienne niezależne (x i y) oraz jedną zmienną zależną (wynik f(x, y)), musimy utworzyć ten wykres w trzech wymiarach, aby uzyskać płaszczyznę wartości, a nie linię, jak pokazano na listingu 1.9 i rysunku 1.4.


  Listing 1.9. Deklarowanie funkcji z dwiema zmiennymi niezależnymi w Pythonie


  
    from sympy import *

  


  
    from sympy.plotting import plot3d

  


  
     

  


  
    x, y = symbols('x y')

  


  
    f = 2*x + 3*y

  


  
    plot3d(f) 
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  Rysunek 1.4. Tworzenie trójwymiarowego wykresu funkcji za pomocą SymPy


  Bez względu na to, ile masz zmiennych niezależnych, Twoja funkcja zwykle będzie generować tylko jedną zmienną zależną. Rozwiązując równanie z wieloma zmiennymi zależnymi, prawdopodobnie będziesz używać oddzielnej funkcji dla każdej z nich.


  Sumowanie


  Obiecałem, że w tej książce nie będę używał równań pełnych greckich symboli. Jeden z nich jest jednak tak powszechnie używany i przydatny, że byłbym niesumienny, gdybym go nie omówił. Sumowanie, oznaczane literą sigma Σ, oznacza dodawanie wielu elementów.


  Na przykład, jeśli chciałbym iterować po liczbach od 1 do 5, pomnożyć każdą z nich przez 2 i zsumować iloczyny, wyraziłbym to za pomocą sumowania w pokazany niżej sposób. Na listingu 1.10 pokazano, jak zapisać to w Pythonie.


  [image: 19]


  Listing 1.10. Sumowanie w Pythonie


  
    suma = sum(2*i for i in range(1,6))

  


  
    print(suma)

  


  Zauważ, że i to zmienna zastępcza reprezentująca indeks podczas kolejnych iteracji pętli; wartość wskazywaną przez ten indeks mnożymy przez 2, a następnie dodajemy do sumy. Kiedy iterujemy po danych, czasem używamy zmiennych takich jak xi, które wskazują element kolekcji znajdujący się pod indeksem i.


  
    
      
        	[image: 3519.jpg]

        	
          Funkcja range()


          Pamiętaj, że funkcja range() w Pythonie jest prawostronnie otwarta, co oznacza, że jeśli wywołasz range(1,4), funkcja będzie iterować po liczbach 1, 2 i 3. Wartość 4 zostanie wykluczona jako górna granica.

        
      

    
  


  Często używa się też zmiennej n na oznaczenie liczby elementów w kolekcji, na przykład rekordów w zbiorze danych. Oto przykład, w którym iterujemy po kolekcji liczb o rozmiarze n. Mnożymy każdą liczbę przez 10 i je sumujemy:


  [image: 19_]


  Na listingu 1.11 używamy Pythona do wykonania tego wyrażenia na kolekcji czterech liczb. Zwróć uwagę, że w Pythonie (i większości innych języków programowania) zwykle numerujemy elementy od indeksu 0, podczas gdy w matematyce zaczynamy od indeksu 1. Dlatego odpowiednio przesuniemy iterację. Zaczniemy od 0 w wywołaniu range().


  Listing 1.11. Sumowanie elementów w Pythonie


  
    x = [1, 4, 6, 2]

  


  
    n = len(x)

  


  
     

  


  
    suma = sum(10*x[i] for i in range(0,n))

  


  
    print(suma)

  


  Oto sedno sumowania. W skrócie sumowanie Σ oznacza „dodaj do siebie kilka rzeczy” oraz wykorzystuje indeks i oraz wartość maksymalną n do wyrażenia iteracji składających się na sumę. Będziemy często spotykać je w pozostałej części książki.


  
    
      
        	
          Sumowanie w SymPy


          Możesz wrócić do tej ramki później, kiedy dowiesz się więcej o SymPy. Pakiet SymPy, którego używamy tu do tworzenia wykresów funkcji, w rzeczywistości jest symboliczną biblioteką matematyczną; dalej w tym rozdziale wyjaśnimy dokładniej, co to znaczy. Zapamiętaj jednak na przyszłość, że operację sumowania w SymPy wykonuje się za pomocą operatora Sum(). W poniższym kodzie iterujemy po elementach i od 1 do n, mnożymy każdy element i oraz sumujemy iloczyny. Używamy jednak funkcji subs(), aby ustawić n na 5, co powoduje zsumowanie wszystkich elementów i od 1 do 5:


          
            from sympy import *

          


          
             

          


          
            i,n = symbols('i n')

          


          
             

          


          
            # iterujemy po elementach i od 1 do n,

          


          
            # następnie mnożymy je i sumujemy 

          


          
            suma = Sum(2*i,(i,1,n))

          


          
            # ustawiamy n na 5,

          


          
            # iterujemy po liczbach od 1 do 5

          


          
            suma_do_5 = suma.subs(n, 5)

          


          
            print(suma_do_5.doit()) # 30

          


          Zauważ, że sumowanie w SymPy jest „leniwe”, co oznacza, że nie jest automatycznie obliczane ani upraszczane. Używamy zatem funkcji doit(), aby wykonać wyrażenie.

        
      

    
  


  Potęgowanie


  Potęgowanie polega na mnożeniu liczby przez samą siebie określoną liczbę razy. Kiedy podnosisz dwa do trzeciej potęgi (co zapisuje się jako 23, z liczbą 3 w indeksie górnym), oznacza to pomnożenie przez siebie trzech dwójek:


  23 = 2·2·2 = 8


  Podstawą jest zmienna lub liczba, którą potęgujemy, a wykładnikiem liczba, która określa, ile razy mamy pomnożyć podstawę. W wyrażeniu 23 liczba 2 jest podstawą, a 3 wykładnikiem.


  Wykładniki mają kilka ciekawych właściwości. Przypuśćmy, że chcemy pomnożyć x2 i x3. Zobacz, co się dzieje, kiedy zastępuję wykładniki prostym mnożeniem, a następnie konsoliduję czynniki pod jednym wykładnikiem:


  x2x3 = (x ∙ x) ∙ (x ∙ x ∙ x) = x2+3 = x5


  Kiedy mnożymy potęgi o tej samej podstawie, po prostu dodajemy wykładniki, co określa się nazwą reguły iloczynowej. Podkreślę jeszcze raz, że podstawy wszystkich mnożonych potęg muszą być takie same, żeby reguła ta miała zastosowanie.


  Zbadajmy teraz dzielenie. Co się dzieje, gdy dzielimy x2 przez x5?


  [image: 21]


  Wracając do reguły iloczynowej, widzimy, że ma ona zastosowanie również do wykładników ujemnych. Aby zrozumieć to intuicyjnie, podejdźmy do problemu od innej strony. Możemy wyrazić dzielenie dwóch potęg poprzez zmianę wykładnika „5” w x5 w liczbę ujemną, a następnie pomnożenie przez x2. Dodawanie liczby ujemnej jest równoważne odejmowaniu. Można zatem wykorzystać regułę iloczynową do zsumowania wykładników mnożonych potęg, jak pokazano poniżej:


  [image: 21_]


  Zgodnie z cechą przechodniości, która stwierdza, że jeśli a = b i b = c, to a = c, możemy stwierdzić, że x0 =1.


  
    
      
        	
          Upraszczanie wyrażeń za pomocą SymPy


          Jeśli upraszczanie wyrażeń algebraicznych nie jest Twoją mocną stroną, możesz wykorzystać do tego bibliotekę SymPy. Oto, jak możesz uprościć poprzedni przykład:


          
            from sympy import *

          


          
             

          


          
            x = symbols('x')

          


          
            wyrazenie = x**2 / x**5

          


          
            print(wyrazenie) # x**(–3)
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  I ostatnia właściwość: potęgowanie potęgi powoduje mnożenie wykładników. Zatem (83)2 można uprościć do 86:


  (83)2 = 83·2 = 86


  Jeśli nie wiesz, dlaczego tak się dzieje, spróbuj rozwinąć wyrażenie, a przekonasz się, że wynika to z reguły sumowania wykładników:


  (83)2 = 83 · 83 = 83+3 = 86
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  Wykładnikami mogą być nawet liczby niewymierne, jak w wyrażeniu 8π, które ma wartość 687,2913. Wydaje się to mało intuicyjne, i nic dziwnego! Aby oszczędzić czas, nie będziemy zajmować się tym bliżej, ponieważ wymaga to pewnej wiedzy z zakresu rachunku różniczkowego i całkowego. Zasadniczo możemy jednak obliczać potęgi z wykładnikiem niewymiernym poprzez przybliżanie ich za pomocą liczby wymiernej. Tak właśnie robią komputery, ponieważ i tak mogą obliczać wynik tylko do ograniczonej liczby miejsc dziesiętnych.


  Na przykład π ma nieskończone rozwinięcie dziesiętne. Jeśli jednak weźmiemy pierwszych 11 cyfr, 3,1415926535, możemy przybliżyć π jako liczbę wymierną 31415926535/10000000000. Rzeczywiście, daje nam to 687,2913, co powinno w przybliżeniu odpowiadać wynikowi obliczonemu przez dowolny kalkulator:
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  Logarytmy


  Logarytm to funkcja matematyczna znajdująca wykładnik, do którego należy podnieść określoną podstawę, aby otrzymać określoną liczbę. Początkowo nie wydaje się szczególnie interesująca, ale w rzeczywistości ma wiele zastosowań. Od mierzenia siły trzęsień ziemi do ustawiania głośności zestawu stereo, logarytmy są wszechobecne. Używa się ich również często w uczeniu maszynowym oraz inżynierii i analizie danych. Logarytmy są na przykład kluczowym aspektem regresji logistycznych omawianych w rozdziale 6.


  Zacznij od zadania sobie pytania: „Do jakiej potęgi podnieść 2, aby otrzymać 8”? Można wyrazić to matematycznie, używając x jako wykładnika:


  2x = 8


  Intuicyjnie znamy odpowiedź, x = 3, ale potrzebujemy bardziej eleganckiego sposobu na zapisanie tego działania matematycznego. Właśnie do tego służy funkcja log().


  log28= x


  Jak widać w powyższym wyrażeniu logarytmicznym, mamy podstawę 2 i szukamy potęgi, do której musimy podnieść tę podstawę, aby otrzymać 8. Bardziej ogólnie, możemy zapisać zmienny wykładnik jako logarytm:


  ax = b


  logab = x


  Algebraicznie rzecz biorąc, jest to sposób na wyizolowanie zmiennej x, co jest ważne, kiedy chcemy obliczyć x. Listing 1.12 pokazuje, jak obliczyć ten logarytm w Pythonie.


  Listing 1.12. Używanie funkcji log w Pythonie


  
    from math import log

  


  
     

  


  
    # 2 podniesione do jakiej potęgi daje 8?

  


  
    x = log(8, 2)

  


  
     

  


  
    print(x) # wypisuje 3.0

  


  Kiedy na platformie takiej jak Python nie określisz podstawy w funkcji log(), zwykle używana jest podstawa domyślna. W niektórych dziedzinach, takich jak pomiary trzęsień ziemi, domyślną podstawą logarytmu jest 10. Jednak w data science domyślną podstawą logarytmu jest liczba Eulera e. Python używa tej ostatniej, o której porozmawiamy za chwilę.


  Podobnie jak potęgi, logarytmy mają kilka właściwości związanych z mnożeniem, dzieleniem, potęgowaniem itd. Aby nie tracić czasu i nie zbaczać z tematu, zaprezentuję je krótko w tabeli 1.3. Kluczową ideą, na której należy się skupić, jest to, że logarytm znajduje dla danej podstawy wykładnik pozwalający uzyskać pewną liczbę.


  Tabela 1.3. Właściwości potęg i logarytmów
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  Jeśli chciałbyś zapoznać się bliżej z właściwościami logarytmicznymi, w tabeli 1.3 pokazano obok siebie działania na potęgach i logarytmach, żebyś mógł do niej zaglądać w razie potrzeby.


  Liczba Eulera i logarytmy naturalne


  Istnieje liczba, która pojawia się często w matematyce, nazywana liczbą Eulera e. Jest to specjalna liczba, podobnie jak π, a jej wartość w przybliżeniu wynosi 2,71828. Wszechobecność liczby e wynika z tego, że upraszcza ona wiele matematycznych problemów. Opiszemy ją w kontekście potęg i logarytmów.


  Liczba Eulera


  Kiedy chodziłem do liceum, mój nauczyciel matematyki zademonstrował liczbę Eulera w kilku zadaniach związanych z potęgowaniem. Wreszcie zapytałem: „Panie Nowe, ale czym właściwie jest liczba e? Skąd się wzięła?”. Pamiętam, że nigdy nie byłem w pełni zadowolony z wyjaśnień na przykładach populacji królików i innych zjawisk naturalnych. Mam nadzieję, że podane niżej wytłumaczenie będzie bardziej satysfakcjonujące.


  
    
      
        	
          Dlaczego tak często używa się liczby Eulera?


          Ważną cechą liczby Eulera jest to, że jej funkcja wykładnicza jest pochodną samej siebie, co przydaje się w funkcjach wykładniczych i logarytmicznych. Dowiemy się więcej o pochodnych dalej w tym rozdziale. W wielu zastosowaniach, w których podstawa logarytmu nie ma większego znaczenia, możemy wybrać tę pozwalającą uzyskać najprostszą pochodną, i jest to właśnie liczba Eulera. Dlatego też jest ona podstawą domyślną w wielu funkcjach związanych z data science.

        
      

    
  


  Oto mój ulubiony sposób wyprowadzania liczby Eulera. Przypuśćmy, że pożyczasz komuś 100 złotych z 20-procentowym rocznym oprocentowaniem. Odsetki zwykle nalicza się co miesiąc, więc miesięczna stopa oprocentowania wynosi 0,2:12 = 0,01666. Jakie będzie saldo pożyczki po dwóch latach? Aby uprościć sprawę, załóżmy, że pożyczka nie wymaga spłat (i nie są dokonywane żadne spłaty) przed upływem tych dwóch lat.


  Korzystając z omówionych dotychczas właściwości potęgowania (ewentualnie zaglądając do podręcznika finansowości), możemy znaleźć wzór na obliczanie odsetek. Pozwala on obliczyć końcowe saldo A przy początkowej inwestycji P, stopie oprocentowania r oraz przedziale czasu t (liczbie lat) podzielonym na n okresów (liczba miesięcy w każdym roku). Wzór ten wygląda następująco:
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  Gdybyśmy zatem obliczali odsetki co miesiąc, dług wzrósłby do 148,69 zł, jak pokazano poniżej:
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  Jeśli chcesz zrobić to w Pythonie, wypróbuj kod z listingu 1.13.


  Listing 1.13. Obliczanie odsetek składanych w Pythonie


  
    from math import exp

  


  
    p = 100

  


  
    r = .20

  


  
    t = 2.0

  


  
    n = 12

  


  
    a = p * (1 + (r/n))**(n * t)

  


  
    print(a) # wypisuje 148.69146179463576

  


  A co by się stało, gdybyśmy naliczali odsetki codziennie? Zmieńmy n na 365:
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  Aha! Naliczając odsetki co dzień, a nie co miesiąc, po dwóch latach zarobilibyśmy dodatkowo 47,4666 groszy. Gdybyśmy byli zachłanni, czemu nie mielibyśmy naliczać odsetek co godzinę, jak pokazano niżej? Czy w ten sposób zarobilibyśmy jeszcze więcej? Rok ma 8760 godzin, więc ustawmy n na tę wartość:
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  Wycisnęliśmy w przybliżeniu 2 dodatkowe grosze odsetek! Ale czy doświadczamy malejących zysków? Spróbujmy naliczać odsetki co minutę! Rok ma 525 600 minut, więc ustawmy taką wartość n:
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  OK, w miarę coraz częstszego naliczania odsetek zyskujemy coraz mniejsze ułamki centa. Gdybyśmy zatem zmniejszali okres w nieskończoność aż do punktu, w którym naliczalibyśmy odsetki w sposób ciągły, do czego by to doprowadziło?


  Pozwól, że przedstawię Ci liczbę Eulera e, która w przybliżeniu wynosi 2,71828. Oto wzór na „ciągłe” naliczanie odsetek, co oznacza, że naliczamy je bez przerwy:


  A = P ∙ ert


  Wróćmy do naszego przykładu i obliczmy saldo pożyczki po dwóch latach, gdyby odsetki były naliczane w sposób ciągły:


  [image: 26_1]


  Nie powinno to szczególnie dziwić, zważywszy, że naliczanie odsetek co minutę dało nam saldo 149,1824584. Jest ono bardzo bliskie wartości 149,1824698 uzyskanej w przypadku naliczania odsetek w sposób ciągły.


  Aby użyć e jako podstawy logarytmu w Pythonie, Excelu i na innych platformach, zwykle korzysta się z funkcji exp(). Przekonasz się, że liczba e jest używana tak często, że stanowi domyślną podstawę zarówno funkcji wykładniczych, jak i logarytmicznych.


  Na listingu 1.14 obliczamy odsetki „ciągłe” w Pythonie za pomocą funkcji exp().


  Listing 1.14. Obliczanie odsetek „ciągłych” w Pythonie


  
    from math import exp

  


  
     

  


  
    p = 100  # kapitał, kwota początkowa

  


  
    r = .20  # stopa procentowa, roczna

  


  
    t = 2.0  # czas, liczba lat

  


  
     

  


  
    a = p * exp(r*t)

  


  
     

  


  
    print(a) # wypisuje 149,18246976412703

  


  Jak zatem wyprowadzić stałą e? Porównaj wzór na okresowe naliczanie odsetek z wzorem na naliczanie odsetek w sposób ciągły. Są strukturalnie podobne, ale występują w nich pewne różnice:
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  Zwiększając n, odnotowujesz coraz mniejsze zyski i zbliżasz się do wartości 2,71828, czyli e. Przekonasz się, że liczby e używa się nie tylko do badania populacji i ich wzrostu. Odgrywa ona kluczową rolę w wielu obszarach matematyki.


  Dalej w tej książce wykorzystamy liczbę Eulera do budowania rozkładów normalnych w rozdziale 3. i regresji logistycznych w rozdziale 6.


  Logarytmy naturalne


  Kiedy podstawą logarytmu jest e, nazywamy go logarytmem naturalnym. W zależności od platformy, do obliczania algorytmu naturalnego czasem używa się funkcji ln(), a nie log(). Zamiast zatem wyrażać logarytm naturalny jako loge10, aby znaleźć potęgę e, która daje 10, zapisalibyśmy to skrótowo jako ln(10):


  loge10 = ln(10)


  Jednakże w Pythonie algorytm naturalny oblicza się za pomocą funkcji log(). Jak wspomniano wcześniej, domyślną podstawą funkcji log() jest e. Po prostu pomiń drugi argument, który określa podstawę logarytmu, a funkcja jako podstawy użyje e, jak pokazano na listingu 1.15.


  Listing 1.15. Obliczanie logarytmu naturalnego liczby 10 w Pythonie


  
    from math import log

  


  
    # e podniesione do jakiej potęgi daje 10?

  


  
    x = log(10)

  


  
    print(x) # wypisuje 2.302585092994046

  


  Będziemy używać liczby e w wielu miejscach niniejszej książki. Jeśli masz ochotę, poeksperymentuj z potęgami i logarytmami w Excelu, Pythonie, witrynie Desmos.com albo na dowolnej innej platformie matematycznej. Utwórz kilka wykresów i zapamiętaj, jak wyglądają przebiegi tych funkcji.


  Granice


  Jak widzieliśmy w przypadku liczby Eulera, interesująca bywa sytuacja, w której zmniejszamy albo zwiększamy zmienną wejściową, a zmienna wyjściowa zbliża się do pewnej wartości, ale nigdy jej nie osiąga. Zbadajmy tę koncepcję w sposób formalny.


  Przyjrzyj się poniższej funkcji, wykreślonej na rysunku 1.5:
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  Rysunek 1.5. Funkcja, która w nieskończoność zbliża się do 0, ale nigdy nie osiąga 0


  Przyglądamy się tylko dodatnim wartościom x. Zauważ, że w miarę jak x rośnie, f(x) dąży do 0. Co ciekawe, f(x) nigdy nie osiąga wartości 0, tylko coraz bardziej się do niej zbliża.


  Zatem losem tej funkcji — w miarę jak x dąży do nieskończoności — jest nieustannie zbliżać się do 0, ale nigdy nie osiągnąć tej wartości. Sytuację, w której zbliżamy się do jakiejś wartości, ale nigdy jej nie osiągamy, wyrażamy za pomocą granicy:
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  Listing 1.16. Obliczanie granic za pomocą SymPy


  
    from sympy import *

  


  
    x = symbols('x')

  


  
    f = 1 / x

  


  
    wynik = limit(f, x, oo)

  


  
    print(wynik) # 0

  


  Jak widziałeś, w ten sposób odkryliśmy liczbę Eulera e. Jest ona wynikiem zwiększania w nieskończoność wartości n w poniższej funkcji:
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  Co ciekawe, kiedy spróbujemy obliczyć wartość e za pomocą granic w SymPy (jak pokazano w poniższym fragmencie kodu), SymPy natychmiast rozpozna ją jako liczbę Eulera. Możemy wywołać funkcję evalf(), aby wyświetlić ją jako liczbę:


  
    from sympy import *

  


  
    n = symbols('n')

  


  
    f = (1 + (1/n))**n

  


  
    wynik = limit(f, n, oo)

  


  
    print(wynik) # E

  


  
    print(wynik.evalf()) # 2.71828182845905

  


  
    
      
        	
          Potęga SymPy


          SymPy (https://oreil.ly/mgLyR) to zaawansowany i niezwykle użyteczny system algebry komputerowej (Computer Algebra System, CAS), który wykonuje dokładne obliczenia symboliczne zamiast przybliżonych obliczeń na wartościach dziesiętnych. Przydaje się w sytuacjach, gdy użyłbyś „papieru i ołówka” do rozwiązania zadania matematycznego, i ma tę dodatkową zaletę, że korzysta ze znajomej składni Pythona. Zamiast reprezentować pierwiastek kwadratowy z 2 poprzez przybliżoną wartość 1,4142135623730951, zachowuje go dokładnie jako sqrt(2).


          Czemu więc nie używać SymPy do wszystkiego, co ma związek z matematyką? Choć będziemy korzystać z tego pakietu w niniejszej książce, trzeba też umieć wykonywać obliczenia matematyczne w Pythonie przy użyciu zwykłych liczb dziesiętnych, ponieważ takie podejście obowiązuje w scikit-learn i innych bibliotekach data science. Komputery znacznie szybciej przetwarzają liczby dziesiętne niż symbole. SymPy zaczyna mieć również problemy, kiedy wyrażenia matematyczne stają się zbyt duże. Trzymaj jednak to przydatne narzędzie pod ręką i nie mów o nim licealistom ani studentom. Mogliby dosłownie wykorzystać je do robienia zadań domowych z matematyki.

        
      

    
  


  Pochodne


  Wróćmy do funkcji i przyjrzymy się im z perspektywy rachunku różniczkowego i całkowego, zaczynając od pochodnych. Pochodna informuje nas o nachyleniu funkcji i jest przydatną miarą tempa zmian w dowolnym punkcie funkcji.


  Dlaczego pochodne są ważne? Często używa się ich w uczeniu maszynowym i innych algorytmach matematycznych, zwłaszcza w metodzie gradientu prostego. Kiedy nachylenie jest równe 0, oznacza to, że osiągnęliśmy minimum lub maksimum zmiennej wyjściowej. Koncepcja ta okaże się przydatna później, gdy zajmiemy się regresją liniową (rozdział 5.), regresją logistyczną (rozdział 6.) i sieciami neuronowymi (rozdział 7.).


  Zacznijmy od prostego przykładu. Przyjrzymy się funkcji f(x) = x2 na rysunku 1.6. Jak „stroma” jest krzywa w punkcie x = 2?
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  Rysunek 1.6. Wyznaczanie stromizny w danym punkcie funkcji


  Zauważ, że możemy mierzyć „stromiznę” przy dowolnym punkcie krzywej i zwizualizować ją jako linię styczną. Możesz myśleć o stycznej jako o linii prostej, która „ledwie dotyka” krzywej w danym punkcie. Określa ona również nachylenie krzywej w tym punkcie. Możesz z grubsza wyznaczyć styczną dla danej wartości x1, tworząc linię przecinającą punkty (x1, f(x1)) oraz (x2, f(x2)) dla wartości x2 bardzo zbliżonej do wartości x.


  Weźmy x1 = 2 oraz pobliską wartość x2 = 2,1, które po podstawieniu do funkcji f(x) = x2 dają f(2) = 4 oraz f(2,1) = 4,41, jak pokazano na rysunku 1.7. Wynikowa linia, która przechodzi przez te dwa punkty, ma nachylenie 4,1.
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  Rysunek 1.7. Przybliżony sposób obliczania nachylenia


  Możesz szybko obliczyć nachylenie m krzywej przebiegającej między dwoma punktami za pomocą prostej formuły „różnica odległości w pionie dzielona przez różnicę odległości w poziomie”:
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  Gdybym jeszcze bardziej zmniejszył różnicę x między dwoma punktami, na przykład przyjmując wartości x1 = 2 oraz x2 = 2,00001, które dałyby w wyniku f(2) = 4 oraz f(2,00001) = 4,00004, bylibyśmy bardzo blisko rzeczywistego nachylenia równego 4. Zatem im mniejsza odległość między sąsiadującymi wartościami, tym bardziej zbliżamy się do wartości nachylenia w danym punkcie krzywej. Podobnie jak w przypadku wielu ważnych koncepcji w matematyce, znajdujemy coś znaczącego i zbliżamy się do nieskończenie dużych lub nieskończenie małych wartości.


  Na listingu 1.17 pokazano kalkulator pochodnych napisany w Pythonie.


  Listing 1.17. Kalkulator pochodnych napisany w Pythonie


  
    def pochodna_x(f, x, rozmiar_kroku):

  


  
        m = (f(x + rozmiar_kroku) - f(x)) / ((x + rozmiar_kroku) - x)

  


  
        return m

  


  
     

  


  
    def moja_funkcja(x):

  


  
        return x**2

  


  
     

  


  
    nachylenie_w_punkcie_2 = pochodna_x(moja_funkcja, 2, .00001)

  


  
    print(nachylenie_w_punkcie_2) # wypisuje 4.000010000000827
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  Jeśli chcesz nauczyć się reguł, które pozwalają obliczać pochodne ręcznie, znajdziesz je w każdym podręczniku rachunku różniczkowego i całkowego. Istnieją jednak przydatne narzędzia pozwalające obliczać je w sposób symboliczny. Biblioteka SymPy jest bezpłatna, ma otwarty kod źródłowy i dobrze adaptuje się do składni Pythona. Na listingu 1.18 pokazano, jak obliczyć pochodną funkcji f(x) = x2 w SymPy.


  Listing 1.18. Wyznaczanie funkcji pochodnej w SymPy


  
    from sympy import *

  


  
    # Deklarujemy "x" w SymPy

  


  
    x = symbols('x')

  


  
    # Teraz używamy zwykłej składni Pythona, aby zadeklarować funkcję

  


  
    f = x**2

  


  
    # Obliczamy pochodną funkcji

  


  
    dx_f = diff(f)

  


  
    print(dx_f) # wypisuje 2*x

  


  Zatem po zadeklarowaniu zmiennych za pomocą funkcji symbols() w SymPy możemy użyć zwykłej składni Pythona do zadeklarowania naszej funkcji. Następnie możemy użyć wywołania diff() do obliczenia funkcji pochodnej. Na listingu 1.19 zapisujemy wyznaczoną w ten sposób funkcję pochodną za pomocą zwykłego kodu Pythona i po prostu deklarujemy ją jako kolejną funkcję.


  Listing 1.19. Kalkulator pochodnych w Pythonie


  
    def f(x):

  


  
        return x**2

  


  
     

  


  
    def dx_f(x):

  


  
        return 2*x

  


  
     

  


  
    nachylenie_w_punkcie_2 = dx_f(2.0)

  


  
    print(nachylenie_w_punkcie_2) # wypisuje 4.0

  


  Gdybyś wolał nadal używać biblioteki SymPy, możesz wywołać funkcję subs(), aby zastąpić zmienną x wartością 2, jak pokazano na listingu 1.20.


  Listing 1.20. Używanie funkcji podstawiania w SymPy


  
    # Oblicza nachylenie w punkcie x = 2

  


  
    print(dx_f.subs(x,2)) # wypisuje 4

  


  Pochodne cząstkowe


  Inną koncepcją, którą napotkamy w tej książce, są pochodne cząstkowe. Będziemy używać ich w rozdziałach 5., 6. i 7. Są to pochodne funkcji mające wiele zmiennych wejściowych.


  Pomyśl o tym w następujący sposób: zamiast nachylenia jednowymiarowej funkcji mamy nachylenia względem wielu zmiennych w różnych kierunkach. Dla pochodnej względem każdej zmiennej zakładamy, że pozostałe zmienne pozostają ustalone. Przyjrzyj się trójwymiarowemu wykresowi funkcji f(x, y) = 2x3 + 3y3 na rysunku 1.8, a zobaczysz, że mamy tu nachylenia w dwóch kierunkach dla dwóch zmiennych.
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Dostępne w wersji pełnej.

  Dodatek A. Tematy dodatkowe
Dostępne w wersji pełnej.

  Dodatek B. Odpowiedzi do ćwiczeń
Dostępne w wersji pełnej.

  O autorze
Dostępne w wersji pełnej.
Dostępne w wersji pełnej.
Dostępne w wersji pełnej.
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Dobra wiadomos¢ jest taka, ze istnieje bardziej elegancki sposob obliczania nachylenia w dowol-
nym punkcie funkeji. Uzywaliémy juz SymPy do tworzenia wykresow, a teraz pokaze Ci, jak wy-
konywa¢ zadania takie jak obliczanie pochodnych z wykorzystaniem reprezentacji symboliczne;j.
W pochodnej funkgji wyktadniczej, takiej jak flx) = 2%, wyktadnik staje sie mnoznikiem i zmniejsza
sie 0 1, co daje nam pochodng %xz = 2x. Zapis ;—X wskazuje pochodng wzgledem x, co oznacza,
ze interesuje nas, jak szybko zmienia si¢ warto$¢ funkcji w miare zmian wartosci x. Jesli zatem
chcemy znalez¢ nachylenie dla wartos$ci x = 2 i mamy funkcje pochodng, mozemy po prostu
podstawi¢ odpowiednig wartos¢ x, aby obliczy¢ nachylenie:

flo) = x?

d d
— —_ — 2 —
I f(x) e x 2x

d
—f(2)=2(2) =4
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Wreszcie, czy potrafisz domysli¢ sie, dlaczego dowolna liczba podniesiona do potegi 0 jest réwna 12

x'=1

Najtatwiej zrozumie¢ to poprzez przypomnienie sobie, ze dowolna liczba podzielona przez siebie
. . 1. X3 . . . . . .
samg daje w wyniku 1. Jesli mamy ulamek — Jest algebraicznie oczywiste, ze skraca sie on do 1.

Ale jednoczesnie wyrazenie to sprowadza sie do x:

X — —
1= = 5353 = x3+-3 = 40
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Dziatanie Wiasciwos¢ potegi Wiasciwos¢ logarytmu

Mnozenie XM - g = xmin log(a-b) =log(a)+log(b)
Dzielenie x™ a

= amo log (3) = log(a) ~ log(b)
Potegowanie (x™)" = x™" log(a™ =n-log(a)
Wyktadnik zerowy x0 =1 log(1) =0
Odwrotno$¢

1 1
-1 _ -1 = —_) = —
=g log(x~1) = log (x) log(x)
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1
3—X
X

Jak widzisz, kiedy dzielimy x* przez x°, mozemy skresli¢ dwa ,,iksy” w liczniku i mianowniku,
a otrzymamy xl—g Kiedy czynnik wystepuje zaréwno w liczniku, jak i mianowniku, mozemy skre-
$li¢ ten czynnik.

A co oznacza x*? To dobry moment, zeby wprowadzi¢ wykladniki ujemne, ktdre sg alternatywnym

sposobem zapisu operacji potegowania w mianowniku utamka. Na przyktad xl—g to to samo co x*:

1

x3

= x_3
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2
Wreszcie, co oznacza wyktadnik utamkowy z licznikiem innym niz 1, taki jak 83?2 Céz, oznacza
to wyciagniecie pierwiastka sze$ciennego z 8, a nastepnie podniesienie go do kwadratu. Spojrz:

2 1\2
83:(83) =22=4
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A co z wyktadnikami utamkowymi? Sg one alternatywnym sposobem zapisu pierwiastkow, takich

jak pierwiastek kwadratowy. Dla przypomnienia, V4 oznacza: ,Jaka liczba pomnozona przez

1
sama siebie daje 42, a liczbg tg jest oczywiscie 2. Zauwaz, ze 42 to to samo co V4:
1
42 = +\a=2

Pierwiastki sze$cienne s podobne do kwadratowych, ale oznaczajg liczbe, ktora trzeba pomno-
zy¢ przez siebie trzykrotnie, aby otrzymac wskazany wynik. Pierwiastek sze$cienny z 8 oznacza:
»Jaka liczba pomnozona trzykrotnie przez samgq siebie daje 4?”. Jest to liczba 2, poniewaz 2-2-2 = 8.

1
Pierwiastek szescienny mozna wyrazi¢ jako wykladnik utamkowy, to znaczy zapisa¢ V8 jako 8:
1
83=38=2

Wracajac do poczatku, co sie stanie, kiedy trzykrotnie pomnozysz pierwiastek sze$cienny z 82 Usunie
to pierwiastek szescienny i da w wyniku 8. Jesli wyrazimy pierwiastek szescienny jako potege

1
z wyktadnikiem utamkowym 8z, stanie si¢ jasne, ze dodajemy do siebie wyktadniki, aby otrzymaé
wyktadnik rowny 1. To rowniez usuwa pierwiastek szescienny:

1 1 1 1
¥8-3/8-3Y8=83-83.83 = g3+

Wl

1
+3=81=8
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1
lim—=20
x>0 X
Czytamy to w nastepujacy sposob: ,kiedy x dazy do nieskoriczonosci, funkgcja !/, dazy do 0 (ale
nigdy nie osigga 0)”. Takie ,zblizanie, ale bez dotykania” bedziemy spotyka¢ bardzo czesto,
zwlaszcza kiedy zajmiemy sie pochodnymi i catkami.

Za pomocg SymPy mozemy na przyktad obliczy¢, do jakiej wartosci zbliza sie funkcja f(x) = i,

kiedy x dazy do nieskoriczonosci < (listing 1.16). Zauwaz, ze o zapisuje sie w SymPy jako oo.
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20 =2(1) +2(2) +2(3) + 2(4) + 2(5) = 30

5
i=1
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A=P~(1+£)nt

87602

0,2
100 - (1 + %) = 149,1817886
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3+2)?
SCELI

Najpierw obliczamy zawarto$¢ nawiasu (3 + 2), ktdra jest réwna 5:

5)?

2.
5

4

Nastepnie obliczamy potege, co w tym przypadku oznacza podniesienie do kwadratu obliczonej
przed chwilg sumy 5. W rezultacie otrzymujemy 25:

2-——4
5

Dalej mamy mnozenie i dzielenie. Kolejno$¢ tych dziatann mozna zmienia¢, poniewaz dzielenie jest

. . . . . . 25 50
réwnowazne mnozeniu (z wykorzystaniem utamkéw). Pomnézmy 2 przez ~- Otrzymamy —:

504
5
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1
lim (1 + E) =e =2,71828169413 ...
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Méwiac bardziej technicznie, e jest wartoscig graniczna wyrazenia (1 + —) , kiedy n rosnie, dazac
n
do nieskoriczono$ci. Sprobuj poeksperymentowaé z rosngcymi wartosciami n. W miare ich
zwiekszania zauwazysz co$ ciekawego:

1 n
(1+5)

n
100

1+—) = 2,70481382942

1000
1

) = 2,71692393224

10000

1
(1 + ) = 271814592682

10000

100000
1

[Un
+

m) = 2,71828169413
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