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    Przedmowa


    Byłem bardzo podekscytowany, gdy Al poprosił mnie o napisanie tej przedmowy. Książka o rekurencji! To coś bardzo niecodziennego! Wiele osób odradza korzystanie z rekurencji i uważa ją za jedną z bardziej tajemniczych technik programowania. Co, o dziwo, stoi w sprzeczności z tym, że często pojawia się ona w pytaniach zadawanych podczas rozmów o pracę.


    Istnieje wiele praktycznych powodów, dla których warto poznać rekurencję. Rozumowanie rekurencyjne koncentruje się na rozwiązywaniu problemów. U podstaw rekurencji leży podział problemu na mniejsze problemy. Czasami po drodze okazuje się, że trudne do rozwiązania problemy da się przedstawić w równoważnej, ale łatwiejszej do rozwiązania postaci. Ten sposób myślenia można wykorzystać również podczas projektowania oprogramowania — nawet wtedy, gdy nie stosuje się w nim rekurencji. Dlatego warto mu się przyjrzeć niezależnie od poziomu umiejętności programistycznych.


    W swoim nieokiełznanym podekscytowaniu, które wzbudzało we mnie pokusę, aby powiedzieć więcej o rekurencji, pierwotnie napisałem tę przedmowę w formie kilku opowiadań o przyjaciołach, którzy zastosowali myślenie rekurencyjne na różne sposoby, ale osiągnęli podobne wyniki. Zacząłem od historii Bena, który poznawszy rekurencję, posunął się za daleko i jakimś cudem zniknął z powierzchni ziemi w tajemniczych okolicznościach po przesłaniu poniższego kodu w Pythonie na produkcję:

    result = [(lambda r: lambda n: 1 if n < 2 else r(r)(n-1) + r(r)(n-2))(



              (lambda r: lambda n: 1 if n < 2 else r(r)(n-1) + r(r)(n-2)))(n)



              for n in range(37)]




    Następna była historia Chelsea, która stała się tak skuteczna w rozwiązywaniu problemów, że natychmiast ją zwolniono! Nie uwierzysz, jak bardzo wszyscy wspaniali redaktorzy w wydawnictwie No Starch (niech będą błogosławieni) znienawidzili te historie. „Nie możesz rozpoczynać książki od opowiadania ludziom takich rzeczy. Wszystkich wystraszysz!”. Szczerze powiedziawszy, chyba mają rację. W rzeczywistości zmusili mnie nawet do przeniesienia bardziej uspokajającego fragmentu o rekurencji z dalszej części przedmowy do drugiego akapitu, tak aby Czytelnik najpierw nie przeczytał historii Bena i Chelsea i z przerażenia nie sięgnął w zamian po książkę o wzorcach projektowych.


    Najwyraźniej napisanie przedmowy do książki to poważna sprawa. Niestety prawdziwymi historiami Bena i Chelsea podzielę się z Tobą innym razem. Wracając do książki, prawdą jest, że rekurencja nie jest techniką stosowaną do rozwiązywania zdecydowanej większości problemów spotykanych w codziennej pracy programisty. W związku z tym często otacza ją magiczna aura. Rolą tej książki jest rozwianie jej znacznej części. To coś dobrego.


    Na zakończenie: wyruszając w podróż do świata rekurencji, przygotuj swój mózg na niezłą gimnastykę. Nie martw się — to normalne! Warto jednak podkreślić, że rekurencja ma być trochę zabawna. Cóż, przynajmniej trochę. Ciesz się tą podróżą!


    — David Beazley


    Autor książek Python. Receptury i Python.Zwięzłe kompendium dla programisty


    Nauczyciel osób chcących rozwiązywać problemy


    https://www.dabeaz.com
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    Wprowadzenie


    [image: ]Choć rekurencja pozwala otrzymać elegancki kod, częściej prowadzi do dezorientacji wśród programistów. Nie oznacza to, że programiści mogą (lub powinni) ją ignorować. Pomimo reputacji, zgodnie z którą jej użycie stanowi wyzwanie, rekurencja jest ważnym zagadnieniem w informatyce i pozwala dokładniej zbadać samo programowanie. Poza tym znajomość rekurencji może pomóc przejść rozmowę kwalifikacyjną dotyczącą programowania.


    Jeżeli jesteś studentem zainteresowanym informatyką, rekurencja będzie dla Ciebie przeszkodą, którą musisz przeskoczyć, aby zrozumieć wiele popularnych algorytmów. Jeśli jesteś absolwentem bootcampu lub programistą samoukiem, któremu udało się ominąć bardziej teoretyczne elementy informatyki, to z problemami rekurencyjnymi na pewno spotkasz się podczas rozmów kwalifikacyjnych. Jeżeli jesteś doświadczonym inżynierem oprogramowania, który nigdy wcześniej nie widział algorytmu rekurencyjnego, może się okazać, że rekurencja stanowi wstydliwą lukę w Twojej wiedzy.


    Nie martw się. O wiele łatwiej zrozumieć rekurencję, niż ją komuś wytłumaczyć. Jak wyjaśnię w rozdziale 1., moim zdaniem wiele nieporozumień dotyczących rekurencji wynika raczej ze złego jej nauczania, a nie z samej jej z trudności, a ponieważ funkcje rekurencyjne nie są powszechnie stosowane w programowaniu, wiele osób radzi sobie bez nich.


    W algorytmach rekurencyjnych kryje się jednak pewne koncepcyjne piękno, które może pomóc zrozumieć programowanie, nawet jeśli zbyt często ich nie stosujesz. Z rekurencją wiąże się też piękno w znaczeniu wizualnym. To rekurencja leży u podstaw zachwycających fraktali, czyli samopodobnych kształtów pokazanych na rysunku W.1.


    [image: ]


    Rysunek W.1. Przykłady fraktali: trójkąt Sierpińskiego (po lewej), krzywa Hilberta (w środku) i płatek śniegu Kocha (po prawej).


    Książka ta nie jest jedynie pochwałą rekurencji. Znajdziesz w niej również kilka krytycznych słów na temat tej techniki. Rekurencja jest nadużywana w przypadkach, gdy istnieje prostsze rozwiązanie. Algorytmy rekurencyjne mogą być trudne do zrozumienia, mają gorszą wydajność i są podatne na błędy przepełnienia stosu, które prowadzą do zawieszania się programów. Istnieje też pewna grupa programistów, którzy korzystają z rekurencji nie dlatego, że jest to właściwe rozwiązanie danego problemu, lecz jedynie dlatego, że czują się mądrzejsi, gdy piszą kod, który dla innych jest trudniejszy do zrozumienia. Informatyk dr John Wilander powiedział kiedyś: „Po obronie doktoratu z informatyki zabierają cię do specjalnego pokoju, w którym mówią ci, że w praktyce nigdy nie powinno się korzystać z rekurencji. Stosuje się ją tylko po to, aby utrudnić studentom programowanie”.


    Niezależnie od tego, czy chcesz uzyskać przewagę na rozmowach kwalifikacyjnych, tworzyć opartą na matematyce sztukę czy uparcie dążysz do zrozumienia intrygujących właściwości tej idei, ta książka będzie Twoim przewodnikiem po króliczej norze (i króliczych norach wewnątrz tej króliczej nory), jaką jest rekurencja. Rekurencja jest jednym z elementów informatyki, który oddziela profesjonalistów od początkujących. Po przeczytaniu tej książki opanujesz tę umiejętność i poznasz jej mroczną tajemnicę — rekurencja nie jest tak skomplikowana, jak się wydaje.


    Dla kogo jest ta książka?


    Książka ta jest przeznaczona dla tych, których onieśmielają lub intrygują algorytmy rekurencyjne. Rekurencja to jeden z tych tematów, które początkującym programistom lub studentom pierwszego roku informatyki wydają się czarną magią. Większość materiałów o rekurencji jest trudna do zrozumienia i sprawia, że zagadnienie to wydaje się frustrujące, a nawet przerażające. Mam nadzieję, że proste wyjaśnienia i rozbudowane przykłady zamieszczone w tej książce pomogą Ci ją zrozumieć.


    Jedynym wymaganiem stawianym Czytelnikom jest znajomość podstaw programowania w językach Python lub JavaScript, które wykorzystuję w przykładach zamieszonych w tej książce. Treść przykładów została ograniczona do niezbędnego minimum; jeśli wiesz, jak wywołuje się i definiuje funkcje, oraz znasz różnicę między zmiennymi globalnymi i lokalnymi, wiesz wystarczająco dużo, aby przeanalizować zamieszczone w tej książce przykłady.


    O książce


    Książka składa się z 14 rozdziałów:


    Część I. „Zrozumieć rekurencję”


    Rozdział 1. „Czym jest rekurencja?” .W tym rozdziale wyjaśniam, czym jest rekurencja, i pokazuję, jak w naturalny sposób wynika ona z tego, w jakich językach programowania zaimplementowano funkcje i ich wywołania. Udowadniam też, dlaczego rekurencja nie jest tak elegancką i mistyczną koncepcją, jak wielu uważa.


    Rozdział 2. „Rekurencja a iteracja”. W tym rozdziale zagłębimy się w różnice (i podobieństwa) między programowaniem rekurencyjnym i iteracyjnym.


    Rozdział 3. „Klasyczne algorytmy rekurencyjne”. Rozdział ten opisuje słynne problemy rekurencyjne, takie jak m.in. wieże Hanoi i flood fill.


    Rozdział 4. „Algorytm z nawrotami i algorytmy przechodzenia przez drzewa”. W tym rozdziale omawiam problemy, do których rozwiązania świetnie nadaje się rekurencja. Poruszam w nim zagadnienie przechodzenie przez drzewiaste struktury danych, które pojawia się w problemie znalezienia wyjścia z labiryntu oraz poruszaniu się w systemie plików.


    Rozdział 5. „Algorytmy typu »dziel i zwyciężaj«”. W tym rozdziale wyjaśniam, dlaczego rekurencja pomaga dzielić duże problemy na mniejsze. Opisuję w nim kilka typowych algorytmów „dziel i zwyciężaj”.


    Rozdział 6. „Permutacje i kombinacje”. Ten rozdział jest poświęcony rekurencyjnym algorytmom związanym z uporządkowywaniem elementów i dopasowywaniem, a także typowym problemom, w których stosuje się te zagadnienia.


    Rozdział 7. „Memoizacja i programowanie dynamiczne”. W tym rozdziale przedstawiam kilka prostych sztuczek pozwalających zwiększyć wydajność kodu, który korzysta z rekurencji.


    Rozdział 8. „Optymalizacja rekurencji ogonowej”. W tym rozdziale omawiam optymalizację rekurencji ogonowej, czyli popularną technikę stosowaną do poprawy wydajności algorytmów rekurencyjnych.


    Rozdział 9. „Rysowanie fraktali”. W tym rozdziale przedstawiam intrygujące dzieła sztuki, które można tworzyć za pomocą algorytmów rekurencyjnych. Do generowania obrazów wykorzystałem grafikę żółwia.


    Część II. „Projekty”


    Rozdział 10. „Wyszukiwarka plików”. W tym rozdziale opisuję projekt programu, który przeszukuje system w oparciu o niestandardowe parametry wyszukiwania.


    Rozdział 11. „Generator labiryntów”. W tym rozdziale omawiam program, który automatycznie generuje labirynty dowolnej wielkości przy użyciu rekurencyjnego algorytmu z nawrotami.


    Rozdział 12. „Układanie »piętnastki«” W tym rozdziale omawiam program, który rozwiązuje układankę z przesuwanymi klockami znaną jako „piętnastka”.


    Rozdział 13. „Program do rysowania fraktali”. W tym rozdziale omawiam program, który pozwala tworzyć niestandardowe fraktale według własnego projektu.


    Rozdział 14. „Efekt Droste”. W tym rozdziale omawiam projekt, który tworzy rekurencyjne obrazy typu obraz w obrazie przy użyciu modułu do manipulowania obrazami Pillow.


    Praktyka i eksperymenty informatyczne


    Czytanie o rekurencji nie nauczy Cię, jak ją samodzielnie zaimplementować. Ta książka zawiera wiele zapisanych w językach Python i JavaScript przykładów rekurencji, z którymi możesz poeksperymentować. Jeśli dopiero zaczynasz swoją przygodę z programowaniem, zachęcam do przeczytania mojej książki Automatyzacja nudnych zadań z Pythonem. Nauka programowania. Wydanie II (Helion, Gliwice 2021) lub książki Erica Matthesa pod tytułem Python. Instrukcje dla programisty. Wydanie II (Helion, Gliwice 2020). Obie pozycje zawierają wprowadzenie do programowania i języka Python.


    Zalecam przeanalizować przykłady zamieszczone w tej książce za pomocą debuggera. Debugger pozwala uruchamiać programy wiersz po wierszu i sprawdzać stan programu w trakcie jego wykonywania, dzięki czemu można ustalić, gdzie występują w nim błędy. Sposób korzystania z debuggera Pythona został opisany w rozdziale 11. książki Automatyzacja nudnych zadań z Pythonem. Nauka programowania. Wydanie II. Rozdział ten (w języku angielskim) jest dostępny bezpłatnie na stronie https://automatetheboringstuff.com/2e/chapter11.


    Poszczególne rozdziały tej książki zawierają przykłady kodu w Pythonie i JavaScripcie. Kod w Pythonie został zapisany w plikach z rozszerzeniem .py, a kod w JavaScripcie — w plikach .html (nie .js). Przyjrzyjmy się zawartości pliku hello.py:

    print('Hello, world!')


    oraz hello.html:

    <script type="text/javascript">



      document.write("Hello, world!<br />");



    </script>




    Kody pokazane na powyższych listingach to swoisty kamień z Rosetty zawierający programy zapisane w dwóch różnych językach, które dają te same wyniki.


    UWAGA Znacznik HTML <br/> w pliku hello.html reprezentuje znak złamania linii (znany też jako znak przejścia do nowej linii), który zapobiega wyświetlaniu całego tekstu w jednym wierszu. W odróżnieniu od funkcji document.write() z języka JavaScript funkcja print() w Pythonie automatycznie dodaje znaki końca linii do wyświetlanego tekstu.


    Zachęcam do przepisywania treści programów za pomocą klawiatury zamiast ich kopiowania i wklejania do nowego pliku. Pomoże to Twojej pamięci mięśniowej i zmusi Cię do przeanalizowania każdej linii podczas jej przepisywania.


    Pliki .html dołączone do tej książki nie są technicznie poprawnymi plikami HTML, ponieważ brakuje w nich kilku niezbędnych tagów, takich jak <html> i <body>. Jednak Twoja przeglądarka będzie w stanie wyświetlić dane wyjściowe. Tagi te zostały pominięte celowo. Programy w tej książce zostały napisane z myślą o prostocie i czytelności, a nie o demonstrowaniu najlepszych praktyk w zakresie tworzenia stron internetowych.


    Instalowanie Pythona


    Chociaż każdy komputer ma zainstalowaną przeglądarkę internetową, która potrafi wyświetlać pliki .html dołączone do tej książki, to jeśli chcesz uruchomić programy w Pythonie, musisz najpierw zainstalować środowisko tego języka. Na stronie https://python.org/downloads znajdziesz bezpłatne wersje Pythona dla systemów Microsoft Windows, Apple macOS i Ubuntu Linux. Pamiętaj, aby pobrać Pythona w wersji 3 (np. 3.10), a nie Pythona 2. W wersji 3 wprowadzono kilka niekompatybilnych wstecznie zmian w języku, a programy pokazane w tej książce mogą nie działać poprawnie w Pythonie w wersji 2 (jeśli w ogóle się w nim uruchomią).


    Uruchamianie IDLE i przykładów kodu w Pythonie


    Do edytowania kodu w Pythonie możesz wykorzystać edytor IDLE, który jest dostarczany wraz z językiem, Możesz też skorzystać z darmowych edytorów, takich jak Mu (https://codewith.mu), PyCharm Community Edition (https://www.jetbrains.com/pycharm/download) lub Microsoft Visual Studio Code (https://code.visualstudio.com/Download).


    Aby uruchomić edytor IDLE w systemie Windows, otwórz menu Start w lewym dolnym rogu ekranu, wpisz IDLE w polu wyszukiwania i wybierz IDLE (Python 3.10 64-bit).


    W systemie macOS otwórz okno Findera i wybierz Applikacje/Python 3.10, a następnie kliknij ikonę IDLE.


    W systemie Ubuntu wybierz Wyświetl programy/Terminal, a następnie wpisz IDLE 3. Możesz także wybrać Programy u góry ekranu, a następnie kliknąć Programowanie i ikonę IDLE 3.


    IDLE oferuje dwa rodzaje okien. Interaktywne okno powłoki zawiera znak zachęty >>> i służy do uruchamiania pojedynczych instrukcji Pythona. Przydaje się ono, gdy chcesz eksperymentować z fragmentami kodu w tym języku. Okno edytora plików to miejsce, w którym możesz wpisywać całe programy i zapisywać je jako pliki z rozszerzeniem .py. W ten sposób zapiszesz też kod źródłowy w Pythonie pokazany w tej książce. Aby otworzyć nowe okno edytora plików, kliknij opcję File/New File (plik/nowy plik). Programy możesz uruchomić, wybierając Run/Run Module (uruchom/uruchom moduł) lub naciskając klawisz F5.


    Uruchamianie w przeglądarce przykładów kodu w JavaScripcie


    Przeglądarka internetowa zainstalowana na Twoim komputerze potrafi uruchamiać programy napisane w JavaScripcie i wyświetlać ich dane wyjściowe. Do napisania kodu w JavaScripcie potrzebny będzie Ci edytor tekstu. Wystarczy prosty program, taki jak Notatnik lub TextMate. Możesz też zainstalować specjalistyczny edytor, taki jak IDLE lub Sublime Text (dostępny na stronie https://www.sublimetext.com).


    Po wpisaniu kodu w JavaScripcie zapisz pliki z rozszerzeniem .html, a nie .js. Aby wyświetlić wyniki, otwórz zapisany plik w przeglądarce. Powinien się on uruchomić w każdej nowoczesnej przeglądarce internetowej.

  


  
    I

    Zrozumieć rekurencję

  


  
    1

    Czym jest rekurencja?


    [image: ]Rekurencja ma nie najlepszą reputację. Uważa się ją za trudną do zrozumienia, choć jej istota sprowadza się jedynie do dwóch rzeczy: wywołań funkcji oraz struktury danych znanej jako stos.


    Większość początkujących programistów analizuje działanie programu, śledząc jego wykonanie. Jest to prosty sposób czytania kodu. Wystarczy umieścić palec w początkowym wierszu programu i przesuwać go w dół pliku. Czasami palec ulegnie zapętleniu, innym razem przeskoczy do funkcji, a później z niej powróci. Takie postępowanie pozwala zwizualizować, co robi program i w jakiej kolejności.


    Jednak aby zrozumieć rekurencję, musisz poznać mniej oczywistą strukturę danych, która kontroluje przebieg wykonywania programu. Struktura ta to stos wywołań (ang. call stack). Większość początkujących programistów nie ma pojęcia, czym są stosy, ponieważ podczas omawiania wywołań funkcji na kursach programowania zazwyczaj pomija się tę strukturę danych. Co więcej, stos wywołań, który automatycznie zarządza wywołaniami funkcji, nie pojawia się w żadnym miejscu kodu źródłowego.


    Trudno jest zrozumieć coś, czego się nie widzi i nie wie się nawet, że istnieje! W tym rozdziale obalę mit o tym, że rekurencja jest trudna. Dzięki temu docenisz elegancję, która kryje się pod hasłem „rekurencja”.


    Definicja rekurencji


    Zanim na poważnie zaczniemy, spójrz na kilka znanych żartów na temat rekurencji. Zacznijmy od tego: aby zrozumieć rekurencję, musisz najpierw zrozumieć rekurencję.


    Zapewniam, że w ciągu wielu miesięcy, które spędziłem na pisaniu tej książki, im częściej słyszałem ten żart, tym bardziej zabawny się on stawał.


    Inną zabawną rzeczą jest to, że jeśli wyszukasz w Google’u hasło „rekurencja”, to na stronie z wynikami znajdziesz pytanie, czy chodziło Ci o rekurencję. Jak pokazałem na rysunku 1.1, kliknięcie tej sugestii prowadzi do… wyników wyszukiwania hasła „rekurencja”.
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    Rysunek 1.1. Wyniki wyszukiwania hasła „rekurencja” w Google’u prowadzą do wyników wyszukiwania hasła „rekurencja” w Google’u


    Na rysunku 1.2 pokazałem żart o rekurencji z komiksu internetowego xkcd.


    [image: ]


    Rysunek 1.2. I’m So Meta, Even This Acronym (I.S. M.E.T.A.) (xkcd.com/917, autor: Randall Munroe)


    Większość kawałów na temat filmu science fiction Incepcja z 2010 roku to żarty rekurencyjne. Bohaterami filmu są postacie, które śnią w snach w snach.


    I wreszcie żaden informatyk nie może zapomnieć o rekurencyjnym centaurze — potworze z mitologii greckiej, którego pokazałem na rysunku 1.3. Jak widzisz, jest to w połowie koń, a w połowie rekurencyjny centaur.
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    Rysunek 1.3. Rekurencyjny centaur (autor: Joseph Parker)


    Opierając się na tych żartach, można dojść do wniosku, że rekurencja jest czymś w rodzaju metaświata, odwoływaniem się do samego siebie, snem we śnie lub nieskończonym ciągiem odbić lustra w lustrze. Czas ustalić konkretną definicję: coś rekurencyjnego to coś, czego definicja obejmuje to coś. Oznacza to, że definicja tego czegoś odnosi się do niej samej.


    Pokazany na rysunku 1.4 trójkąt Sierpińskiego jest zdefiniowany jako trójkąt równoboczny zawierający wewnątrz odwrócony trójkąt. Każdy z powstałych w ten sposób trzech nowych (nieodwróconych) trójkątów równobocznych jest trójkątem Sierpińskiego. A zatem definicja trójkąta Sierpińskiego zawiera w sobie definicję trójkątów Sierpińskiego.
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    Rysunek 1.4. Trójkąty Sierpińskiego to fraktale (rekurencyjne kształty), które składają się z trójkątów Sierpińskiego


    W programowaniu funkcja rekurencyjna to funkcja, która wywołuje samą siebie. Zanim przejdę do omawiania funkcji rekurencyjnych, pokażę Ci, jak działają zwykłe funkcje. Programiści często traktują wywołania funkcji jako coś oczywistego, dlatego następny podrozdział powinni przeczytać nawet doświadczeni twórcy oprogramowania.


    Czym są funkcje?


    Funkcję można zdefiniować jako miniprogram znajdujący się wewnątrz programu. Funkcję da się utworzyć w prawie każdym języku programowania. Jeśli potrzebujesz umieścić identyczne instrukcje w trzech różnych miejscach programu, to zamiast trzykrotnego ich kopiowania i wklejania w odpowiednich miejscach możesz zapisać interesujący Cię fragment w funkcji, którą następnie trzykrotnie wywołasz. Dzięki temu dostaniesz krótszy i bardziej czytelny program. Program ten będzie również o wiele łatwiejszy do zmodyfikowania. Jeśli zechcesz naprawić błąd lub dodać w te miejsca jakieś instrukcje, wystarczy, że zmienisz kod tylko w jednym miejscu (zamiast w trzech).


    Niezależnie od języka programowania funkcje mają następujące cechy:


    
      	Funkcje zawierają kod, który jest uruchamiany, gdy funkcja jest wywoływana.


      	Argumenty (wartości) są przekazywane do funkcji w momencie jej wywołania. Argumenty to dane wejściowe funkcji. Funkcje mogą przyjmować zero lub więcej argumentów.


      	Funkcje zwracają wartość zwracaną. Stanowi ona wyjście z funkcji. W niektórych językach programowania mogą istnieć funkcje, które nic nie zwracają lub zwracają wartości null, takie jak undefined lub None.


      	Podczas działania programu zapamiętywana jest linia, w której wywołano funkcję. Po zakończeniu działania funkcji wykonanie powraca do tej linii programu.

    


    W niektórych językach programowania funkcje mogą mieć dodatkowe cechy. Mogą też istnieć inne sposoby ich wywoływania, ale powyższe cztery cechy są charakterystyczne dla każdej funkcji. Pierwsze trzy z nich są widoczne w kodzie źródłowym, ale w jaki sposób program śledzi, gdzie powinno nastąpić wznowienie wykonywania programu po zakończeniu działania funkcji?


    Aby się temu przyjrzeć, utwórz plik functionCalls.py, który będzie zawierał trzy funkcje, a mianowicie funkcję a(), która wywołuje funkcję b() wywołującą funkcję c():


    Python

    
def a():

        print('Wywołano funkcję a().')



        b()



        print('Funkcja a() kończy swoje działanie.')



    def b():



        print('Wywołano funkcję b().')



        c()



        print('Funkcja b() kończy swoje działanie.')



    def c():



        print('Wywołano funkcję c().')



        print('Funkcja c() kończy swoje działanie.')



    a()




    Oto ten sam program zapisany w języku JavaScript (functionCalls.html):


    JavaScript

    <script type="text/javascript">

    function a() {



        document.write("Wywołano funkcję a().<br />");



        b();



        document.write("Funkcja a() kończy swoje działanie.<br />");



    }



    function b() {



        document.write("Wywołano funkcję b().<br />");



        c();



        document.write("Funkcja b() kończy swoje działanie.<br />");



    }



    function c() {



        document.write("Wywołano funkcję c().<br />");



        document.write("Funkcja c() kończy swoje działanie.<br />");



    }



    a();



    </script>




    Po uruchomieniu powyższych programów zobaczysz na ekranie następujące dane wyjściowe:

    Wywołano funkcję a().



    Wywołano funkcję b().



    Wywołano funkcję c().



    Funkcja c() kończy swoje działanie.



    Funkcja b() kończy swoje działanie.



    Funkcja a() kończy swoje działanie.




    Na początku listingu w danych wyjściowych widoczne są wywołania funkcji a(), b() i c(). Informacje o zakończeniu działania funkcji są wyświetlane w odwrotnej kolejności: najpierw zakończyło się działanie c(), potem b(), a na końcu a(). Zwróć uwagę na wzór widoczny w danych wyjściowych: po zakończeniu wykonywania kodu funkcji wykonanie powraca do wiersza, w którym ją wywołano. Po wykonaniu kodu funkcji c() wykonanie powraca do funkcji b(), a na ekranie wyświetlany jest komunikat, że funkcja b() kończy swoje działanie. Następnie działanie funkcji b() kończy się, a wykonanie powraca do funkcji a(). Na ekranie wyświetla się informacja o końcu działania a(). Na koniec wykonanie powraca do pierwotnego wywołania funkcji a() z końca programu. Innymi słowy, wywołanie funkcji to nie podróż w jedną stronę.


    W jaki sposób program pamięta, która funkcja — a() czy b() — wywołała funkcję c()? Informacja ta jest zapamiętywana niejawnie w strukturze nazywanej stosem wywołań. Aby zrozumieć, w jaki sposób zapamiętuje się miejsce powrotu na stosie wywołań, musisz najpierw zrozumieć, czym jest stos.


    Czym są stosy?


    Wspomniałem wcześniej o oklepanym dowcipie, że „aby zrozumieć rekurencję, musisz najpierw zrozumieć rekurencję”. Właściwie stwierdzenie to nie jest poprawne, bo aby naprawdę zrozumieć rekurencję, musisz najpierw zrozumieć stosy.


    Stos jest jedną z najprostszych struktur danych w informatyce. Podobnie jak na liście możemy na nim przechowywać wiele wartości. Jednak inaczej niż na liście w przypadku stosu dodawanie lub usuwanie wartości jest możliwe jedynie na jego szczycie. W przypadku stosów implementowanych za pomocą list lub tablic szczyt stosu to ostatni element znajdujący się na prawym końcu listy lub tablicy. Dodawanie wartości nazywa się odkładaniem na stos (ang. push), natomiast usuwanie wartości nazywamy zdejmowaniem ze stosu (ang. pop).


    Wyobraź sobie, że w rozmowie opowiadasz komuś zawiłą historię. Na początku mówisz o swojej przyjaciółce Alicji, później o swoim współpracowniku Bartku, ale żeby jego historia miała sens, musisz najpierw powiedzieć coś o swojej kuzynce Cecylii. Kończysz historię o Cecylii i wracasz do rozmowy o Bartku. Po historii o Bartku wracasz do rozmowy o Alicji. Następnie przypominasz sobie o swoim bracie Dawidzie i opowiadasz jego historię. W końcu kończysz rozmowę, powracając do pierwszej historii o Alicji.


    Twoja konwersacja ma strukturę przypominającą stos pokazany na rysunku 1.5. Rozmowa przypomina stos, ponieważ bieżący temat jest zawsze na jego szczycie.
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    Rysunek 1.5. Stos ilustrujący meandry opowiadanej przez Ciebie historii


    Nowe tematy są dodawane do szczytu stosu konwersacji i usuwane z niego po ich przedstawieniu. Poprzednio poruszane tematy są „zapamiętywane” pod aktualnie omawianym tematem.


    UWAGA W Pythonie możesz utworzyć stos za pomocą listy. Aby lista działała jako stos, musisz ograniczyć się jedynie do metod append() (dodawanie elementu na stos) i pop() (zdejmowanie elementu ze stosu). W JavaScripcie w roli stosu możesz wykorzystać tablicę z metodami push() i pop().


    W Pythonie używa się określeń lista i element, a w JavaScripcie stosuje się pojęcia tablica i element. W naszych zastosowaniach różnice pomiędzy nimi nie mają znaczenia. W tej książce będę korzystał ze słów lista i element w odniesieniu do programów napisanych w obu językach.


    Oto przykładowy program cardStack.py, w którym dołączam do końca listy cardStack łańcuchy znaków zawierające nazwy kart:


    
      
        Python

      

    

    cardStack = [] ❶

    cardStack.append('piątka karo') ❷



    print(','.join(cardStack))



    cardStack.append('trójka trefl')



    print(','.join(cardStack))



    cardStack.append('as kier')



    print(','.join(cardStack))



    cardStack.pop() ❸



    print(','.join(cardStack))




    Poniższej pokazałem zawartość pliku cardStack.html, w którym zapisałem ten sam kod w języku JavaScript:


    
      
        JavaScript

      

    

    <script type="text/javascript">

    let cardStack = []; ❶



    document.write(cardStack + "<br />");



    cardStack.push("piątka karo"); ❷



    document.write(cardStack + "<br />");



    cardStack.push("trójka trefl");



    document.write(cardStack + "<br />");



    cardStack.push("as kier");



    document.write(cardStack + "<br />");



    cardStack.pop() ❸ 



    document.write(cardStack + "<br />");



    </script>




    Po uruchomieniu powyższego kodu na ekranie zobaczysz następujące dane wyjściowe:

    piątka karo



    piątka karo,trójka trefl



    piątka karo,trójka trefl,as kier



    piątka karo,trójka trefl




    Na początku działania programu stos jest pusty ❶. Następnie umieszczam na nim trzy łańcuchy znaków reprezentujące karty do gry ❷. W dalszej części kodu zdejmuję ze stosu jeden element ❸, co powoduje usunięcie asa kier. Po tej operacji na szczycie stosu znajduje się trójka trefl. Kolejne stany zawartości stosu cardStack pokazałem na rysunku 1.6 (od lewej do prawej).
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    Rysunek 1.6. Na początku stos jest pusty, następnie karty są odkładane na stos i z niego zdejmowane


    Patrząc na stos, możemy zobaczyć jedynie kartę znajdującą się na samej górze. Na stosie w programie będzie to znajdująca się na samej górze wartość. W najprostszych implementacjach stosu nie można zobaczyć, ile kart (lub wartości) znajduje się na stosie. Da się jedynie sprawdzić, czy stos jest pusty, czy nie.


    Stos jest strukturą danych typu LIFO (ang. last in, first out — ostatnie na wejściu, pierwsze na wyjściu), ponieważ ostatnia wartość umieszczona na stosie jest z niego zdejmowana jako pierwsza. Zachowanie to przypomina działanie przycisku Wstecz w przeglądarce internetowej. Historia przeglądania stron na danej karcie przeglądarki działa jak stos zawierający wszystkie odwiedzone strony w kolejności, w jakiej je odwiedziliśmy. Przeglądarka zawsze wyświetla stronę internetową znajdującą się na górze „stosu” historii. Wybranie jakiegoś linku powoduje umieszczenie nowej strony internetowej na szczycie „stosu” historii, a kliknięcie przycisku Wstecz usuwa ją ze stosu i ukazuje stronę znajdującą się „niżej”.


    Czym jest stos wywołań?


    Programy również korzystają ze stosów. Stos wywołań programu, czasami nazywany po prostu stosem, jest stosem obiektów ramek. Obiekty ramek (ang. frame objects), nazywane też po prostu ramkami, zawierają informacje o pojedynczym wywołaniu funkcji, w tym informacje o wierszu, w którym została ona wywołana. Dzięki temu po zakończeniu działania funkcji wykonanie programu może powrócić do miejsca, w którym funkcja zwróciła wartość.


    Obiekty ramek są tworzone i umieszczane na stosie po wywołaniu funkcji. Po zakończeniu działania funkcji odpowiadający jej obiekt ramki jest usuwany ze stosu. Jeśli wywołamy funkcję, która wywołuje funkcję, która wywołuje funkcję, to stos wywołań będzie zawierał trzy obiekty ramek. Kiedy wszystkie te funkcje zakończą działanie, na stosie wywołań nie będzie żadnej ramki.


    Ponieważ za automatyczną obsługę obiektów ramek odpowiada język programowania, programiści nie muszą pisać związanego z nią kodu. W językach programowania spotyka się różne sposoby implementacji obiektów ramek, ale najczęściej obiekty te zawierają:


    
      	adres zwrotny, czyli miejsce w programie, do którego powinno powrócić wykonanie programu po zakończeniu wykonywania funkcji;


      	argumenty przekazane w wywołaniu funkcji;


      	zmienne lokalne stworzone podczas wykonywania funkcji.

    


    Spójrz na pokazany poniżej program localVariables.py, który podobnie jak poprzednie programy functionCalls.py i functionCalls.html, składa się z trzech funkcji:


    Python

    
def a():

        spam = 'Mrówka' ❶



        print(' Wartość spam to ' + spam) ❷



        b() ❸



        print('Wartość spam to ' + spam)



    def b():



        spam = 'Ryś' ❹



        print(' Wartość spam to ' + spam)



        c() ❺



        print('Wartość spam to ' + spam)



    def c():



        spam = 'Kojot' ❻



        print(' Wartość spam to ' + spam)



    a() ❼




    Plik localVariables.html zawiera ten sam kod zapisany w języku JavaScript:


    
      
        JavaScript

      

    

    <script type="text/javascript">

    function a() {



        let spam = "Mrówka"; ❶



        document.write("Wartość spam to " + spam + "<br />"); ❷



        b(); ❸



        document.write("Wartość spam to " + spam + "<br />");



    }



    function b() {



        let spam = "Ryś"; ❹



        document.write("Wartość spam to " + spam + "<br />");



        c(); ❺



        document.write("Wartość spam to " + spam + "<br />");



    }



    function c() {



        let spam = "Kojot"; ❻



        document.write("Wartość spam to " + spam + "<br />");



    }



    a(); ❼



    </script>




    Po uruchomieniu programu na ekranie zobaczysz następujące dane wyjściowe:

    Wartość spam to Mrówka



    Wartość spam to Ryś



    Wartość spam to Kojot



    Wartość spam to Ryś



    Wartość spam to Mrówka




    W momencie wywołania funkcji a() ❼ tworzony jest obiekt ramki, który trafia na szczyt stosu wywołań. W obiekcie tym przechowywane są wszystkie argumenty przekazane do funkcji a() (w tym przypadku funkcja nie przyjmuje żadnych argumentów), zawartość zmiennej lokalnej spam ❶ oraz informacja o miejscu, od którego powinno być kontynuowane wykonywanie programu po zakończeniu działania funkcji a().


    Po wywołaniu funkcji a() na ekranie wyświetlana jest zawartość lokalnej zmiennej spam, która zawiera słowo Mrówka ❷. W ciele a() znajduje się wywołanie funkcji b() ❸. Po jego wykonaniu tworzony jest nowy obiekt ramki, który zostaje umieszczony na stosie wywołań powyżej obiektu ramki związanego z wywołaniem a(). Funkcja b() zawiera swoją własną, lokalną zmienną spam ❹ oraz wywołanie c() ❺. Dla wywołania c() tworzony jest kolejny obiekt ramki, który również trafia na stos wywołań. Obiekt ten zawiera lokalną dla funkcji c() zmienną spam ❻. Po zakończeniu działania tych funkcji obiekty ramek są zdejmowane ze stosu wywołań. Dzięki temu, że informacja o powrocie jest przechowywana w obiekcie ramki, program wie, do którego miejsca w kodzie należy powrócić po zakończeniu wykonywania funkcji. Po powrocie ze wszystkich wywołań funkcji stos wywołań jest pusty.


    Na rysunku 1.7 pokazałem stan stosu wywołań w momencie wywoływania każdej funkcji oraz po zakończeniu ich działania. Zauważ, że wszystkie zmienne lokalne mają tę samą nazwę: spam. Celowo wykorzystałem to samo słowo, aby podkreślić, że zmienne lokalne są zawsze niezależnymi od siebie zmiennymi zawierającymi różne wartości, nawet jeśli w kilku rożnych funkcjach mają one tę samą nazwę.
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    Rysunek 1.7. Zawartość stosu wywołań podczas działania programu localVariables


    Zauważ, że w kodzie mogą występować różne zmienne lokalne o tej samej nazwie (spam), ponieważ są one przechowywane w oddzielnych obiektach ramek. Kiedy w kodzie źródłowym pojawia się zmienna lokalna, to jej nazwa odnosi się do zmiennej znajdującej się w najwyżej położonym na stosie obiekcie ramki.


    Każdy działający program ma stos wywołań, a programy wielowątkowe mają po jednym stosie dla każdego wątku. Jednak jeżeli spojrzysz na kod źródłowy programu, nie znajdziesz w nim żadnego stosu wywołań. Stos wywołań nie jest przechowywany w zmiennej tak jak inne struktury danych. W odróżnieniu od nich jest on automatycznie obsługiwany w tle.


    Fakt, że stos wywołań nie jest widoczny w kodzie źródłowym, stanowi główny powód, dla którego rekurencja sprawia początkującym tak wiele problemów. Rekurencja opiera się na czymś, czego programista nawet nie widzi! Zrozumienie sposobu działania stosu oraz poznanie stosu wywołań pozwala wyjaśnić wiele tajemnic związanych z rekurencją. Zarówno funkcje, jak i stosy są prostymi pojęciami, które możemy wykorzystać, aby zrozumieć, jak działa rekurencja.


    Czym są funkcje rekurencyjne i przepełnienie stosu?


    Funkcja rekurencyjna to funkcja, która wywołuje samą siebie. Pokazany poniżej program shortest.py jest najkrótszym możliwym przykładem funkcji rekurencyjnej:


    Python

    
def shortest():

        shortest()



    shortest()




    A oto odpowiadający mu programu shortest.html:


    
      
        JavaScript

      

    

    <script type="text/javascript">

    function shortest() {



        shortest();



    }



    shortest();



    </script>




    Funkcja shortest() nie robi nic poza wywołaniem funkcji shortest(). Po jej wywołaniu następuje ponowne wywołanie funkcji shortest(), która wywołuje funkcję shortest() i tak dalej, pozornie aż do nieskończoności. Ten sposób działania przypomina trochę znaną z mitologii koncepcję, w myśl której skorupa ziemska spoczywa na grzbiecie gigantycznego kosmicznego żółwia, który spoczywa na grzbiecie innego żółwia, pod którym znajduje się inny żółw, i tak dalej aż do nieskończoności.


    Teoria „niekończącego się stosu żółwi” nie jest dobrym wyjaśnieniem budowy kosmosu ani funkcji rekurencyjnych. Ponieważ stos wywołań wykorzystuje skończone zasoby pamięci w komputerze, powyższy program nie może działać w nieskończoność, tak jak robi to nieskończona pętla. Program ten po czasie zawiesi się i wyświetli komunikat o błędzie.


    UWAGA Aby wyświetlić błąd w programie napisanym w JavaScripcie, musisz otworzyć narzędzia programistyczne przeglądarki. W większości przeglądarek można to zrobić, naciskając klawisz F12 i wybierając kartę Konsola.


    Oto wynik wykonania programu shortest.py:

    Traceback (most recent call last):



      File "shortest.py", line 4, in <module>



        shortest()



      File "shortest.py", line 2, in shortest



        shortest()



      File "shortest.py", line 2, in shortest



        shortest()



      File "shortest.py", line 2, in shortest



        shortest()



      [Previous line repeated 996 more times]



    RecursionError: maximum recursion depth exceeded




    W przeglądarce Google Chrome zobaczysz poniższe dane wyjściowe ze skryptu shortest.html (inne przeglądarki wyświetlą podobne komunikaty o błędach):

    Uncaught RangeError: Maximum call stack size exceeded



        at shortest (shortest.html:2)



        at shortest (shortest.html:3)



        at shortest (shortest.html:3)



        at shortest (shortest.html:3)



        at shortest (shortest.html:3)



        at shortest (shortest.html:3)



        at shortest (shortest.html:3)



        at shortest (shortest.html:3)



        at shortest (shortest.html:3)



        at shortest (shortest.html:3)




    Widoczny powyżej rodzaj błędu nazywa się błędem przepełnieniem stosu (ang. stack overflow; od angielskiej nazwy tego błędu pochodzi nazwa popularnej strony internetowej https://stackoverflow.com). Ciągłe wywoływanie funkcji pozbawionych powrotów zwiększa rozmiar stosu wywołań, aż do momentu, w którym zostanie wykorzystana cała przydzielone mu pamięć. Aby temu zapobiec, interpretery Pythona i JavaScriptu zwracają błąd programu po przekroczeniu określonej liczby wywołań funkcji, które nie zwracają wartości.


    Limit ten jest nazywany maksymalną głębokością rekurencji lub maksymalnym rozmiarem stosu wywołań. W Pythonie wynosi on 1000 wywołań funkcji. W przypadku JavaScriptu maksymalny rozmiar stosu wywołań zależy od przeglądarki, w której uruchamiany jest kod, ale zazwyczaj jest to co najmniej 10 000 wywołań. Możesz sobie wyobrazić, że przepełnienie stosu ma miejsce, gdy stos wywołań jest „zbyt wysoki” (to znaczy zużywa zbyt dużo pamięci komputera), tak jak pokazałem to na rysunku 1.8.
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    Rysunek 1.8. Przepełnienie stosu ma miejsce, gdy stos wywołań staje się zbyt wysoki, a w pamięci komputera znajduje się za wiele obiektów ramek


    Przepełnienie stosu nie powoduje uszkodzenia komputera. Komputer po prostu wykrywa, że osiągnięto maksymalną liczbę wywołań funkcji bez powrotu, i kończy działanie programu. W najgorszym przypadku stracisz niezapisane dane, które były przetwarzane za pomocą tego programu. Przepełnieniu stosu można zapobiec za pomocą czegoś, co nazywa się przypadkiem bazowym. Przypadek ten opisałem w następnym podrozdziale.


    Przypadki bazowe i rekurencyjne


    W przykładzie przepełnienia stosu mieliśmy funkcję shortest(), która wywoływała funkcję shortest(), ale nigdy nie zwracała żadnej wartości. Aby można było uniknąć awarii, musi istnieć przypadek lub ich zbiór, w którym funkcja przestaje wywoływać samą siebie i zamiast tego kończy swoje działanie. Przypadek ten nazywa się przypadkiem bazowym. Natomiast przypadek, w którym funkcja wywołuje samą siebie, nazywany jest przypadkiem rekurencyjnym.


    Każda funkcja rekurencyjna powinna zawierać co najmniej jeden przypadek bazowy i co najmniej jeden przypadek rekurencyjny. Jeśli funkcja nie zawiera przypadku bazowego, to wywołania rekurencyjne nigdy się nie zakończą, co ostatecznie spowoduje błąd przepełnienia stosu. Jeśli w funkcji nie ma przypadku rekurencyjnego, to funkcja nigdy nie wywoła samej siebie. Taka funkcja nie będzie więc funkcją rekurencyjną, lecz jedynie zwykłą funkcją. Pisanie własnych funkcji rekurencyjnych warto rozpocząć od ustalenia, jak powinien wyglądać przypadek bazowy i przypadek rekurencyjny.


    Spójrz na pokazany poniżej program shortestWithBaseCase.py, w którym zdefiniowałem najkrótszą funkcję rekurencyjną, której wykonanie nie spowoduje błędu przepełnienia stosu:


    Python

    def shortestWithBaseCase(makeRecursiveCall):

        print('Wywołuję shortestWithBaseCase(%s)' % makeRecursiveCall)



        if not makeRecursiveCall:



            # PRZYPADEK BAZOWY



            print('Powrót z przypadku bazowego')



            return ❶



        else:



            # PRZYPADEK REKURENYCJNY



            shortestWithBaseCase(False) ❷



            print('Powrót z przypadku rekurencyjnego')



            return



    print('Wywołuję shortestWithBaseCase(False):')



    shortestWithBaseCase(False) ❸



    print('\n')



    print('Wywołuję shortestWithBaseCase(True):')



    shortestWithBaseCase(True) ❹ 




    Oto odpowiadający mu program shortestWithBaseCase.html:


    
      
        JavaScript

      

    

    <script type="text/javascript">

    function shortestWithBaseCase(makeRecursiveCall) {



        document.write("Wywołuję shortestWithBaseCase(" + makeRecursiveCall + ")<br />");



        if (makeRecursiveCall === false) {



            // PRZYPADEK BAZOWY



            document.write("Powrót z przypadku bazowego<br />");



            return; ❶



        } else {



            // PRZYPADEK REKURENCYJNY



            shortestWithBaseCase(false); ❷



            document.write("Powrót z przypadku rekurencyjnego<br />");



            return;



        }



    }



    document.write("Wywołuję shortestWithBaseCase(false):<br />");



    shortestWithBaseCase(false); ❸



    document.write("<br /><br />");



    document.write("Wywołuję shortestWithBaseCase(true):<br />");



    shortestWithBaseCase(true); ❹ 



    </script>




    Po uruchomieniu programu na ekranie zobaczysz następujące dane wyjściowe:

    Wywołuję shortestWithBaseCase(False):



    Wywołuję shortestWithBaseCase(False)



    Powrót z przypadku bazowego



    Wywołuję shortestWithBaseCase(True):



    Wywołuję shortestWithBaseCase(True)



    Wywołuję shortestWithBaseCase(False)



    Powrót z przypadku bazowego



    Powrót z przypadku rekurencyjnego




    Powyższa funkcja nie robi nic użytecznego poza tym, że jest to prosty przykład użycia rekurencji (można by go jeszcze skrócić, usuwając wyświetlanie tekstu, ale informacje te przydadzą mi się do wyjaśnienia, jak działa ta funkcja). Po wywołaniu shortestWithBaseCase(False) ❸ wykonywany jest przypadek bazowy, który powoduje zakończenie działania funkcji ❶. Wywołanie shortestWithBase Case(True) ❹ spowoduje wykonanie przypadku rekurencyjnego, w którym wywołane zostanie shortestWithBaseCase(False) ❷.


    Zauważ, że po rekurencyjnym wywołaniu i powrocie z shortestWithBase
Case(False) w przypadku rekurencyjnym ❷ wykonanie programu nie powraca natychmiast do miejsca pierwotnego wywołania funkcji ❹. Zanim to nastąpi, wykonywany jest kod znajdujący się w przypadku rekurencyjnym, który jest zapisany po wywołaniu przypadku bazowego. Z tego powodu na wyjściu pojawia się komunikat Powrót z przypadku rekurencyjnego. Powrót z przypadku bazowego nie oznacza natychmiastowego powrotu ze wszystkich wywołań rekurencyjnych, które miały miejsce przed nim. Należy o tym pamiętać podczas analizowania przykładu funkcji countDownAndUp() w następnym podrozdziale.


    Kod przed wywołaniem rekurencyjnym i po wywołaniu rekurencyjnym


    Kod znajdujący się w przypadku rekurencyjnym można podzielić na dwie części: kod umieszczony przed wywołaniem rekurencyjnym i kod znajdujący się po wywołaniu rekurencyjnym. (Jeśli w przypadku rekurencyjnym występują dwa wywołania rekurencyjne, tak jak w przykładzie ciągu Fibonacciego z rozdziału 2., to przypadek możemy podzielić na trzy części: przed, między i po; na razie, dla uproszczenia, pominę ten przypadek).


    Ważne jest uświadomienie sobie, że osiągnięcie przypadku bazowego niekoniecznie oznacza koniec algorytmu rekurencyjnego. Osiągnięcie przypadku bazowego oznacza jedynie brak kolejnych wywołań rekurencyjnych.


    Spójrzmy na przykładowy program countDownAndUp.py, który zawiera rekurencyjną funkcję odliczającą od dowolnej liczby w dół, aż do zera, i z powrotem do tej liczby:


    
      
        Python

      

    

    def countDownAndUp(number):

        print(number) ❶



        if number == 0:



            # PRZYPADEK BAZOWY



            print('Osiągnięto przypadek bazowy.') ❷



            return



        else:



            # PRZYPADEK REKURENCYJNY



            countDownAndUp(number - 1) ❸



            print(number, 'powrót') ❹



            return



    countDownAndUp(3) ❺




    Oto odpowiadający mu programu countDownAndUp.html:


    
      
        JavaScript

      

    

    <script type="text/javascript">

    function countDownAndUp(number) {



        document.write(number + "<br />"); ❶



        if (number === 0) {



            // PRZYPADEK BAZOWY



            document.write("Osiągnięto przypadek bazowy.<br />"); ❷



            return;



        } else {



            // PRZYPADEK REKURENCYJNY



            countDownAndUp(number - 1); ❸



            document.write(number + " powrót<br />"); ❹



            return;



        }



    }



    countDownAndUp(3); ❺



    </script>




    Po uruchomieniu powyższego kodu zobaczysz następujące dane wyjściowe:

    3



    2



    1



    0



    Osiągnięto przypadek bazowy.



    1 powrót



    2 powrót



    3 powrót




    Pamiętaj, że każde wywołanie funkcji pociąga za sobą utworzenie nowego obiektu ramki, który trafia na stos wywołań. W obiekcie tym przechowywane są wszystkie zmienne lokalne oraz parametry funkcji (takie jak number). A zatem istnieje osobna zmienna number dla każdej ramki znajdującej się na stosie wywołań. Jest to kolejne źródło nieporozumień związanych z rekurencją. Chociaż z kodu źródłowego wynika, że istnieje tylko jedna zmienna number, w rzeczywistości istnieją osobne zmienne number dla każdego wywołania funkcji.


    W momencie wywołania funkcji countDownAndUp(3) ❺ tworzona jest nowa ramka, a do lokalnej zmiennej number w tej ramce przypisywana jest wartość 3. Następnie wartość ta jest wyświetlana na ekranie ❶. Dopóki number nie jest równe 0, funkcja countDownAndUp() wywołuje samą siebie z argumentem number - 1 ❸. Po wywołaniu countDownAndUp(2) tworzona jest nowa ramka, która trafia na stos, a do lokalnej zmiennej number tej ramki przypisywane jest 2. Ponownie wykonywany jest przypadek rekurencyjny i następuje wywołanie countDownAndUp(1), które powoduje ponowne wykonanie przypadku rekurencyjnego i wywołanie countDownAndUp(0).


    Wykonywanie kolejnych rekurencyjnych wywołań funkcji i następujące po nim powroty powodują, że na ekranie pojawia się odliczanie w dół. Po wywołaniu metody countDownAndUp(0) osiągany jest przypadek bazowy ❷, po którym nie są już wykonywane następne wywołania rekurencyjne. Nie jest to jednak koniec programu! Po osiągnięciu przypadku bazowego wartość lokalnej zmienna number wynosi 0. Po jego wykonaniu związana z nim ramka jest usuwana ze stosu wywołań. Znajdująca się pod nią ramka zawiera własną lokalną zmienną number, która ma, i od początku miała, wartość 1. Gdy wykonanie powraca do poprzednich ramek znajdujących się na stosie wywołań, wykonywany jest kod zapisany po wywołaniu rekurencyjnym ❹. To działanie odpowiada za liczenie w górę. Na rysunku 1.9 pokazano zawartość stosu wywołań, gdy funkcja countDownAndUp() jest wywoływana rekurencyjnie i gdy następują powroty.
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    Rysunek 1.9. Stos wywołań zawiera wartości zmiennej lokalnej number dla każdego wywołania funkcji


    To, że kod nie zatrzymuje się natychmiast po osiągnięciu przypadku bazowego, będzie miało znaczenie podczas obliczania silni w następnym rozdziale. Pamiętaj, że każdy kod umieszczony po wywołaniu rekurencyjnym nadal musi być wykonany.


    W tym momencie może Ci się wydawać, że rekurencyjna implementacja funkcji countDownAndUp() jest przesadzona i trudna do zrozumienia. Dlaczego zamiast niej do wyświetlania liczb nie zastosować podejścia iteracyjnego? W podejściu iteracyjnym do powtarzania jakichś czynności, aż do wykonania zadania, wykorzystuje się pętle. Podejście iteracyjne jest zazwyczaj uważane za przeciwieństwo rekurencji.


    Ilekroć zadajesz sobie pytanie „czy nie łatwiej byłoby użyć pętli?”, odpowiedź prawie zawsze brzmi „tak”. W takich przypadkach należy unikać rekurencji. Rekurencja może sprawiać trudności zarówno początkującym, jak i doświadczonym programistom, a kod rekurencyjny nie zawsze jest „lepszy” i „bardziej elegancki” niż kod iteracyjny. Czytelność i łatwość zrozumienia kodu jest ważniejszy niż jakkolwiek pojmowana elegancja, jaką zapewnia rekurencja. Istnieją jednak algorytmy, których sposób działania idealnie opisuje rekurencja. Szczególnie dobrze sprawdza się ona w algorytmach wykorzystujących drzewiaste struktury danych oraz nawroty. Koncepcje te omówię dokładniej w rozdziałach 2. i 4.


    Podsumowanie


    Rekurencja często stanowi wyznanie dla początkujących programistów, ale opiera się na prostym założeniu, że funkcja może wywoływać samą siebie. Za każdym razem gdy wywoływana jest jakaś funkcja, na stos wywołań trafia nowy obiekt ramki zawierający informacje związane z tym wywołaniem (takie jak zmienne lokalne i adres powrotu, do którego wykonanie ma powrócić po zakończeniu działania funkcji). Stos wywołań to przykład struktury danych nazywanej stosem. Zawartość stosu może być modyfikowania jedynie poprzez dodanie lub usunięcie danych na jego szczycie. Operacje te nazywa się odkładaniem (ang. push) elementów na stos i zdejmowaniem (ang. pop) elementów ze stosu.


    Stos wywołań jest obsługiwany przez program w niejawny sposób, co oznacza, że nie istnieje żadna zmienna, która go zawiera. Wywołanie funkcji powoduje umieszczenie na stosie nowego obiektu ramki, który jest z niego usuwany po zakończeniu jej działania.


    Funkcje rekurencyjne zawierają przypadki rekurencyjne, wewnątrz których wykonywane jest wywołanie rekurencyjne, oraz przypadki bazowe, w których następuje zwrócenie wartości (zakończenie działania funkcji). W przypadku braku przypadku bazowego lub w razie błędu, który uniemożliwi jego wywołanie, działanie programu prowadzi do błędu przepełnienia stosu, który powoduje zakończenie wykonywania programu.


    Choć rekurencja jest użyteczną techniką, nie czyni ona automatycznie kodu „lepszym” lub bardziej „eleganckim”. Więcej na ten temat w następnym rozdziale.


    Materiały dodatkowe


    Inne wprowadzenie do rekurencji znajdziesz w moim wystąpieniu na konferencji North Bay Python z 2018 r. Materiał Recursion for Beginners: A Beginner’s Guide to Recursion znajdziesz na stronie https://youtu.be/AfBqVVKg4GE. Na kanale Computerphile w serwisie YouTube dostępny jest film What on the Earth is Recursion? (https://youtu.be/Mv9NEXX1VHc), zawierający wprowadzenie do rekurencji. Rekurencję omówił też V. Anton Spraul w swojej książce Myśl jak programista. Techniki kreatywnego rozwiązywania problemów (Helion, Gliwice 2013) oraz w filmie Recursion (Think Like a Programmer) (https://youtu.be/oKndim5-G94). Bardzo szczegółowe informacje na temat rekurencji znajdziesz także w Wikipedii (https://en.wikipedia.org/wiki/Recursion).


    W Pythonie możesz też zainstalować moduł ShowCallStack, który dodaje do języka funkcję showcallstack(). Możesz ją umieścić w dowolnym miejscu kodu, aby zobaczyć stan stosu wywołań w konkretnym punkcie programu. Moduł wraz z instrukcją jego użycia znajdziesz na stronie https://pypi.org/project/ShowCallStack.


    Pytania praktyczne


    Sprawdź swoją wiedzę, odpowiadając na następujące pytania:


    
      	Jakie cechy ma coś, co jest rekurencyjne?


      	Czym jest funkcja rekurencyjna w programowaniu?


      	Jakie cztery cechy charakteryzują funkcje?


      	Co to jest stos?


      	Jakie ograniczenia wiążą się z dodawaniem wartości na stos i usuwaniem wartości ze stosu?


      	Załóżmy, że umieszczasz na stosie litery J i Q, następnie zdejmujesz wartość ze stosu, dodajesz do niego K i zdejmujesz następną wartość ze stosu. Jak wygląda stos po wykonaniu tych operacji?


      	Co jest umieszczane na stosie wywołań i z niego zdejmowane?


      	Co powoduje przepełnienie stosu?


      	Co to jest przypadek bazowy?


      	Co to jest przypadek rekurencyjny?


      	Ile przypadków bazowych i rekurencyjnych mają funkcje rekurencyjne?


      	Co się stanie, jeśli funkcja rekurencyjna nie ma przypadku bazowego?


      	Co się stanie, jeśli funkcja rekurencyjna nie zawiera przypadku rekurencyjnego?

    

  


  
    2

    Rekurencja a iteracja


    [image: ]Nie da się jednoznacznie stwierdzić, że podejście rekurencyjne jest lepsze od iteracyjnego albo na odwrót. Praktycznie każdy kod rekurencyjny można zapisać w postaci iteracyjnej z użyciem pętli i stosu. Rekurencja nie ma żadnych specjalnych mocy pozwalających za jej pomocą wykonywać operacje niemożliwe do przeprowadzenia za pomocą algorytmów iteracyjnych. Dowolną pętlę iteracyjną można również zapisać w postaci funkcji rekurencyjnej.


    W tym rozdziale porównam podejście rekurencyjne i podejście iteracyjne. Przyjrzymy się w nim klasycznym algorytmom pozwalającym obliczyć wartości kolejnych wyrazów ciągu Fibonacciego i silni oraz zobaczymy, dlaczego ich rekurencyjne wersje niespecjalnie się do czegokolwiek nadają. Na przykładzie algorytmu potęgowania przyjrzymy się też szczegółom podejścia rekurencyjnego. Rozdział ten rzuca nowe światło na rzekomą elegancję algorytmów rekurencyjnych i pokazuje, kiedy warto zastosować podejście rekurencyjne, a kiedy nie.


    Obliczanie silni


    Na wielu kursach informatycznych rekurencyjny algorytm obliczania silni stanowi klasyczny przykład funkcji rekurencyjnej. Silnia liczby całkowitej (nazwijmy ją n) to iloczyn wszystkich liczb całkowitych od 1 do n. Na przykład silnia z liczby 4 to 4∙3∙2∙1, czyli 24. W matematyce silnię oznacza się symbolem wykrzyknika. Na przykład 4! oznacza silnię z liczby 4. W tabeli 2.1 przedstawiłem wartości silni dla pierwszych kilku liczb naturalnych.


    Tabela 2.1. Silnia z pierwszych kilku liczb naturalnych


    
      
        
        
        
        
        
      

      
        
          	
            n!

          

          	

          	
            Iloczyn

          

          	

          	
            Wartość

          
        


        
          	
            1!

          

          	
            =

          

          	
            1

          

          	
            =

          

          	
            1

          
        


        
          	
            2!

          

          	
            =

          

          	
            1∙2

          

          	
            =

          

          	
            2

          
        


        
          	
            3!

          

          	
            =

          

          	
            1∙2∙3

          

          	
            =

          

          	
            6

          
        


        
          	
            4!

          

          	
            =

          

          	
            1∙2∙3∙4

          

          	
            =

          

          	
            24

          
        


        
          	
            5!

          

          	
            =

          

          	
            1∙2∙3∙4∙5

          

          	
            =

          

          	
            120

          
        


        
          	
            6!

          

          	
            =

          

          	
            1∙2∙3∙4∙5∙6

          

          	
            =

          

          	
            720

          
        


        
          	
            7!

          

          	
            =

          

          	
            1∙2∙3∙4∙5∙6∙7

          

          	
            =

          

          	
            5040

          
        


        
          	
            8!

          

          	
            =

          

          	
            1∙2∙3∙4∙5∙6∙7∙8

          

          	
            =

          

          	
            40 320

          
        

      
    


    Silnia jest wykorzystywana w wielu rodzajach obliczeń. Można ją zastosować na przykład do znajdowania liczby permutacji. Przykładowo liczba różnych sposobów, w jakie można ustawić cztery osoby (Alicję, Bartka, Cecylię i Dawida) w kolejce jest równa 4!. Na pierwszym miejscu kolejki może stanąć jedna z czterech osób (4), trzy pozostałe osoby mogą zająć drugie miejsce (4∙3), następnie dwie pozostałe osoby mogą zająć trzecie miejsce (4∙3∙2). Ostatnia nieumieszczona w kolejce osoba może zająć jedynie ostatnie, czwarte miejsce (4∙3∙2∙1). Liczba sposobów, w jakie ludzie mogą być ustawieni w kolejce — to znaczy liczba permutacji — jest równa wartości silni z liczby osób.


    Przyjrzyjmy się teraz iteracyjnemu i rekurencyjnemu algorytmowi obliczania silni.


    Iteracyjny algorytm obliczania silni


    Iteracyjnie silnię oblicza się w bardzo prosty sposób. Wystarczy w pętli pomnożyć przez siebie liczby całkowite od 1 do n włącznie. Algorytmy iteracyjne zawsze korzystają z pętli. Oto program factorialByIteration.py:


    
      
        Python

      

    

    def factorial(number):

        product = 1



        for i in range(1, number + 1):



            product = product * i



        return product



    print(factorial(5))




    A to odpowiadający mu skrypt factorialByIteration.html:


    
      
        JavaScript

      

    

    <script type="text/javascript">

    function factorial(number) {



        let product = 1;



        for (let i = 1; i <= number; i++) {



            product = product * i;



        }



        return product;



    }



    document.write(factorial(5));



    </script>




    Po uruchomieniu tego kodu na ekranie pojawi się wartość 5!:

    120


    W iteracyjnym algorytmie obliczania silni nie ma nic złego — jest bardzo prosty i wykonuje swoje zadanie. Teraz przyjrzyjmy się algorytmowi rekurencyjnemu, aby lepiej poznać naturę silni i samej rekurencji.


    Rekurencyjny algorytm obliczania silni


    Zauważ, że silnia z 4 to 4∙3∙2∙1, a silnia z 5 to 5∙4∙3∙2∙1. Możemy więc powiedzieć, że 5! = 5∙4!. Jest to przykład rekurencji, ponieważ definicja silni z 5 (lub dowolnej liczby n) odwołuje się do definicji silni z 4 (w ogólności z n – 1). Z kolei 4! = 4∙3! i tak dalej, aż do momentu, w którym dochodzimy do przypadku bazowego 1!. Jeden silnia to po prostu 1.


    Oto program factorialByRecursion.py, który oblicza silnię z użyciem algorytmu rekurencyjnego:


    
      
        Python

      

    

    def factorial(number):

        if number == 1:



            # PRZYPADEK BAZOWY



            return 1



        else:



            # PRZYPADEK REKURENCYJNY



            return number * factorial(number - 1) ❶



    print(factorial(5))




    Ten sam program zapisany w JavaScripcie (factorialByRecursion.html) wygląda następująco:


    
      
        JavaScript

      

    

    <script type="text/javascript">

    function factorial(number) {



        if (number === 1) {



            // PRZYPADEK BAZOWY



            return 1;



        } else {



            // PRZYPADEK REKURENCYJNY



            return number * factorial(number - 1); ❶



        }



    }



    document.write(factorial(5) + "<br />");



    </script>




    Gdy uruchomisz ten kod, aby obliczyć rekurencyjnie 5!, na ekranie zobaczysz identyczny wynik jak w przypadku programu iteracyjnego:

    120


    Dla wielu programistów powyższy kod wygląda dziwnie. Niby wiadomo, że w wywołaniu factorial(5) musimy obliczyć iloczyn 5∙4∙3∙2∙1, ale trudno jest wskazać wiersz kodu, w którym odbywa się to mnożenie.


    To zdziwienie powstaje, ponieważ przypadek rekurencyjny zawiera tylko jedną linię ❶, której połowa jest wykonywana przed wywołaniem rekurencyjnym, a połowa po powrocie z wywołania rekurencyjnego. Nie jesteśmy przyzwyczajeni do tego, że jednocześnie wykonywana jest tylko połowa linii kodu.


    Pierwsza połowa instrukcji to wywołanie factorial(number - 1). Jej wykonanie wiąże się z obliczeniem wartości wyrażenia number - 1 i wywołaniem rekurencyjnym, które powoduje umieszczenie nowego obiektu ramki na stosie wywołań. Obiekt jest umieszczany na stosie przed wykonaniem wywołania rekurencyjnego.


    Wykonanie powróci do poprzedniego obiektu ramki dopiero po zwróceniu wartości przez wywołanie factorial(number - 1). Gdy wywoływane jest factorial(5), wywołaniu factorial(number - 1) będzie odpowiadało wywołanie factorial(4), które zwróci 24. W tym momencie wykonywana jest druga połowa linii. Wyrażenie return number * factorial(number - 1) ma teraz postać return 5 * 24. Z tego powodu factorial(5) zwraca 120.


    Na rysunku 2.1 

Ciąg dalszy dostępny w wersji pełnej.
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    Klasyczne algorytmy rekurencyjne

Dostępne w wersji pełnej.

  
    4

    Algorytmy z nawrotami i algorytmy przechodzenia przez drzewa

Dostępne w wersji pełnej.

  
    5

    Algorytmy typu „dziel i zwyciężaj”

Dostępne w wersji pełnej.
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    Permutacje i kombinacje

Dostępne w wersji pełnej.

  
    7

    Memoizacja i programowanie dynamiczne

Dostępne w wersji pełnej.
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    Optymalizacja rekurencji ogonowej

Dostępne w wersji pełnej.

  
    9

    Rysowanie fraktali

Dostępne w wersji pełnej.
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    Projekty

Dostępne w wersji pełnej.

  
    10

    Wyszukiwarka plików

Dostępne w wersji pełnej.

  
    11

    Generator labiryntów

Dostępne w wersji pełnej.

  
    12

    Układanie „piętnastki”

Dostępne w wersji pełnej.

  
    13

    Program do rysowania fraktali

Dostępne w wersji pełnej.

  
    14

    Efekt Droste

Dostępne w wersji pełnej.
Dostępne w wersji pełnej.
Dostępne w wersji pełnej.
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